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������ ����� ��� �����������	� ��
2���������� �	
���	���� ����������� �����  �	�	 !�	��	�

"#���� ������ ��� $�������������	� �

��� ���� ������� F (s) =
∞∑

n=0

an exp{sλn} 	 
������ 
��������� 	��������
σa = 0 ���
� M(σ) = sup{|F (σ + it)| : t ∈ R} � µ(σ) = max{|an| exp (σλn) :

n ≥ 0} (σ < 0)� ��	�
���� ����� �
 λn ��� �����
��������� �������������
0∫

−1

ln M(σ,F )

|σ|2 exp{�R/|σ|}dσ < +∞ �
0∫

−1

ln µ(σ,F )

|σ|2 exp{�R/|σ|}dσ < +∞ (� > 0)�

�%���� ���	& ��� �������� �
������ ������� �
����
����� ����� ��
�

	���������

�� 	
�� Λ = (λn)∞n=0 � ��������� �� +∞ ������������� �
������� � � �
�
!λ0 = 0"# � S0(Λ) � $��� �%��� ������


F (s) =
∞∑

n=0

an exp{sλn}, s = σ + it, !�"

� �&�' ��� �&�������( �&�)����� σa = 0� ��% σ < 0 �
�� M(σ, F ) =
= sup{|F (σ + it)| : t ∈ R}# µ(σ, F ) = max{|an| exp (σλn) : n ≥ 0} � ��$� ����� 
��
� �%�* !�"# ν(σ, F ) = max{n ≥ 0 : |an| exp (σλn) = µ(σ, F )} � �+� '
������� 

���
$�# � κn =
ln |an| − ln |an+1|

λn+1 − λn
�

,
� � �� �R = lim
σ↑0

|σ| ln ln M(σ, F ) ��� ������% -�. R/���%�$�� F ∈ S0(Λ)� 0�

*��� 0 < �R < +∞ $��� �&�)����� ����������% -�. *�����

0∫
−1

ln M(σ, F )
|σ|2 exp{�R/|σ|}dσ < +∞. !�"

�© ������ ��	�
�� ����� ����	���� ����
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, -�. ���
�
�� ��$
1 %$2� ln n = O(ln λn) (n → ∞)# �� ��% ��+�# 2�& �%� !�"
���
)�� �� $���* �&�)�����# �
�&�����# � * � ���$*# $�� ������������� (κn) �
/

������# ���������# 2�&
∞∑

n=1
(λn − λn−1)

(
ln+ |an|

λn

)2

exp
{
− �Rλn

ln+ |an|

}
< +∞� ����*

ln n = O(ln λn) (n → ∞) * ���
�
��� '��+� ��
��)
��% � $�� ����*��� ����$ ��%
��+�# 2�& ��$���� # 2� ���������3
��% !�" ������ ���
 ���������3
���

0∫
−1

ln µ(σ, F )
|σ|2 exp{�R/|σ|}dσ < +∞. !�"

, � $�� ��� ����% ��� ���������� *��� ln n = O(ln λn) (n → ∞) ��% 
$����/
�
������� ���������3
�� !�" � !�"� 4� ���&�
�� �� ��%�
�� ��3� �����%� 5 ��$�/
)
��# 2� ���
�
�� *���� ��� �� �*��$�# ������ �� *���*# &� ��$* �� �
�&�����(�
6�3 � ������ # ���
�
�� ��$* �
��
�*�

������ �� +,� �-.-/ 0-1 2,� 3-45-6 78539�6 F ∈ S0(Λ) :��;;�25-<�55� =�> � =?>
18,� ��;5-:�,@5���/ 5�-1��25-/ 0-1 ln n = O(λn/ ln2 λn) (n → ∞)/ � 2-:���5@-
ln n ≤ λn/ lnq λn (n ≥ n0) A q > 3�

4% �
��
�� � �&�������%� � )�
 ���
�
� � ��
��)
�� � � ��
�� ��������� ����� ��������� ��� � �!�������"��# $�% � $&%� ��% � ���/

�
��% ��$�( *��� � $�� ����*��� �
�� ��$� �
� �

���� �� $&% � ����B α : [1, +∞) → [0, +∞) � γ : [0, +∞) → [0, +∞) C 5�;�2DE�5�
5������;5� A�-:��FG� 2- +∞ 78539�6 � α(x + O(1)) ∼ α(x) ��� x → +∞� H30-
lim

n→+∞(α(n)/γ(λn)) > 1/ �- �:58E ��2�-:,�2-;5�:�@ (λ∗
k) �-:,�2-;5-:�� (λn) ��3�/

0- k ≤ α−1(γ(λ∗
k)) + 1 2,� ;:�� k ≥ 1 � kj ≥ α−1(γ(λ∗

kj
)) 2,� 2��3-6 A�-:��FG-6

�-:,�2-;5-:�� (kj) 5��8��,@5�� G�:�,�

���� �� $'� �� �(% � H30- ln n = o(λn) ��� n → ∞/ �- �1:9�:� σa �1:-,F�5-6

A1�45-:�� ��28 =I> -1G�:,FE�@:� A� 7-��8,-F σa = lim
n→∞

1
λn

ln
1

|an| �
���� &� ���;;�25-<�55� =?> ��;5-:�,@5� :��;;�25-<�55F

0∫
−1

λν(σ,F )

exp{�R/|σ|}dσ < +∞. !7"

���������� 8������# ��$���$ -7# �� ��. ln µ(σ, F ) = ln µ(−1, F ) +
σ∫

−1

λν(x,F )dx# ��

l

0∫
−1

ln µ(σ, F )
|σ|2 exp{�R/|σ|}dσ =

0∫
−1

dσ

|σ|2 exp{�R/|σ|}

σ∫
−1

λν(x,F )dx + K1 =

=

0∫
−1

λν(x,F )dx

0∫
x

dσ

|σ|2 exp{�R/|σ|} + K1 =
1

�R

0∫
−1

λν(x,F )

exp{�R/|x|}dx + K1, K1 ≡ 9:;<= > 0,
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��&�� ���������3
��% !�" � !7" ������ �����

>
�
� ��)
�� ���
�� ��$
 ��
��)
��%�

����)���* �� 	�-;� ln n = O(λn/ ln2 λn) (n → ∞) E 5�-1��25-F 2,� �-.-/ 0-1
2,� 3-45-6 78539�6 F ∈ S0(Λ) :��;;�25-<�55� =�> � =?> 18,� ��;5-:�,@5����

���������� ?� �*�� ��# 2� *���� ln n = O(λn/ ln2 λn) (n → ∞) �
 � $��*����%�
>��� ���*� ������� �
�
�
���� �������� ��������� �� +∞ �� [0, +∞) @*�$'�% l ��$�#

2� l(x) = o(ln2 x) (x → +∞) � lim
n→∞

ln n

λnl(λn)/ ln2 λn

> 1� 0� �
��� � � α(x) = ln x

� γ(x) = xl(x)/ ln2 x# x ≥ 1# ���*� ���������������� (λ∗
k) ������������� (λn) ��$�# 2�

k ≤ exp
{
λ∗

kl(λ∗
k)/ ln2 λ∗

k

}
+1 ��% ���� k ≥ 1 � kj ≥ exp

{
λ∗

kj
l(λ∗

kj
)/ ln2 λ∗

kj

}
��% �
%$�(

���������( ������������� (kj) ���*����� � � �
��
A$2� λn �= λ∗

k# �� �� �
�� an = 0# � � �
��� �$����
��% ��� �* � ��� �����*
�%�� ������
 ����� �� λ∗

k �� λn� ?� �
�� �� �%�* ������
 !�"# �
 ������������� (λn)
��$�# 2� ln n ≤ λnl(λn)/ ln2 λn + 1 ��% ���� n ≥ 1 � ln nj ≥ λnj l(λnj )/ ln2 λnj ��%
�
%$�( ���������( ������������� (nj) ���*����� � � �
�� ?������������ (nj) ��)
��

���)�� ��$��# 2�
∞∑

j=j0

1
l(λnj+1)

< +∞ � nj+1 > 2nj ��% ���� j ≥ 1�

	
�� (qk) � ��������� �� +∞ ������������� ������ � � �
�# � mj = [nj+1/2]�
?� �
�� n0 = 0# an0 = 1# an = 0 ��% ���� nj < n < mj #

anj+1 =
j∏

k=0

exp{|qk|(λnk+1 − λnk
)}, j = 1, 2, 3, . . . , !�"

�
an = anj exp{|qj|(λn − λnj )}, mj ≤ n < nj+1, !B"

��&�� ��� �*��� �%� ������


F ∗(s) =
∞∑

j=0


anj exp{sλnj} +

nj+1−1∑
n=mj

an exp{sλn}

 . !�"

0 !�" � !B" �
+$� � �� ���# 2�

ln anj − ln anj+1

λnj+1 − λnj

=
ln anj − ln amj

λmj − λnj

=
ln an − ln an+1

λn+1 − λn
= qj , mj ≤ n < nj+1.

A$2� qj ≤ σ < qj+1# �� ν(σ, F ∗) = nj+1 � µ(σ, F ∗) = anj+1 exp{σλnj+1}� 0���� 
� �� ���# 2�

0∫
q1

λν(σ,F∗)

exp{�R/|σ|}dσ =
∞∑

j=1

qj+1∫
qj

λν(σ,F∗)

exp{�R/|σ|}dσ =
∞∑

j=1

λnj+1

qj+1∫
qj

dσ

exp{�R/|σ|} =

=
∞∑

j=1

λnj+1

qj+1∫
qj

σ2dσ

|σ|2 exp{�R/|σ|} =
∞∑

j=1

λnj+1

1
�R

qj+1∫
qj

σ2d

(
− 1

exp{�R/|σ|}
)

=
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=
1

�R

∞∑
j=1

λnj+1


 |qj |2

exp{�R/|qj|} − |qj+1|2
exp{�R/|qj+1|} − 2

qj+1∫
qj

|σ|dσ

|σ|2 exp{�R/|σ|}


 ≤

≤ 1
�R

∞∑
j=1

λnj+1 |qj |2
exp{�R/|qj|} .

!C"

0 ��3�+� &�$*# ��% ���� ��� �� �
� $ � j

M(qj , F
∗) ≥

nj+1∑
n=mj

an exp{qjλn} = (nj+1 − mj)µ(qj , F
∗) ≥

≥ K2nj+1, K2 ≡ 9:;<= > 0.

!D"

, &
�
�� qj = −�R

(
ln

λnj+1 l(λnj+1 )
ln2 λnj+1

)−1

� E�$���$ l � �������� ��������� @*�$/

'�%# �� ln l(x) = o(ln x) (x → +∞)# ���* |qj | ≤ K3/ ln λnj+1 (j ≥ j0)# K3 ≡ 9:;<= > 0�
0 !D" ��� �*���

ln M(qj , F
∗) ≥ ln nj+1 + ln K2 ≥ λnj+1 l(λnj+1)

ln2 λnj+1

+ ln K2 = exp
{

�R

|qj |
}

+ ln K2,

��&�� ���������3
��% !�" �
 � $��*����%# &� � ���+� � �� ���# 2� ln M(σ, F ) =
= o(exp{�R/|σ|}) (σ ↑ 0)�

,������� � !C" �����

0∫
q1

λν(σ,F∗)

exp{�R/|σ|}dσ ≤
∞∑

j=1

K2
3λnj+1

λnj+1 l(λnj+1 )
ln2 λnj+1

ln2 λnj+1

= K2
3

∞∑
j=1

1
l(λnj+1 )

< +∞,

��&�� ���������3
��% !7"# � �� �
��� � � ���������3
��% !�" ���� �����
0�� 3 ���� ���
�� # 2� �%� !�" ��� �*����* �&�' �* �&�������( �&�)������

E�$���$ |qk| ↓ 0 (k → ∞)# �� � !�" � �� ���# 2�

lim
j→∞

ln anj+1

λnj+1

= lim
j→∞

j∑
k=0

|qk|(λnk+1 − λnk
)

j∑
k=0

(λnk+1 − λnk
)

= 0,

� � !B" ��% mj ≤ n < nj+1 �����

ln an

λn
≤ ln anj

λn
+ |qj | ≤

ln anj

λnj

+ |qj | → 0, j → ∞.

E�)
# lim
n→∞

ln an

λn
= 0 �# ��$���$ ln n ≤ λnl(λn)/ ln2 λn + 1 = o(λn) (n → ∞)# �� ��

�
��� � σa = 0� >�
��)
��% � �������� ���
�
���
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&� +�� � �* ����� ��������� ��� � �!�������"��# $�% � $&%� F*�
�� � $�/
� ����*��� �
��� $* � �
�*����� �� ������ -�.� ?����� �� �
�
� Ω(0) $��� ������ �
�
�&�
)
� � �� (−∞, 0) @*�$'� Φ ��$ �# 2� ������� Φ′ �
�
�
����# ������� � ����/

��� �� +∞ �� (−∞, 0)� 	
�� ϕ � @*�$'�%# �&
��
�� �� Φ′# � Ψ(σ) = σ − Φ(σ)
Φ′(σ)

�

@*�$'�%# ���'������ � Φ �� 	�������� >��� -�. @*�$'�% Ψ �
�
�
���� � ������� ��
G �� (−∞, 0)# � @*�$'�% ϕ �
�
�
���� � ������� �� G �� (0, +∞)� 	��
3��# �
��
n(t) =

∑
λn≤t 1 � ��� ���� @*�$'�% ������������� Λ�

���� '� ����B Φ ∈ Ω(0)/ ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) 2,� ;:�� σ ∈ [σ0, 0) � ln n(t) = o(t) ���
t → +∞� J���8:���-/ 0- 2-2��5� 5� (−∞, 0) 78539�� β ��3�/ 0- β(σ) < |σ| 2,�
;:�� σ ∈ [σ0, 0)/ � �-A5�G��- γ(σ) = Φ′(Ψ−1(σ+β(σ)))� �-2� 2,� ;:�� 2-:��@ 1,�A@3��
2- � A5�G�5@ σ < 0

∑
λn>γ(σ)

|an| exp{σλn} ≤ β(σ)

∞∫
γ(σ)

n(t) exp{tβ(σ)}dt.

���
�
��% '��( �
� ��$
 ���
# %$ � �
� 7 � -�.� , $�� ����*�� �
�* 7# �
��)$�
!� �� ���
�
��% �
��
� � � -�." ���
�� ��$* �
�*�

���� ,� ����B α C 5������;5�/ 2-2��5� � A�-:��FG� 2- +∞ 5� [0, +∞) 78539��
��3�/ 0- α(t) = o(t), t → +∞� J���8:���-/ 0- ln n(t) ≤ t/α(t) ��� t ≥ t0/ �
78539�� Φ ∈ Ω(0) ��3�/ 0-

2Φ′(σ)
α(Φ′(σ))

< Φ(σ) + |σ|Φ′(σ), σ0 ≤ σ < 0. !�G"

H30- ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) 2,� ;:�� σ ∈ [σ0, 0)/ β(σ) =
2

α(Φ′(Ψ−1(σ)))
�

γ(σ) = Φ′(Ψ−1(σ + β(σ)))/ �-

∑
λn>γ(σ)

|an| exp{σλn} → 0, σ ↑ 0. !��"

>
�
� ��)
�� ���
�� ��$
 ��
��)
��%�

����)���* �� 	�-;� ln n ≤ λn/ lnq λn (n ≥ n0) A q > 3 E 2-:���5@-F 2,� �-.-/
0-1 2,� 3-45-6 78539�6 F ∈ S0(Λ) :��;;�25-<�55� =�> � =?> 18,� ��;5-:�,@5����

���������� 8�����$* ��*��) ��# 2� � �+�%�* �� �
�������� µ(σ, F ) ≤ M(σ, F ) � !�"
� �� ��� !�"� A$2� ) � $��*����% !�"# �� ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) = exp{�R/|σ|} ��% ����
σ ∈ [σ0, 0)� 0�*��) �� 2
# 2� � *��� ln n ≤ λn/ lnq λn (n ≥ n0) � �� ��� �
��������
ln n(t) ≤ t/α(t) �� t ≥ t0 � α(t) = lnq t, q > 3�

E�$���$ Φ′(σ) =
�R exp{�R/|σ|}

|σ|2 # �� �
��)$� �
�
��� � # 2�
2Φ′(σ)

lnq Φ′(σ)
< Φ(σ)+

+|σ|Φ′(σ), σ0 ≤ σ < 0# ��&�� *���� !�G" � $��*����% � �� �
��� � ���� ���
 �������/

��3
��% !��"# �
 γ(σ) = Φ′(Ψ−1(σ + β(σ))) � β(σ) =
2

lnq Φ′(Ψ−1(σ))
�
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E�$���$ Ψ(σ) = σ − Φ(σ)
Φ′(σ)

= σ − σ2

�R
# �� Ψ−1(σ) = σ +

σ2

�R
+ O(σ3) (σ ↑ 0) �

1/Ψ−1(σ) = −1/|σ|−1/�R+O(σ) (σ ↑ 0)� >��* Φ′(Ψ−1(σ))=
e�R(1 + o(1)) exp{�R/|σ|}

|σ|2
�� σ ↑ 0# ����$ � �� ���# 2�

β(σ) =
2(1 + o(1))|σ|q

�q
R

��
1

σ + β(σ)
=

1
σ
− 2(1 + o(1))|σ|q−2

�q
R

�� σ ↑ 0.

0���� � �� ���# 2�

γ(σ) = Φ′(Ψ−1(σ + β(σ))) =
e�R(1 + o(1)) exp{�R/|σ|}

|σ|2 , σ ↑ 0.

E�$���$ 

M(σ, F ) ≤
( ∑

λn≤γ(σ)

+
∑

λn>γ(σ)

)
|an| exp{σλn} ≤

≤ µ(σ, F )(n(γ(σ)) + 1) +
∑

λn>γ(σ)

|an| exp{σλn},

�� � �+�%�* �� !��" ��� ��� 3�����% ���
�� # 2�
0∫

−1

ln n(γ(σ))
|σ|2 exp{�R/|σ|}dσ < +∞� H�


ln n(γ(σ)) ≤ γ(σ)/ lnq γ(σ) = e�1−q
R (1 + o(1))|σ|q−2 exp{�R/|σ|}, σ ↑ 0,

�# ��$���$ q > 3# ��

0∫
−1

ln n(γ(σ))
|σ|2 exp{�R/|σ|}dσ ≤ K4

0∫
−1

|σ|q−4dσ < +∞.

>�
��)
��% � ���
�
���

K�8;�4�55� I� � ���
�
��� ��
��)
��% � � $�� ����� �
�������� ln µ(σ, F ) ≤
≤ exp{�R/|σ|} (σ ∈ [σ0, 0))� 	�������� ) �� !�" � �� ���# 2�

ln µ(σ, F ) = o(exp{�R/|σ|}) (σ ↑ 0).

>��* ��)
 &*� ����������&� � ��$
 ��
��)
��%�

-�!� �.� �� 	�-;� ln n = O(λn/ ln2 λn) (n → ∞) E 5�-1��25-F � 2-:���5@-F 2,�
�-.-/ 0-1 2,� 3-45-6 78539�6 F ∈ S0(Λ) :��;;�25-<�55� =�> � =?> 18,� ��;5-:�,@

5����

8� '	���� (�)� #���
 ����
 <������ ������
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aIP S Y�P�HNWJK XJP�JX F (s) =
∞∑

n=0

an exp{sλn} M�KN KNJ SLXH�XXS IQ SLXIWUKJ
HIGbJPOJGHJ σa = 0 WJK M(σ) = sup{|F (σ + it)| : t ∈ R} SGV µ(σ) =

= max{|an| exp (σλn) : n ≥ 0} (σ < 0)� DIGV�K�IGX IG λn QIP KNJ JcU�bSWJGHJ IQ

PJWSK�IGX
0∫

−1

ln M(σ,F )

|σ|2 exp{�R/|σ|}dσ < +∞ SGV
0∫

−1

ln µ(σ,F )

|σ|2 exp{�R/|σ|}dσ < +∞ (� > 0) SPJ

JXKSLW�XNJV�

=4/ N@5GD& Y�P�HNWJK XJP�JX� RST�RUR RIVUWUX� RST�RSW KJPR� HIGbJPOJGHJ
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