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��	
����������� ����������
������������ ��������� ��� ! ������� ���"��
#�$ "#� ��%�� � ��
�&�������� ���	���� ��	#��������������' ��#�������#��(� )�*���
����$ +� ��#� ��������� �� ,'�� �&	���#��� �������#�����#�����
��� ����
� &�
�
�&-.#��� ��	
�����" &������' ��������#�� �����$ �����#
��$ /�0�/�0!� 1�2� *����
#��
���" �����.% �� ���������� � ����"' /30�/�0$ ���������"� "#�' . �" 	����"�
4# � � /30�/�0$ ��#���	������������ ��#� ��*������"5 D(T )$ R(T )$ ker T 6 ������

����� �&
�	�� ��*������"$ �&
�	�� *������ � �������� ��
�� �
���(����! ���������
T 7 B(X, Y ) 6 	�#����	�� 
���(��' ����������' ���������� A : X → Y ��#�'$ +�
D(A) = X 7 B(X) = B(X, X)7 C(X) 6 #
�	 *��#����' +�
��� ��*������' 
���(��'
���������� � ���	���� X 7 A|E 6 *�����" ����&�����" A �� ������ E7 1X 6
������ �����������" ���	���� X 7 (.|.)X 6 	#�
"���( ��&���# � ���	���� X 7 A∗ 6
��������$ 	��"���( * ���������� A7 +̇$ ⊕ 6 	����
� ��"��, �� ��������
���, 	���$
*�#����$ "#+� Ai : X → Yi$ i = 1, ..., n$ 6 
���(�� ���������$ �� *���	 A = A1⊕ ...⊕An

�*����.$ +� ∀ x ∈ X Ax = (A1x, ..., Anx)�
�� ��	
�
�� ������� �� ������������ ������ 1�'�( −∞ < a < b <

< +∞$ H0 6 	�����&�
���( ��
�&����� ���	��� � �
" &����"#��� x ∈ [a, b] p(x) =
=p(x)∗∈B(H0) 6 ������� ��*������( ��������$ ������� ������������#��" x �→p(x)
	�
��� ���������� �� [a, b]� 8�*�
"���� ����������
���( ����*

l[y] = −y′′(x) + p(x)y (x ∈ [a, b]) ��!

�© ���� ��� �		
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� ��*������ ����* L �� L0 ���������� ��#	���
���( � ������
���( ���������$ �����

���� � ��
�&�������� ���	���� H
def= L2(H0; (a, b)) *� 	#�
"���� ��&��#��

∀ y, z ∈ H (y|z) =

b∫
a

(y(x)|z(x))H0dx

��� ����*��� 9����� /:0$ +� L, L0 ∈ C(H)$ L∗
0 = L$ � ���(#� (H, Γ1, Γ2)$ ��

H = H0 ⊕ H07 ∀ y ∈ D(L) Γ1y = (y′(a),−y′(b))$ Γ2y = (y(a), y(b))$ . ���	�����
��������' *������ �;�)! ��������� L0� <� �*����. /=0$ +�

R(Γ1 ⊕ Γ2) = H⊕H,

∀ y, z ∈ D(L) (Ly|z)− (y|Lz) = (Γ1y|Γ2z)H − (Γ2y|Γ1z)H.
�>!

9����� ��#�$ +� (He, (.|.)e)$ ��

He = {y ∈ H : y �&	�
%��� ���������� �� [a, b], y′ ∈ H, y(a) = y(b) = 0},

∀ u, v ∈ He (u|v)e =

b∫
a

[(u′(x)|v′(x))H0 + (p(x)u(x)|v(x))H0 ]dx,

. ������������ ���	����� ��������� L0$ � LF
def= L|kerΓ2 6 (��� ��	�#��$ ��&��

������'	��	�#�� ��*2�����"� �����
� 6 ���� /�0�/�?0!�

�
" &����"#��� ��������� Λ : H1 def= He+̇kerL → G$ �� G 6 ��������( ��
��
&����� ���	���$ ��#���$ +� Λ|He ∈ B(He, G)$ �������� Λ• ∈ B(G, He) ��*����.��$
���'���%�� �����

∀ u ∈ He ∀ g ∈ G (Λu|g)G = (u|Λ•g)e.

1�'�( a < c1 < c2 < b� 9�*������ ��������� Lmin$ Lmax *� ��������% 	�������
��2���

D(Lmin) = {y ∈ D(L0) : y(c1) = y(c2) = 0}, Lmin ⊂ L0;

D(Lmax) = {y ∈ H : y �&	�
%��� ���������� �� [a, b],

y′ �&	�
%��� ���������� �� [a, c1) ∪ (c1, c2) ∪ (c2, b], lcl[y] ∈ H}
∀ y ∈ D(Lmax) Lmax = lcl[y].

;�� lcl[y] ��.�� �� ���*� ����* ��!$ � "#��� �	� ��'���� ���&� ��*����� � #
�	���
���� 	��	��
 ��2��� �	�����( �&-.#� ��2��� ��	
�����"� ;����	����$ +� Φ1,

Φ2 ∈ B(H, H0)$ βij ∈ B(H0) (i, j = 1, 2)$ B
def= (βij)2i,j=1 � ������� � ��*�
"� ������

��� TB$ �&
�	�� ��*������" "#��� D(TB) 	#
���.��	" * �	�' ��' y ∈ D(Lmax)$ "#�
*�����
��"%�� �����

y′(c1 + 0) − y′(c1 − 0) = y(a), y′(c2 + 0) − y′(c2 − 0) = y(b), ��!
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y′(a) − (β11y(a) + β12y(b)) = Φ1y + y(c1),

−y′(b) − (β21y(a) + β22y(b)) = Φ2y + y(c2),
�3!

� *�#�� ��, ��#�(5

∀ y ∈ D(TB) TBy = lcl[y] + Φ∗
1y(a) + Φ∗

2y(b). ��!

@��� ��., 	����� 6 *��(�� #������, ��#	���
���, �����-.���	��$ ��#	���
���,
�#�������	�� �� #���#���, �&������	�� ��������� TB� 1�����.��$ +� 
���(��( ������
��� T : H → H ��*���.��	" �#��������$ "#+� �
" &����"#��� y ∈ D(T ) Re(Ty|y) ≥ 0
� ��#	���
��� �#��������$ "#+�$ #��� ����$ ��� �� ��. �#�������' ��*2������
;��2 �� ��*�������� ��*�-"*�����" 	�����
������, *�����$ ������2��� 	����

�����2���" ��!���! � ��+� ��2�( ������ �
" ����� ������� ��#� ��*������"5

∀ u ∈ H1 Ψu = (u(c1), u(c2)), Φ = Φ1 ⊕ Φ2, χ = Φ + Ψ.

1�'�( �
" &����"#��� y ∈ D(Lmax)

Γ[Ψ]
1 y = (y′(a),−y′(b)), Γ[Ψ]

2 y = (y(a), y(b)),

Γ[Ψ]
3 y =

(
y′(c)

∣∣∣∣ c1 + 0
c1 − 0 , y′(c)

∣∣∣∣ c2 + 0
c2 − 0

)
,

Γ[Ψ]
4 y = (y(c1), y(c2)), (��&�� Γ[Ψ]

4 = Ψ|D(Lmax)).

)��*���
�$ +�

D(TB) = {y ∈ D(Lmax) : Γ[Ψ]
2 y = Γ[Ψ]

3 y, Γ[Ψ]
1 y − BΓ[Ψ]

2 y − Γ[Ψ]
4 y = Φy}, �:!

∀ y ∈ D(TB) TBy = Lmaxy + Φ∗Γ[Ψ]
2 y. �=!

9��'���%�� �����	�� Φ• = L−1
F Φ∗ � ������� � ����� /�0$ 
��#� ����#�����	"$ +�

�:!��=! ���� ������	��� � ��#��� ���
"��5

D(TB) = {y ∈ D(L) + R(χ•) : y + χ•Γ[Ψ]
2 y ∈ D(L), Γ[Ψ]

1 y − BΓ[Ψ]
2 y = χy},

∀ y ∈ D(TB) TBy = L(y + χ•Γ[Ψ]
2 y).

�� �	
����� T0 �� ���� ���� 9�*������ �������� T0 ��#5

D(T0) = {y ∈ D(TB) : Γ[Ψ]
2 y = 0}, T0 ⊂ TB.

)��*���
�$ +�

D(T0) = {y ∈ D(LF ) : Γ[Ψ]
1 y = χy}, T0 ⊂ LF , ��!

���� T0 6 ������� ��*������( ��������� )�*������$ +� TB, T0 ∈ C(H)� <� ���
���.
* ������� � ����� /�0 �� ������� > ����� /��0�
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�� ��

D(T ∗
0 ) = {z ∈ D(Lmax) : Γ[Ψ]

3 y = Γ[Ψ]
2 y}, �A!

∀ z ∈ D(T ∗
0 ) T ∗

0 z = Lmaxz + Φ∗Γ[Ψ]
2 z. ��?!

���������� 9��'���%�� ��! �� ������� � � > * /�0$ &�����$ +�

∀ y ∈ D(T0) ∀ z ∈ D(Lmax)

(T0y|z) = (Lmaxy|z) = (y|Lmax) + (y|Φ∗Γ[Ψ]
2 z) + (Γ[Ψ]

4 y|Γ[Ψ]
2 z − Γ[Ψ]

3 z)H.

)���	� � * ������� : *������, ����� ���
���. �����
���	�� 	��������2��� �A!���?!�
B��� ���������

������ �� T0 ⊂ TB ⊂ T ∗
0 . �/01�2�

D(TB) = {y ∈ D(T ∗
0 ) : Γ[Ψ]

1 y − χy = BΓ[Ψ]
2 y}. ���!

�
�� �� (H, Γ[Ψ]
1 − χ, Γ[Ψ]

2 ) 3 456 /�����/�� T0�

���������� )�*������$ +� R((Γ[Ψ]
1 − χ) ⊕ Γ[Ψ]

2 ) = H ⊕ H� <� ���
���. * ������� �
����� /�0 �� ������� � ����� /��0� 9��'���%�� �A!���?! �� ������� � � > * /�0$ &�����$
+� �������"�� * ��!!

∀ y, z ∈ D(T ∗
0 ) (T ∗

0 y|z)− (y|T ∗
0 z) = (Lmaxy + Φ∗Γ[Ψ]

2 y|z) − (y|Lmaxz + Φ∗Γ[Ψ]
2 z) =

= (Γ[Ψ]
1 y − χy|Γ[Ψ]

2 z)H − (Γ[Ψ]
2 y|Γ[Ψ]

1 z − χz)H.

������ �� T ∗
B = TB∗. 7/8���� TB = T ∗

B �/9� � ��:;8� �/9�. 8/:� B = B∗�

!� ��� ���� ��� "� #
��� �	
������ T0�

6�<=�>�11� "� 1�'�( {ω1(x, λ), ω2(x, λ)} 6 ����������
��� 	�	���� ��*�-"*#�� ����
�"��" −Y ′′ + p(x)Y = λY ��#�$ +�

ω1(a, λ) = ω2(b, λ) = 1H0 , ω1(b, λ) = ω2(a, λ) = 0 (λ ≤ 0),

Zλh = Zλ(h1, h2) = ω1(., λ)h1 + ω2(., λ)h2 (h ∈ H),

Ω(λ) = Γ1Zλ =


 ω′

1(a, λ) ω′
2(a, λ)

−ω1(b, λ) −ω′
2(b, λ)


 .

9����� /�>0$ +� Ω(λ) . ���#��.% 9�(
" �� 	��	� �*������"$ *�������������� � ��(
	�����! ��������� L0$ "#� ���������. ;�) (H, Γ1, Γ2)$ � (H, Γ1 − Ω(0)Γ2, Γ2) 6 (���
��*������� ;�) �� 	��	� �*������"$ *�������������� � /��0!$ +� ���������. (���
��	�#��� ��*2�����% ���
� 6 	#�������5 >/�?�8�� 456!� C��� /�30$ /��0

s − lim
λ→−∞

(Ω(λ) − Ω(0))−1 = 0. ��>!
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6�<=�>�11� �� 1�����.��$ +� ;�) (H, Γ1, Γ2) ������� ��*�������� ��������� L0

��*���.��	" ��*�������$ "#+� kerΓ1 = D(L0)+̇ kerL∗
0$ � L| kerΓ2 6 ������� ��*���

����( ���������

� ����"' /��0$ /�=0 �������� #������, ��#	���
���, �����-.���	��$ ��#	���
���,
�#�������	�� �� #���#���, �&������	�� ��������� LB ��#���$ +� L0 ⊂ LB ⊂ L∗

0$ �
�������' ��*������' ;�)�

�
�� !� 4��@���/ Lλ = (LF − λ1H)−1 (λ ≤ 0)� �/9�

(χLλ)∗ = (λLλ + 1H)χ•, ���!

(χZλ)∗ = Γ[Ψ]
1 (χLλ)∗. ��3!

���������� 9��'���%�� ������	�� LF Lλ = 1H + λLλ$ &�����$ +�

∀ y ∈ H, ∀ h ∈ H (χLλy|h)H = (Lλy|χ•h)e = (LF Lλy|χ•h) = (y|(λLλ + 1H)χ•h).

9��'���%�� ���!$ ����#���.��	�$ +� Γ[Ψ]
1 (χLλ)∗ = λZ∗

λχ• +Γ[Ψ]
1 Ψ• + Γ[Ψ]

1 L−1
F Φ∗� D
�

Γ[Ψ]
1 Ψ• = (ΨZ0)∗ ��� ���
���. *� 	#�*����� � /�0!$ ����

Γ[Ψ]
1 (χLλ)∗ = λZ∗

λχ• + (χZ0)∗. ���!

9�#���	����%�� ������	�� Zλ − Z0 = λL−1
F Zλ ����� /��0!$ ������.��

∀ h, g ∈ H ((χZλ)∗h|g)H = (h|χZ0g)H + (h|χ(Zλ − Z0)g)H = (h|χZ0g)H+

+(λχ•h|L−1
F Zλg)e = ((χZ0)∗h|g)H + (λZ∗

λχ•h|g)H,

��&�� (χZλ)∗ = (χZ0)∗ + λZ∗
λχ•� )���	� � * ���! ���
���. ��3!�

$�
��%
��� �� A�����/�
B<18C��

Ω̂(λ) = Ω(λ) − 2Re(χZλ) + χ(χLλ)∗

D B<18C�DE ��@:� /�����/�� T0. F/ =�9�/=�9�D 456 (H, Γ[Ψ]
1 − χ, Γ[Ψ]

2 ) C;/G/ /����

�/���

���������� ;�*������ ����* Ẑλh (h ∈ H) ��*�-"*�# *�����

T ∗
0 y = λy, Γ[Ψ]

2 y = h.

9��'���%�� �����	�� Γ[Ψ]
2 χ• = Γ[Ψ]

2 Lλ = 0$ Γ[Ψ]
2 Zλh = h$ &�����$ +� y =

= Zλh − (1H + λLλ)χ•h$ ���� ����� ���!! Ẑλ = Zλ − (1H + λLλ)χ• = Zλ − (χLλ)∗�
9����� /�:0$ +� 2�#��� ���#��" 9�(
" ���*������ ,, �����	��� W (λ)! ��. ����


"� W (λ) = (Γ[Ψ]
1 − χ)Ẑλ� )���	�$ ���'���%�� 
��� �$ ������.��

W (λ) = (Γ[Ψ]
1 − χ)(Zλ − (χLλ)∗) = Ω(λ) − χZλ − Γ[Ψ]

1 (χLλ)∗ + χ(χLλ)∗ =

= Ω(λ) − χZλ − (χZλ)∗ + χ(χLλ)∗ = Ω̂(λ).



%;% ����� ����

������ !�

Ω̂ = Ω − 2Re(χZ0) + χχ•, Ω̂(0) = Ω(0) − 2Re(χZ0) + χχ•. ��:!

&� ������'� �
���(���� ) ��	
��
����� � ������������ ���#�� � � /�>0 ���
��

��.$ +� (H, (Γ[Ψ]
1 −χ)−Ω̂(0)Γ[Ψ]

2 , Γ[Ψ]
2 ) . ��*������� ;�) ��������� T0$ *�#���� �-"#�

� 	��	� /A0 ��*2�����" TK ����� ��������� ��. ��#�( ���
"�5

D(TK) = {y ∈ D(T ∗
0 ) : (Γ[Ψ]

1 − χ)y − Ω̂(0)Γ[Ψ]
2 y = 0}, TK ⊂ T ∗

0 .

@� '����� ��#�*���$ +� *�*������( ;�) . ��	�#��$ ��&��$ +� LF . ��	�#��
��*2�����"� �� ��
�#� �
" L0$ � ( �
" T0� <� 	������.��	" ���� � ��
�#� ����$
#�
� �/�30$ /��0!

s − lim
λ→−∞

(Ω̂(λ) − Ω̂(0))−1 = 0. ��=!

) ������' �
�	����	��( ��*2����� *� E�����'	�� ���
���.$ +� ��	������ �����
#�����	" � �����
���	�� ��=! � 	������,$ #�
� p(x) = 0� )�*������$ +� � ��( 	������,

ω1(x, ρ) =
sh(ρ(b − x))
sh(ρ(b − a))

1H0 , ω2(x, ρ) =
sh(ρ(x − a))
sh(ρ(b − a))

1H0 ���!

���� ρ =
√−λ!�

$
��
�� �� (H, (Γ[Ψ]
1 − χ) − Ω̂(0)Γ[Ψ]

2 , Γ[Ψ]
2 ) 3 >/�?�8�@ 456 /�����/�� T0�

���������� 9������ ��*������" M(λ) = Ω(λ) − Ω(0)$ M̂(λ) = Ω̂(λ) − Ω̂(0)� @�.��
M̂(λ) = M(λ)+M̃(λ)$ �� M̃(λ) = −2Re(χZλ−χZ0)+χ(χLλ)∗−χχ•, � ���$ M̂(λ)−1 =
= (1H − M̂(λ)−1M̃(λ))M(λ)−1� F	������" ��� λ < 0 ���������� M̂(λ)−1$ M(λ)−1$ �
��#� ,'��' 	�
���' ������� ��� λ → −∞ ���
���.$ �����#
��$ * ��*�
������ �����
/�:0� ���� ����$ s − lim

λ→−∞
M(λ)−1 = 0 ����� ��>!!� C��� ��=! &��� �������� ��#�5 ��

��#����$ +� �	��. s− lim
λ→−∞

M̃(λ)−1� G��� ����� � ���	�"���� ��	���� ��������"$

"#� *�
�2�
�	"�
�! s − lim

λ→−∞
Re(χZλ) = 0. ��A!

4# *�*����
�	" ��+�$ ��	������ �&�����	" 	������.%$ #�
� p(x) = 0$ � ���$
������������#��, ω1(., ρ)$ ω2(., ρ) ��%�� ���
"� ���!� � ��( 	������,

||ωi(., ρ)||2 =
sh(2ρ(b − a)) − 2ρ(b − a)

2ρ(ch(2ρ(b − a)) − 1)
−→

ρ→+∞ 0 (i = 1, 2),

���� lim
λ→−∞

Zλ = 0$ � ���$ lim
λ→−∞

Re(ΦZλ) = 0 ��� ��
�#� 	�
���$ � ( ����������!�

�
" &����"#��� c ∈ (a, b)

||ω1(c, ρ)||2 =
sh(ρ(b − c))
sh(ρ(b − a))

−→
ρ→+∞ 0, ||ω2(c, ρ)||2 =

sh(ρ(c − a))
sh(ρ(b − a))

−→
ρ→+∞ 0,

���� lim
λ→−∞

Re(ΨZλ) = 0� G��������2���" ��A! ���������

&! F	��. lim
λ→−∞

χ(χLλ)∗� G������$ ���(���� χ(λ) def= χ(χLλ)∗ (λ ≤ 0)� )��*���
�$ +�
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χ′(λ) = χ((χLλ)′)∗ = χ(χL2
λ)∗ = χ(χLλLλ)∗ = (χLλ)(χLλ)∗ ≥ 0, ���� ���������

���#��" χ(λ) ��������� ��	������
) �����-.���	�� ��������� LF ���
���.$ +� ∀ λ < 0 0 ≤ λLλ + 1H ≤ 1H �

)���	� � * ���! &�����$ +� �
" �	�' h ∈ H 	������.��	" (χ(χLλ)∗h|h)H =
= ((1H + λLλ)L1/2

F χ•h|L1/2
F χ•h) ≥ 0.  ��$ ������������#��" χ(λ) �&�����

*��*�� )�	��	���%�� ������� ��� �	������" 	�
���, ������� ���������, �&�����,
������������#��,$ ����#���.��	" � �����
���	�� ��������" H$ � * ��� 6 � 	���,
��������

$
��
�� �� A�����/� TB ��8?���:;1/ 1�=�9ID�1�@ J��8?���:;1/ �8�����=1�@K
8/��8�1/ /H/�/�1�@L �/9� � ��:;8� �/9�. 8/:� /�����/�

B̂
def= B − Ω(0) + 2Re(χZ0) − χχ•

D 1�=�9ID�1�� J�8����=1��K 8/��8�1/ /H/�/�1��L = B(H)�

����������  	#�
�#� ����� ���! ���� ������	��� � ���
"��

D(TB) = {y ∈ D(T ∗
0 ) : (Γ[Ψ]

1 − χ)y − Ω̂(0)Γ[Ψ]
2 y = B̂Γ[Ψ]

2 y},

�� �����
���	�� ��., ������� ���
���. &�*��	������� * ������� � �� ��*�
������
����� /��0 � /�=0�

������ &� TB 3 ?��/?���>�1�@ 9/9��1/ =�71�0�1�@ /�����/� �/9� � ��:;8�
�/9�. 8/:� B̂ 3 9/9��1/ =�71�0�1�@ /�����/��
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