
ÂIÑÍÈÊ ËÜÂIÂ. ÓÍ-ÒÓ VISNYK LVIV UNIV.Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2009. Ser. Meh. Math. 2009.Âèï. 70. Ñ. 91�102 Is. 70. P. 91�102ÓÄÊ 517.95OÁÅ�ÍÅÍÀ ÇÀÄÀ×À ÄËß ÄÂÎÂÈÌI�ÍÎ�Î �IÂÍßÍÍßÒÅÏËÎÏ�ÎÂIÄÍÎÑÒI ÇI ÑËÀÁÊÈÌ ÂÈ�ÎÄÆÅÍÍßÌÌèêîëà IÂÀÍ×ÎÂ1, Âiòàëié ÂËÀÑÎÂ2Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,79000, Ëüâiâ, âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1e-mail: 1ivanhov�franko.lviv.ua, 2siphiuel�gmail.omÇíàéäåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó îáåðíåíî¨ çàäà÷i âè-çíà÷åííÿ íåâiäîìîãî êîå�iöi¹íòà ïðè ñòàðøié ïîõiäíié äëÿ äâîâèìiðíîãîðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ut = tβa(t)∆u + f(x, t) çi ñëàáêèì âèðîäæåí-íÿì. Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó äîâîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Øàóäåðà ïðîíåðóõîìó òî÷êó. �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó äîâîäÿòü øëÿõîì çâåäåííÿ çàäà÷i äîiíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà (β < 1).Êëþ÷îâi ñëîâà: äâîâèìiðíå ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, ñëàáêå âèðî-äæåííÿ, �óíêöiÿ �ðiíà, òåîðåìà Øàóäåðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó.1. Âñòóï. �îçãëÿíóòî îáåðíåíó çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ ñòàðøîãî êîå�iöi¹íòà ó äâî-âèìiðíîìó ðiâíÿííi òåïëîïðîâiäíîñòi çi ñëàáêèì âèðîäæåííÿì. Îáåðíåíi çàäà÷i ç âè-ðîäæåííÿì äîñëiäæóâàâ, çîêðåìà, Ì.Ì. �àäæi¹â ó [1℄, äå âèâ÷èâ çàäà÷ó âèçíà÷åííÿâiëüíîãî ÷ëåíà â åëiïòè÷íîìó ðiâíÿííi çi ñëàáêèì âèðîäæåííÿì. Ò. Åëäåñáà¹â ó [2℄ðîçãëÿäàâ îáåðíåíó çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ
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+ c(x)u, 0 < α < 2,ç íåâiäîìèì êîå�iöi¹íòîì c(x). Í. Ñàëäiíà âèâ÷àëà îáåðíåíi çàäà÷i çi ñëàáêèì iñèëüíèì âèðîäæåííÿì [3-5℄, çîêðåìà, çàäà÷i äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó
ut = a(t)ψ0(t)uxx + b(x, t)ψ1(t)ux + c(x, t)ψ2(t)u + f(x, t)iç íåâiäîìèì êîå�iöi¹íòîì a(t) i çàãàëüíèì ñòåïåíåâèì âèðîäæåííÿì, äå ψi(t) � äåÿêiäîäàòíi ìîíîòîííî çðîñòàþ÷i �óíêöi¨ [5℄. Ó ïðàöi [6℄ äîñëiäæó¹òüñÿ îáåðíåíà çàäà÷àâèçíà÷åííÿ ñòàðøîãî êîå�iöi¹íòà ó áàãàòîâèìiðíîìó ðiâíÿííi çi ñëàáêèì ñòåïåíåâèìâèðîäæåííÿì, iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó äîâîäÿòü çà äîïîìîãîþ òåîði¨ ïiâãðóï.© Iâàí÷îâ Ì., Âëàñîâ Â., 2009



92 Ìèêîëà IÂÀÍ×ÎÂ, Âiòàëié ÂËÀÑÎÂÏðè ðîçãëÿäi öi¹¨ çàäà÷i âèêîðèñòàíî ìåòîäè, çàñòîñîâàíi Í. Ñàëäiíîþ y [3℄äëÿ îäíîâèìiðíèõ ðiâíÿíü iç âèðîäæåííÿì. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêóîáåðíåíî¨ çàäà÷i ç êðàéîâèìè óìîâàìè ïåðøîãî ðîäó. Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó äîâîäÿòüøëÿõîì çâåäåííÿ çàäàíî¨ çàäà÷i äî îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ ç íàñòóïíèì çàñòîñóâàí-íÿì òåîðåìè Øàóäåðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó. �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó äîâîäÿòü çà äîïîìî-ãîþ âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó.2. Îñíîâíà ÷àñòèíà. Â îáëàñòi QT ≡
{

(x, y, t): 0 < x < h, 0 < y < l, 0 < t < T
}ðîçãëÿíåìî îáåðíåíó çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ïàðè �óíêöié (a, u) iç êëàñó C[0, T ]×

×(C(QT ) ∩ C2,1(QT ) ∩ C1,0,0([0, h) × (0, l) × [0, T ])), äå a(t) > 0, t ∈ [0, T ], äëÿ ÿêèõâèêîíóâàòèìóòüñÿ ðiâíîñòi:
ut = tβa(t)∆u + f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT , (1)
u(x, y, 0) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ [0, h] × [0, l], (2)
u(0, y, t) = µ1(y, t), u(h, y, t) = µ2(y, t), y ∈ [0, l], t ∈ [0, T ], (3)
u(x, 0, t) = ν1(x, t), u(x, l, t) = ν2(x, t), x ∈ [0, h], t ∈ [0, T ], (4)
a(t)ux(0, y0, t) = κ(t), t ∈ [0, T ], (5)äå 0 < β < 1, 0 < y0 < l.Òåîðåìà 1. (Iñíóâàííÿ). Íåõàé âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:(A1) ϕ ∈ C2(D), äå D =

{

(x, y) : 0 < x < h, 0 < y < l
}

; µi ∈ C2,1([0, l] × (0, T ])∩
∩ C1,1([0, l] × [0, T ]), iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ lim

t→+0
tβµiyy

, i = 1, 2;

νi ∈ C1,0([0, h] × [0, T ]), i = 1, 2; κ ∈ C[0, T ]; f ∈ C1,0,0(QT );(A2) ϕx(x, y) > 0, (x, y) ∈ D; µ1t
(y, t) − f(0, y, t) 6 0, µ2t

(y, t) − f(h, y, t) > 0,

(y, t) ∈ [0, l] × [0, T ], µ1yy
(y, t) > 0, µ2yy

(y, t) 6 0, (y, t) ∈ [0, l]× (0, T ], i = 1, 2;

ν1x
(x, t) > 0, ν2x

(x, t) > 0, (x, t) ∈ [0, h] × [0, T ]; fx(x, y, t) > 0, (x, y, t) ∈ QT ;

κ(t) > 0, t ∈ [0, T ];(A3) µ1(y, 0) = ϕ(0, y), µ2(y, 0) = ϕ(h, y), ν1(x, 0) = ϕ(x, 0), ν2(x, 0) = ϕ(x, l),

µ1(0, t) = ν1(0, t), µ1(l, t) = ν2(0, t), µ2(0, t) = ν1(h, t), µ2(l, t) = ν2(h, t).Òîäi çàäà÷à (1)-(5) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê.Äîâåäåííÿ. Òèì÷àñîâî ïðèïóñêàòèìåìî, ùî �óíêöiÿ a(t) � âiäîìà. �îçâ'ÿçîê ïðÿìî¨çàäà÷i (1)-(4) íàáóâà¹ âèãëÿäó [7℄:
u(x, y, t) =

l
∫

0

h
∫

0

G11(x, y, t, ξ, η, 0)ϕ(ξ, η)dξdη +

t
∫

0

l
∫

0

G11ξ(x, y, t, 0, η, τ)×

×τβa(τ)µ1(η, τ)dηdτ −
t
∫

0

l
∫

0

G11ξ(x, y, t, h, η, τ)τ
βa(τ)µ2(η, τ)dηdτ+
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+

t
∫

0

h
∫

0

G11η(x, y, t, ξ, 0, τ)τβa(τ)ν1(ξ, τ)dξdτ −
t
∫

0

h
∫

0

G11η(x, y, t, ξ, l, τ)×

× τβa(τ)ν2(ξ, τ)dξdτ +

t
∫

0

l
∫

0

h
∫

0

G11(x, y, t, ξ, η, τ)f(ξ, η, τ)dξdηdτ, (6)äå G11(x, y, t, ξ, η, τ) - �óíêöiÿ �ðiíà çàäà÷i (2)-(4) äëÿ ðiâíÿííÿ (1), ùî âèçíà÷à¹òüñÿðiâíiñòþ:
Gij(x, y, t, ξ, η, τ) =

1

4π(θ(t) − θ(τ))

+∞
∑

m,n=−∞

(

(

exp
(

− (x− ξ + 2nh)2

4(θ(t) − θ(τ))

)

+

+ (−1)i exp
(

− (x + ξ + 2nh)2

4(θ(t) − θ(τ))

)

)(

exp
(

− (y − η + 2ml)2

4(θ(t) − θ(τ))

)

+

+ (−1)j exp
(

− (y + η + 2ml)2

4(θ(t) − θ(τ))

)

)

)

, θ(t) =

t
∫

0

τβa(τ)dτ, i, j = 1, 2.Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi �óíêöié �ðiíà òà iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, ïðîäè-�åðåíöiþ¹ìî (6) ïî x:
ux(x, y, t) =

l
∫

0

h
∫

0

G21(x, y, t, ξ, η, 0)ϕξ(ξ, η)dξdη+

+

t
∫

0

l
∫

0

G21(x, y, t, h, η, τ)(µ2τ
(η, τ) − τβa(τ)µ2ηη

(η, τ) − f(h, η, τ))dηdτ−

−
t
∫

0

l
∫

0

G21(x, y, t, 0, η, τ)(µ1τ
(η, τ) − τβa(τ)µ1ηη

(η, τ) − f(0, η, τ))dηdτ+

+

t
∫

0

h
∫

0

G21η
(x, y, t, ξ, 0, τ)τβa(τ)ν1ξ

(ξ, τ)dξdτ −
t
∫

0

h
∫

0

G21η
(x, y, t, ξ, l, τ)×

× τβa(τ)ν2ξ
(ξ, τ)dξdτ +

t
∫

0

l
∫

0

h
∫

0

G21(x, y, t, ξ, η, τ)fξ(ξ, η, τ)dξdηdτ. (7)
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a(t) = κ(t)

[ l
∫

0

h
∫

0

G21(0, y0, t, ξ, η, 0)ϕξ(ξ, η)dξdη +

t
∫

0

l
∫

0

G21(0, y0, t, h, η, τ)×

× (µ2τ
(η, τ) − τβa(τ)µ2ηη

(η, τ) − f(h, η, τ))dηdτ −
t
∫

0

l
∫

0

G21(0, y0, t, 0, η, τ)×

× (µ1τ
(η, τ) − τβa(τ)µ1ηη

(η, τ) − f(0, η, τ))dηdτ +

t
∫

0

h
∫

0

G21η
(0, y0, t, ξ, 0, τ)×

× τβa(τ)ν1ξ
(ξ, τ)dξdτ −

t
∫

0

h
∫

0

G21η
(0, y0, t, ξ, l, τ)τ

βa(τ)ν2ξ
(ξ, τ)dξdτ+

+

t
∫

0

l
∫

0

h
∫

0

G21(0, y0, t, ξ, η, τ)fξ(ξ, η, τ)dξdηdτ

]−1

, t ∈ [0, T ]. (8)Îòîæ, ìè çâåëè îáåðíåíó çàäà÷ó (1)-(5) äî çàäà÷i çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâ-íÿííÿ (8). Çíàéäåìî îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ (8).Îöiíèìî a(t) çâåðõó. Ïîçíà÷èìî iíòåãðàëè ó (8) ÷åðåç Ii, i = 1, 6. Çíàéäåìîîöiíêè öèõ iíòåãðàëiâ çíèçó.�îçãëÿíåìî I1. Ôóíêöiþ �ðiíà Gij(x, y, t, ξ, η, τ), i, j = 1, 2, ìîæíà ïîäàòè óâèãëÿäi äîáóòêó Gx
i (x, t, ξ, τ)Gy

j (y, t, η, τ), äå Gx
i i Gy

j - �óíêöi¨ �ðiíà i-¨ i j-¨ êðàéîâèõçàäà÷ âiäïîâiäíî äëÿ ðiâíÿíü
ut = tβa(t)uxx, (x, t) ∈ (0, h) × (0, T ), i vt = tβa(t)vyy , (y, t) ∈ (0, l)× (0, T ).Çàïèøåìî I1 òàê:

I1 =

l
∫

0

h
∫

0

Gx
2(0, t, ξ, 0)Gy

1(y0, t, η, 0)ϕξ(ξ, η)dξdη.Âèêîðèñòîâóþ÷è âèãëÿä ïîõiäíî¨ �óíêöi¨ �ðiíà Gx
2(x, t, ξ, τ), ëåãêî áà÷èòè, ùî

h
∫

0

Gx
2(x, t, ξ, τ)dξ = 1. (9)Çâiäñè îòðèìà¹ìî

I1 > min
x∈[0,h]
y∈[0,l]

ϕx(x, y)

l
∫

0

G
y
1(y0, t, η, 0)dη.
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I4 =

t
∫

0

h
∫

0

Gx
2(0, t, ξ, τ)Gy

1η
(y0, t, 0, τ)τ

βa(τ)ν1ξ
(ξ, τ)dξdτ >

> min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν1x
(x, t)

t
∫

0

G
y
1η

(y0, t, 0, τ)τ
βa(τ)dτ,

I5 > min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν2x
(x, t)

(

−
t
∫

0

G
y
1η

(y0, t, l, τ)τ
βa(τ)dτ

)

.Iç óìîâ (A2) âèïëèâà¹ íåâiä'¹ìíiñòü äîäàíêiâ I2, I3, I6. Òîäi
6
∑

i=1

Ii > I1 + I4 + I5 > min
{

min
x∈[0,h]
y∈[0,l]

ϕx(x, y), min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν1x
(x, t), min

x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν2x
(x, t)

}

×

×
(

l
∫

0

G
y
1(y0, t, η, 0)dη +

t
∫

0

G
y
1η(y0, t, 0, τ)τ

βa(τ)dτ −
t
∫

0

G
y
1η(y0, t, l, τ)τ

βa(τ)dτ
)

.Âèðàç ó äóæêàõ ¹ ðîçâ'ÿçêîì òàêî¨ çàäà÷i:
ut = tβa(t)uyy, (y, t) ∈ (0, l) × (0, T ),

u(y, 0) = 1, y ∈ [0, l], (10)
u(0, t) = u(l, t) = 1, t ∈ [0, T ].�îçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i äîðiâíþ¹ 1. Òîäi

6
∑

i=1

Ii > min
{

min
x∈[0,h]
y∈[0,l]

ϕx(x, y), min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν1x
(x, t), min

x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν2x
(x, t)

}

≡ C1.Îòæå,
a(t) 6

max
[0,T ]

κ(t)

C1
≡ A1, t ∈ [0, T ]. (11)Îöiíèìî a(t) çíèçó. Äëÿ öüîãî çíàéäåìî îöiíêè êîæíîãî ç iíòåãðàëiâ Ii çâåðõó.�îçãëÿíåìî I1. Âèêîðèñòîâóþ÷è (9), ìàòèìåìî

I1 6 max
x∈[0,h]
y∈[0,l]

ϕx(x, y)

l
∫

0

G
y
1(y0, t, η, 0)dη.
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I4 6 max

x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν1x
(x, t)

t
∫

0

G
y
1η

(y0, t, 0, τ)τ
βa(τ)dτ,

I5 6 max
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν2x
(x, t)

(

−
t
∫

0

G
y
1η

(y0, t, l, τ)τ
βa(τ)dτ

)

.Òîäi äëÿ ñóìè I1 + I4 + I5 ñïðàâåäæó¹òüñÿ òàêà íåðiâíiñòü:
I1 + I4 + I5 6

6 max

{

max
x∈[0,h]
y∈[0,l]

ϕx(x, y), max
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν1x
(x, t), max

x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν2x
(x, t)

}( l
∫

0

G
y
1(y0, t, η, 0)dη+

+

t
∫

0

G
y
1η

(y0, t, 0, τ)τ
βa(τ)dτ −

t
∫

0

G
y
1η

(y0, t, l, τ)τ
βa(τ)dτ

)

6 C2.Îöiíèìî I2
I2 6

t
∫

0

l
∫

0

G22(0, y0, t, h, η, τ)(µ2τ
(η, τ) − τβa(τ)µ2ηη

(η, τ) − f(h, η, τ))dηdτ =

=

t
∫

0

l
∫

0

Gx
2(0, t, h, τ)Gy

2(y0, t, η, τ)(µ2τ
(η, τ) − τβa(τ)µ2ηη

(η, τ) − f(h, η, τ))dηdτ.Ôóíêöiÿ Gx
2(0, t, h, τ) îáìåæåíà çâåðõó âèðàçîì 4

h [9, ñ.12℄. Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷èóìîâè (A2) i ðiâíiñòü (9), îòðèìà¹ìî
l
∫

0

G
y
2(y0, t, η, τ)(µ2τ

(η, τ) − τβa(τ)µ2ηη
(η, τ) − f(h, η, τ))dη 6 C3.Òîìó

I2 6
4C3t

h
.Çíàéäåìî îöiíêó äëÿ I3. Âiäîìî [9℄, ùî âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

Gx
2(0, t, 0, τ) 6

1

h
+

1
√

π(θ(t) − θ(τ))
.Iç óìîâ (A2), ðiâíîñòi (9) òà ç òîãî, ùî

l
∫

0

G
y
2(y0, t, η, τ)(µ1τ

(η, τ) − τβa(τ)µ1ηη
(η, τ) − f(0, η, τ))dη 6 C4,



ÎÁÅ�ÍÅÍÀ ÇÀÄÀ×À ÄËß ÄÂÎÂÈÌI�ÍÎ�Î �IÂÍßÍÍß ... 97âèïëèâàòèìå îöiíêà
I3 6

t
∫

0

(

C5 +
C6

√

θ(t) − θ(τ)

)

dτ.Äîäàíîê I6 îöiíþ¹ìî òàê ñàìî, ÿê I1
I6 6

t
∫

0

max
[0,h]×[0,l]

fx(x, y, τ)dτ 6 C7.Çàñòîñó¹ìî îòðèìàíi îöiíêè äî (8)
a(t) >

κ(t)

C8 + C9

t
∫

0

dτ√
θ(t)−θ(τ)

. (12)�îçãëÿíåìî iíòåãðàë ó çíàìåííèêó (12)
t
∫

0

dτ
√

θ(t) − θ(τ)
=

t
∫

0

dτ
√

t
∫

τ

σβa(σ)dσ

6

√

β + 1

amin

t
∫

0

dτ√
tβ+1 − τβ+1

,äå amin = min
[0,T ]

a(t). Îöiíèìî îñòàííié iíòåãðàë
t
∫

0

dτ√
tβ+1 − τβ+1

= t
1−β

2

1
∫

0

dz√
1 − zβ+1

6 C10.Òîäi ç (12) ìàòèìåìî
a(t) >

C11

C8 + C12√
amin

.Îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ t ∈ [0, T ], òîìó
amin >

C11

C8 + C12√
amin

,àáî
C8amin + C12

√
amin − C11 > 0.Çíàéäåìî çâiäñè îöiíêó äëÿ amin

amin >

(

C11
√

C2
12 + 4C8C11 + C12

)2

≡ A0.Îòæå, ìà¹ìî
a(t) > A0, t ∈ [0, T ]. (13)



98 Ìèêîëà IÂÀÍ×ÎÂ, Âiòàëié ÂËÀÑÎÂ�iâíÿííÿ (8) çàïèøåìî ó âèãëÿäi îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ
a(t) = Pa(t), (14)äå îïåðàòîð P ïåðåâîäèòü ìíîæèíó N =

{

a ∈ C[0, T ] : A0 6 a(t) 6 A1

} â ñåáå.Äîâåäåííÿ òîãî, ùî îïåðàòîð P ¹ öiëêîì íåïåðåðâíèì, ïðîâîäÿòü àíàëîãi÷íî äîîäíîâèìiðíîãî âèïàäêó, âðàõîâóþ÷è òîé �àêò, ùî �óíêöiþ �ðiíà äëÿ äâîâèìiðíîãîðiâíÿííÿ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi äîáóòêó âiäïîâiäíèõ �óíêöié �ðiíà äëÿ îäíîâèìið-íîãî ðiâíÿííÿ. Çâiäñè ìàòèìåìî, ùî îïåðàòîð P ìà¹ íåðóõîìó òî÷êó, òîìó iñíó¹ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1)-(5). �Äîâåäåìî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)-(5).Òåîðåìà 2. (�äèíiñòü). Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè:(A5) ϕ∈C2,2([0, h]×[0, l]); µi∈C2,1([0, l]×(0, T ])∩ C1,1([0, l]× [0, T ]), iñíó¹ ñêií÷åí-íà ãðàíèöÿ lim
t→+0

tβµiyy
(y, t), i = 1, 2; νi∈C2,1([0, h]×(0, T ])∩ C1,1([0, h]×[0, T ]),iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ lim

t→+0
tβνixx

(x, t)i = 1, 2; f ∈ C1,0(QT );(A6) κ(t) 6= 0, t ∈ [0, T ].Òîäi çàäà÷à (1)-(5) íå ìîæå ìàòè äâîõ ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ äâà ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i, à ñàìå (a1(t), u1(x, y, t)) òà
(a2(t), u2(x, y, t)). Ïîçíà÷èìî A(t) = a1(t) − a2(t), U(x, y, t) = u1(x, y, t) − u2(x, y, t).Òîäi äëÿ (A,U) ìàòèìåìî òàêó çàäà÷ó:

Ut = tβa1(t)∆U + tβA(t)∆u2, (x, y, t) ∈ QT , (15)
U |t=0 = U |x=0 = U |x=h = U |y=0 = U |y=l = 0, (16)
a1(t)Ux(0, y0, t) = −A(t)u2x

(0, y0, t), t ∈ [0, T ]. (17)Ïîäàìî ðîçâ'ÿçîê ïðÿìî¨ çàäà÷i (15),(16) ó âèãëÿäi
U(x, y, t) =

t
∫

0

h
∫

0

l
∫

0

G∗
11(x, y, t, ξ, η, τ)τ

βA(τ)∆u2(ξ, η, τ)dξdηdτ,äå G∗
11 - �óíêöiÿ �ðiíà çàäà÷i (15),(16). Ïiäñòàâèâøè éîãî â óìîâó ïåðåâèçíà÷åííÿ,îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ A(t)

A(t)u2x
(0, y0, t) = −a1(t)

t
∫

0

h
∫

0

l
∫

0

G∗
11x

(0, y0, t, ξ, η, τ)τ
βA(τ)∆u2(ξ, η, τ)dξdηdτ. (18)Îòðèìàëè iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó. Îöiíèìî ÿäðî öüîãî ií-òåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Ïðîâåäåìî îöiíêó ∆u = u2xx
+ u2yy

. �îçãëÿíåìî âèðàç äëÿ
u2xx

:
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u2xx

(x, y, t) =

l
∫

0

h
∫

0

G∗
11(x, y, t, ξ, η, 0)ϕξξ(ξ, η)dξdη −

t
∫

0

l
∫

0

G∗
11ξ

(x, y, t, h, η, τ)×

× (µ2τ
(η, τ) − τβa2(τ)µ2ηη

(η, τ) − f(h, η, τ))dηdτ +

t
∫

0

l
∫

0

G∗
11ξ

(x, y, t, 0, η, τ)×

× (µ1τ
(η, τ) − τβa2(τ)µ1ηη

(η, τ) − f(0, η, τ))dηdτ +

t
∫

0

h
∫

0

G∗
11η

(x, y, t, ξ, 0, τ)×

× τβa2(τ)ν1ξξ
(ξ, τ)dξdτ −

t
∫

0

h
∫

0

G∗
11η

(x, y, t, ξ, l, τ)τβa2(τ)ν2ξξ
(ξ, τ)dξdτ−

−
t
∫

0

l
∫

0

h
∫

0

G∗
11ξ

(x, y, t, ξ, η, τ)fξ(ξ, η, τ)dξdηdτ. (19)Ïîçíà÷èìî iíòåãðàëè ó (19) ÷åðåç Ji, i = 1, 6, çíàéäåìî ¨õíi îöiíêè.Ñïî÷àòêó îöiíèìî J1

∣

∣J1

∣

∣ 6

l
∫

0

h
∫

0

G∗
22(x, y, t, ξ, η, 0)|ϕξξ(ξ, η)|dξdη 6 max

x∈[0,h]
y∈[0,l]

|ϕxx(x, y)|.Îñêiëüêè (äèâ. [3℄)
t
∫

0

Gx∗
1ξ

(x, t, 0, τ)dτ 6
C13

tβ
, (20)òî äëÿ äîäàíêà J3 ìàòèìåìî

∣

∣J3

∣

∣ 6 C14

t
∫

0

Gx∗
1ξ

(x, t, 0, τ)dτ 6
C15

tβ
.Òàê ñàìî îöiíþ¹òüñÿ iíòåãðàë J2. Àíàëîãi÷íî, çàñòîñîâóþ÷è (9) i (20) äî iíòåãðàëiâ

J4, J5, îòðèìà¹ìî
∣

∣J4

∣

∣ 6 C16

t
∫

0

G
y∗
1η

(x, t, 0, τ)τβdτ 6 C17,
∣

∣J5

∣

∣ 6 C18

t
∫

0

|Gy∗
1η

(x, t, l, τ)|τβdτ 6 C19.
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∣

∣J6

∣

∣ 6
1

4
√
π

max
QT

|fx(x, t)|
t
∫

0

h
∫

0

1
(

θ2(t) − θ2(τ)
)3/2

×

×
+∞
∑

n=−∞

(

|x− ξ + 2nh| exp
(

− (x − ξ + 2nh)2

4(θ2(t) − θ2(τ))

)

+

+|x+ ξ + 2nh| exp
(

− (x+ ξ + 2nh)2

4(θ2(t) − θ2(τ))

)

)

dξdτ ≡ J6,1 + J6,2.Â iíòåãðàëi J6,1 çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ
z =

x− ξ + 2nh

2
√

θ2(t) − θ2(τ)
:

J6,1 6 C20

+∞
∑

n=−∞

t
∫

0

1
√

θ2(t) − θ2(τ)

x−ξ+2nh

2
√

θ2(t)−θ2(τ)
∫

x−ξ+(2n−1)h

2
√

θ2(t)−θ2(τ)

|z| exp(−z2)dz 6

6 C20

t
∫

0

dτ
√

θ2(t) − θ2(τ)

+∞
∫

−∞

|z| exp(−z2)dz 6 C21

t
∫

0

1
√

θ2(t) − θ2(τ)
dτ 6 C22t

1−β
2 .Iíòåãðàë J6,2 ìîæíà îöiíèòè òàê ñàìî. Òîäi

|u2xx
(x, y, t)| 6 C23 + C24t

1−β
2 + C25t

−β . (21)Äîäàíîê u2yy
iç âèðàçó äëÿ ∆u2 ìîæíà îöiíèòè àíàëîãi÷íî. Çâiäñè ìà¹ìî

|tβ∆u| 6 C26. (22)Çãiäíî ç öi¹þ îöiíêîþ ÿäðî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (18) ¹ îáìåæåíèì, òîìó öåðiâíÿííÿ ìà¹ òiëüêè òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî çàäà÷à (15)-(17)ìà¹ òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Òåîðåìó äîâåäåíî. �3. Âèñíîâêè. Äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó íåîáõiäíî íà-êëàäàòè äîäàòêîâi óìîâè íà �óíêöi¨, ÿêi âèçíà÷àþòü ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó íà êðàÿõîáëàñòi. Ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêó äâîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi çi ñëàáêèì âè-ðîäæåííÿì ïî ÷àñîâié çìiííié íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêó àíàëîãi÷íîãîäî îäíîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ.1. �àäæèåâ Ì.Ì. Îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ/ �àäæèåâ Ì.Ì. //Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà â ìåòîäàõ ìàòåìà-òè÷åñêîé �èçèêè. � Íîâîñèáèðñê. � 1987. � Ñ. 66-71.2. Åëäåñáàåâ Ò. Îá îäíîé îáðàòíîé çàäà÷å äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà / Åëäåñáàåâ Ò. //Èçâåñòèÿ ÀÍ ÊàçÑÑ�. Ñåðèÿ �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ. � 1987. � �3. � Ñ. 27-29.3. Ñàëäiíà Í. Îáåðíåíà çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç âèðîäæåííÿì / Ñàëäiíà Í.//Âiñí. Ëüâiâ. óí-òó. Ñåð. ìåõ.-ìàò. � 2005. � Âèï. 64. � Ñ. 245-257.
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