
ÂIÑÍÈÊ ËÜÂIÂ. ÓÍ-ÒÓ VISNYK LVIV UNIV.Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2009. Ser. Meh. Math. 2009.Âèï. 70. Ñ. 68�78 Is. 70. P. 68�78ÓÄÊ 519.212Å��ÎÄÈ×ÍI �ÎÇÏÎÄIËÈ ÄËß ÄÅßÊÈÕ ÌÎÄÈÔIÊÀÖIÉÑÈÑÒÅÌÈ ÎÁÑËÓ�ÎÂÓÂÀÍÍß M/M/1/mÞðié ÆÅ�ÍÎÂÈÉËüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,79000, Ëüâiâ, âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1e-mail: zyurvas�meta.uaÄëÿ ñèñòåìè îáñëóãîâóâàííÿ M/M/1/m, â ÿêié âiäáóâà¹òüñÿ áëîêóâàí-íÿ âõiäíîãî ïîòîêó âiä ìîìåíòó ïî÷àòêó äðóãîãî îáñëóãîâóâàííÿ ïîñïiëüäî ìîìåíòó çâiëüíåííÿ ñèñòåìè, ðîçãëÿíóòî âèïàäêè: 1) ïåðåðâè â ðîáî-òi íåìîæëèâi (çàäà÷à I); 2) ïiñëÿ n îáñëóãîâóâàíü ïîñïiëü îãîëîøó¹òüñÿïåðåðâà â ðîáîòi ñèñòåìè (çàäà÷à II). Äëÿ çàäà÷i I òà äëÿ çàäà÷i II ó âè-ïàäêàõ m ∈ [ n, 2n ]; m = n − 1; n = 1 îäåðæàíî åðãîäè÷íi ðîçïîäiëèéìîâiðíîñòåé ñòàíiâ ñèñòåìè òà äîâæèíè ÷åðãè, à äëÿ m > n ïîáóäîâàíîàëãîðèòì äëÿ âèçíà÷åííÿ åðãîäè÷íîãî ðîçïîäiëó. Ó âèïàäêó âiäñóòíîñòiîáìåæåíü íà äîâæèíó ÷åðãè (ñèñòåìà îáñëóãîâóâàííÿ M/M/1/∞) ç'ÿñî-âàíî óìîâè iñíóâàííÿ åðãîäè÷íîãî ïðîöåñó äëÿ çàäà÷i I òà äëÿ çàäà÷i IIïðè n = 1. Çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ åðãîäè÷íîãî ðîçïîäiëóäëÿ óçàãàëüíåííÿ çàäà÷i I, êîëè áëîêóâàííÿ âõiäíîãî ïîòîêó òðèâà¹ âiäìîìåíòó ïî÷àòêó (n + 1)-ãî îáñëóãîâóâàííÿ ïîñïiëü.Êëþ÷îâi ñëîâà: ñèñòåìà îáñëóãîâóâàííÿ M/M/1/m, áëîêóâàííÿ âõiä-íîãî ïîòîêó, ïåðåðâè â ðîáîòi, åðãîäè÷íèé ðîçïîäië iìîâiðíîñòåé.1. Âñòóï. Â [1, 2℄ âèâ÷àëè ñèñòåìè îáñëóãîâóâàííÿ òèïó M/G/1/m ç îáìåæå-íîþ ÷åðãîþ òà áëîêóâàííÿì âõiäíîãî ïîòîêó. ßêùî äîâæèíà ÷åðãè äîñÿãà¹ ÷èñëà
m, òî íàäõîäæåííÿ çàìîâëåíü ó ñèñòåìó áëîêó¹òüñÿ i âiäíîâëþ¹òüñÿ ëèøå òîäi, êî-ëè äîâæèíà ÷åðãè çìåíøèòüñÿ äî äåÿêîãî ïîðîãîâîãî ðiâíÿ l ∈ [0, m − 1]. Ó ñòàòòi[3℄ ðîçãëÿíóòî ñèñòåìó M/G/1/m, îñîáëèâiñòþ ÿêî¨ ¹ òå, ùî ïiñëÿ n îáñëóãîâóâàíüïîñïiëü îãîëîøó¹òüñÿ âèìóøåíà ïåðåðâà â ðîáîòi ñèñòåìè. Íåîáõiäíiñòü òàêî¨ ïåðåð-âè ìîæå áóòè çóìîâëåíà òåõíîëîãi÷íèìè àáî iíøèìè ïðè÷èíàìè. Íàïðèêëàä, òåõíi÷-íèé ïðèñòðié, ÿêèé ïîñëiäîâíî âèêîíó¹ îäíîðiäíi îïåðàöi¨, ÷àñ ïî÷àòêó i òðèâàëiñòüêîæíî¨ ç ÿêèõ çàëåæèòü âiä âèïàäêîâèõ ÷èííèêiâ, ïiä ÷àñ ïðîåêòóâàííÿ ìîæå áó-òè ðîçðàõîâàíèé íà îáìåæåíó êiëüêiñòü îïåðàöié, ÿêi âèêîíóþòüñÿ áåç ïåðåðâè ìiæîïåðàöiÿìè.©Æåðíîâèé Þ., 2009



Å��ÎÄÈ×ÍI �ÎÇÏÎÄIËÈ ÄËß ÄÅßÊÈÕ ÌÎÄÈÔIÊÀÖIÉ ÑÈÑÒÅÌÈ ... 69Íèæ÷å çàïðîïîíîâàíî iíøi ìîäè�iêàöi¨ ñèñòåìè îáñëóãîâóâàííÿ M/M/1/m,ïîâ'ÿçàíi ç áëîêóâàííÿì âõiäíîãî ïîòîêó é îãîëîøåííÿì ïåðåðâè â ðîáîòi ñèñòåìèïiñëÿ n îáñëóãîâóâàíü ïîñïiëü. Áëîêóâàííÿ âõiäíîãî ïîòîêó çàìîâëåíü òðèâà¹ âiäìîìåíòó ïî÷àòêó äðóãîãî îáñëóãîâóâàííÿ ïîñïiëü àæ äî çâiëüíåííÿ ñèñòåìè âiä çà-ìîâëåíü. Ìè ðîçãëÿíåìî äâà âàðiàíòè �îðìóëþâàííÿ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè M/M/1/mç òàêèì áëîêóâàííÿì âõiäíîãî ïîòîêó: 1) ïåðåðâè â ðîáîòi íåìîæëèâi; 2) ïiñëÿ nîáñëóãîâóâàíü ïîñïiëü îãîëîøó¹òüñÿ ïåðåðâà â ðîáîòi ñèñòåìè, ïiä ÷àñ ÿêî¨ òàêîæâiäáóâà¹òüñÿ áëîêóâàííÿ âõiäíîãî ïîòîêó. Âèâ÷èìî óçàãàëüíåííÿ ïåðøî¨ çàäà÷i, ÿêåïîëÿãà¹ â òîìó, ùî áëîêóâàííÿ âõiäíîãî ïîòîêó òðèâà¹ âiä ìîìåíòó ïî÷àòêó (n+1)-ãî îáñëóãîâóâàííÿ ïîñïiëü.2. Ñèñòåìà ç áëîêóâàííÿì âõiäíîãî ïîòîêó. �îçãëÿíåìî îäíîêàíàëüíóñèñòåìó îáñëóãîâóâàííÿ, äëÿ ÿêî¨ äîâæèíà ÷åðãè íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè ÷èñëà m.Çàìîâëåííÿ â ñèñòåìó íàäõîäÿòü ïî îäíîìó, à ïðîìiæêè ÷àñó ìiæ ìîìåíòàìè íàä-õîäæåííÿ çàìîâëåíü i òðèâàëîñòi îáñëóãîâóâàííÿ îäíîãî çàìîâëåííÿ � íåçàëåæíiâèïàäêîâi âåëè÷èíè, ðîçïîäiëåíi çà ïîêàçíèêîâèìè çàêîíàìè ç ïàðàìåòðàìè λ i µ,âiäïîâiäíî.Çàìîâëåííÿ íàäõîäÿòü äî ñèñòåìè, êîëè âîíà âiëüíà, à òàêîæ ïiä ÷àñ ïåðøîãîîáñëóãîâóâàííÿ ïiñëÿ ñòàíó ïðîñòîþ ñèñòåìè, ÿêùî äîâæèíà ÷åðãè íå ïåðåâèùó¹÷èñëà m.Ââåäåìî ïîäâiéíó íóìåðàöiþ ñòàíiâ ñèñòåìè: skl � ñòàí k ðiâíÿ l. Òóò k
(k = 0, m + 1) � êiëüêiñòü çàìîâëåíü, ùî ïåðåáóâàþòü ó ñèñòåìi; çíà÷åííÿ l
(l = 1, m + 1) âiäïîâiäàþòü òèì ñòàíàì ñèñòåìè, êîëè îáñëóãîâó¹òüñÿ l-òå çà ïî-ðÿäêîì çàìîâëåííÿ ïiñëÿ ïåðiîäó ïðîñòîþ ñèñòåìè; s01 � ñòàí, êîëè ñèñòåìà âiëüíà.Ñòàí s01 óìîâíî âiäíåñåíèé äî ãðóïè ñòàíiâ ïåðøîãî ðiâíÿ, çàâäÿêè ÷îìó ñòàöiîíàð-íi éìîâiðíîñòi, ùî âiäïîâiäàþòü ñòàíàì skl

(

k = 0, m
), ìè çìîæåìî çàïèñàòè îäíîþ�îðìóëîþ (äèâ. ñïiââiäíîøåííÿ (4)).Íåõàé p kl(t) � iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñèñòåìà â ìîìåíò ÷àñó t ïåðåáóâà¹ ó ñòàíi

skl. Î÷åâèäíî (äèâ., íàïðèêëàä, [4, ñ. 69℄, [5, ñ. 61℄), ùî iñíóþòü ãðàíèöi
p kl = lim

t→∞

p kl(t)
(

k = 0, m + 1; l = 1, m + 1
)

.Êîðèñòóþ÷èñü ãðà�îì ñòàíiâ ñèñòåìè, çàïèøåìî ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòà-öiîíàðíèõ iìîâiðíîñòåé p kl

µ
m+1
∑

k=1

p 1k − λp 01 = 0; λp k−1,1 − (λ + µ)p k1 = 0
(

k = 1, m
)

;

λpm1 − µpm+1,1 = 0;

µ (p k+1, l − p k, l+1) = 0
(

l = 1, m; k = 1, m − l + 1
)

.

(1)Âèãëÿä ðiâíÿíü (1) äà¹ çìîãó âèðàçèòè âñi éìîâiðíîñòi, ùî âiäïîâiäàþòü ñòàíàìðiâíiâ l > 2, ÷åðåç iìîâiðíîñòi ñòàíiâ ïåðøîãî ðiâíÿ p k1

p kl = p k+l−1,1

(

l = 2, m + 1; k = 1, m − l + 2
)

. (2)



70 Þðié ÆÅ�ÍÎÂÈÉÑèñòåìà äëÿ éìîâiðíîñòåé p k1 ðàçîì ç íîðìóâàëüíîþ óìîâîþ ìàòèìå âèãëÿä
p 01 = β

m+1
∑

k=1

p k1; p k−1,1 = (1 + β)p k1

(

k = 1, m
)

;

pm1 = βpm+1,1; p 01 +
m+1
∑

k=1

kp k1 = 1,

(3)äå β = µ/λ. Çà äîïîìîãîþ ðiâíÿíü (3) ìà¹ìî çìîãó âèðàçèòè âñi éìîâiðíîñòi p k1÷åðåç pm+1,1

p k1 = β(1 + β)m−kpm+1,1

(

k = 0, m
)

. (4)Iìîâiðíiñòü pm+1,1 çíàéäåìî ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ïðàâèõ ÷àñòèí ñïiââiäíîøåíü (4) óíîðìóâàëüíó óìîâó
pm+1,1 =

β

(β2 + β + 1)(1 + β)m − 1
. (5)�iâíîñòi (2), (4), (5) öiëêîâèòî âèçíà÷àþòü åðãîäè÷íèé ðîçïîäië iìîâiðíîñòåé ñòà-íiâ skl.Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ðîçïîäië, ìîæíà çíàéòè åðãîäè÷íèé ðîçïîäië äîâæèíè÷åðãè ó ñèñòåìi. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç πk ñòàöiîíàðíó éìîâiðíiñòü òîãî, ùî äîâæèíà÷åðãè äîðiâíþ¹ k (k = 0, m). Òîäi

π0 =

m+1
∑

k=0

p k1 = (1 + β)m+1pm+1,1 =
β(1 + β)m+1

(β2 + β + 1)(1 + β)m − 1
;

πk =
m+1
∑

s=k+1

ps1 = (1 + β)m−kpm+1,1 =
β(1 + β)m−k

(β2 + β + 1)(1 + β)m − 1

(

k = 1, m
)

.

(6)Ñåðåäíþ äîâæèíó ÷åðãè âèçíà÷à¹ìî ÿê ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ äèñêðåòíî¨ âèïàä-êîâî¨ âåëè÷èíè
r =

m
∑

k=1

kπk =
(1 + β)m+1 − (m + 1)β − 1

β
(

(β2 + β + 1)(1 + β)m − 1
) . (7)Ñòàöiîíàðíå çíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi îáñëóãîâóâàííÿ çàìîâëåííÿ, ùî íàäiéøëîíà âõiä ñèñòåìè, îá÷èñëèìî ÿê ñóìó éìîâiðíîñòåé òèõ ñòàíiâ, êîëè âõiäíèé ïîòiê íåçàáëîêîâàíèé

Pîáñ =

m
∑

k=0

p k1 =
β
(

(1 + β)m+1 − 1
)

(β2 + β + 1)(1 + β)m − 1
. (8)Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè m → ∞ ó ñïiââiäíîøåííÿõ (4)�(8), îäåðæèìî åð-ãîäè÷íi ðîçïîäiëè {p kl} i {πk} òà âiäïîâiäíi �îðìóëè äëÿ ñåðåäíüî¨ äîâæèíè ÷åðãè i



Å��ÎÄÈ×ÍI �ÎÇÏÎÄIËÈ ÄËß ÄÅßÊÈÕ ÌÎÄÈÔIÊÀÖIÉ ÑÈÑÒÅÌÈ ... 71éìîâiðíîñòi îáñëóãîâóâàííÿ äëÿ ñèñòåìè M/M/1/∞ ç áëîêóâàííÿì âõiäíîãî ïîòîêó
p k1 =

β2

(1 + β)k(β2 + β + 1)
(k = 0, 1, 2, . . .) ;

p kl = p k+l−1,1 (k = 1, 2, . . . ; l = 2, 3, . . .) ;

π0 =
β(1 + β)

β2 + β + 1
; πk =

β

(β2 + β + 1)(1 + β)k
(k = 1, 2, . . .) ;

r =
1 + β

β(β2 + β + 1)
; Pîáñ =

β(1 + β)

β2 + β + 1
.Çàóâàæèìî, ùî åðãîäè÷íèé ïðîöåñ äëÿ ñèñòåìè M/M/1/∞ ç áëîêóâàííÿì âõiäíîãîïîòîêó iñíó¹ äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü β íà âiäìiíó âiä çâè÷àéíî¨ ñèñòåìè M/M/1/∞,äëÿ ÿêî¨ âií iñíó¹ ëèøå ïðè β > 1.3. Ñèñòåìà ç áëîêóâàííÿì âõiäíîãî ïîòîêó òà âèìóøåíèìè ïåðåð-âàìè â ðîáîòi ïiñëÿ n îáñëóãîâóâàíü ïîñïiëü. Ó �îðìóëþâàííÿ ïîïåðåäíüî¨çàäà÷i âíåñåìî ëèøå îäíó çìiíó: ïiñëÿ n îáñëóãîâóâàíü ïîñïiëü ó ðîáîòi ñèñòåìèîãîëîøó¹òüñÿ ïåðåðâà, ÿêà òðèâà¹ ïðîòÿãîì âèïàäêîâîãî ÷àñó, ðîçïîäiëåíîãî çà ïî-êàçíèêîâèì çàêîíîì ç ïàðàìåòðîì γ.Çàìîâëåííÿ, ÿêi íà ìîìåíò îãîëîøåííÿ ïåðåðâè ïåðåáóâàþòü ó ÷åðçi, çàëè-øàþòüñÿ â ñèñòåìi i ÷åêàþòü íà âiäíîâëåííÿ îáñëóãîâóâàííÿ. Íîâîïðèáóëi çàìîâ-ëåííÿ ïiä ÷àñ ïåðåðâè îòðèìóþòü âiäìîâó íàâiòü çà íàÿâíîñòi âiëüíèõ ìiñöü ó ÷åðçi.Áëîêóâàííÿ âõiäíîãî ïîòîêó çàìîâëåíü âiäáóâà¹òüñÿ çà òàêèõ ñàìèõ óìîâ ÿê ó ïîïå-ðåäíié çàäà÷i, òîìó çàäà÷à ìà¹ ñåíñ ëèøå ïðè m > n−1. Iíàêøå, êiëüêiñòü çàìîâëåíü,îáñëóæåíèõ ïîñïiëü çàâæäè ìåíøà çà n.Çáåðåæåìî ââåäåíó âèùå íóìåðàöiþ ñòàíiâ ñèñòåìè, äîäàòêîâî ïîçíà÷èâøè ÷å-ðåç sk,n+1

(

k = 0, m − n + 1
) ñòàíè ñèñòåìè ïiä ÷àñ âèìóøåíî¨ ïåðåðâè. Îòæå, ñòàí

sk,n+1 îçíà÷à¹, ùî ïiä ÷àñ ïåðåðâè ó ñèñòåìi ¹ k çàìîâëåíü, ÿêi î÷iêóþòü íà âiäíîâ-ëåííÿ îáñëóãîâóâàííÿ.Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî m > n, n > 2, i çàïèøåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ ñòà-öiîíàðíèõ iìîâiðíîñòåé p kl

µ

n−1
∑

k=1

p 1k + γp 0,n+1 − λp 01 = 0;

λp k−1,1 + γp k,n+1 − (λ + µ)p k1 = 0
(

k = 1, m − n + 1
)

;

λp k−1,1 − (λ + µ)p k1 = 0
(

k = m − n + 2, m
)

; λpm1 − µpm+1,1 = 0;

µ (p k+1, l − p k, l+1) = 0
(

l = 1, n − 1; k = 1, m − l + 1
)

;

µp k+1,n − γp k,n+1 = 0
(

k = 0, m − n + 1
)

.

(9)�iâíÿííÿ (9) äàþòü çìîãó âèðàçèòè éìîâiðíîñòi ñòàíiâ âèùèõ ðiâíiâ (l > 2)÷åðåç iìîâiðíîñòi ñòàíiâ ïåðøîãî ðiâíÿ p k1

p kl = p k+l−1,1

(

l = 2, n; k = 1, m − l + 2
)

;

p k,n+1 = δp k+n,1

(

k = 0, m − n + 1
)

,
(10)



72 Þðié ÆÅ�ÍÎÂÈÉäå δ = µ/γ. Ñèñòåìà ðiâíÿíü äëÿ éìîâiðíîñòåé p k1 íàáóâà¹ âèãëÿäó
p 01 = β

n
∑

k=1

p k1; p k1 = p k−1,1 + β(p k+n,1 − p k1)
(

k = 1, m − n + 1
)

; (11)

p k−1,1 = (1 + β)p k1

(

k = m − n + 2, m
)

; pm1 = βpm+1,1; (12)

p 01 +
n−1
∑

k=1

kp k1 + (n + δ)
m+1
∑

k=n

p k1 = 1, (13)äå, ÿê i âèùå, β = µ/λ, à (13) � íîðìóâàëüíà óìîâà.Çà äîïîìîãîþ ðiâíÿíü (12) ìà¹ìî çìîãó âèðàçèòè éìîâiðíîñòi p k1
(

k = m − n + 1, m
) ÷åðåç pm+1,1

p k1 = β(1 + β)m−kpm+1,1

(

k = m − n + 1, m
)

. (14)Çi ñïiââiäíîøåíü (11) ïîñëiäîâíî îòðèìó¹ìî
p k1 = β

n
∑

s=1

p k+s,1

(

k = 0, m − n
)

. (15)Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíîñòi (14), çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåíü (15), ïî÷èíàþ÷è âiä
pm−n,1 i äàëi ðóõàþ÷èñü çà ñïàäàííÿì iíäåêñó k, ìîæíà ïîñëiäîâíî âèðàçèòè éìîâið-íîñòi p k1

(

k = 0, m − n
) ÷åðåç pm+1,1. Äëÿ îá÷èñëåííÿ pm+1,1 ñëóãó¹ íîðìóâàëüíàóìîâà (13). Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü m i n, ÿêùî ëèøå m > n, ìà¹ìî àëãîðèòìäëÿ âèçíà÷åííÿ åðãîäè÷íîãî ðîçïîäiëó {p kl}

(

k = 0, m + 1; l = 1, n + 1
).Íèæ÷å äåòàëüíiøå ðîçãëÿíåìî òàêi âèïàäêè ñïiââiäíîøåíü ìiæ m i n, êîëèâäà¹òüñÿ çíàéòè åðãîäè÷íèé ðîçïîäië ó ÿâíîìó âèãëÿäi.3.1. Âèïàäîê n 6 m 6 2n. Ç (15) i (14) îäåðæó¹ìî

pm−n,1 = β
m
∑

k=m−n+1

p k1 = β2(1 + β)mpm+1,1

m
∑

k=m−n+1

(

1

1 + β

)k

=

= β
(

(1 + β)n − 1
)

pm+1,1 ;

pm−n−1,1 = β

m−1
∑

k=m−n

p k1 = βpm−n,1 + β

m−1
∑

k=m−n+1

p k1 =

=
(

β2
(

(1 + β)n − 1
)

+ β(1 + β)
(

(1 + β)n−1 − 1
) )

pm+1,1 ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

pm−n−k,1 =

(

β2(1 + β)k−1

k−1
∑

s=0

(

(1 + β)n−s − 1
)

+

+β(1 + β)k
(

(1 + β)n−k − 1
)

)

pm+1,1

(

k = 1, m − n
)

.Ïiñëÿ îá÷èñëåííÿ ñêií÷åííèõ ñóì i çàìiíè iíäåêñiâ îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî
p k1 = β(1 + β)m−n−k−1×

×
(

(1 + β)n+1 − (m − n − k + 1)β − 1
)

pm+1,1

(

k = 0, m − n
)

.
(16)



Å��ÎÄÈ×ÍI �ÎÇÏÎÄIËÈ ÄËß ÄÅßÊÈÕ ÌÎÄÈÔIÊÀÖIÉ ÑÈÑÒÅÌÈ ... 73Ôîðìóëè (16) ïðàâèëüíi ëèøå äëÿ n 6 m 6 2n. ßêùî m > 2n, òî m − n > ni ïiä ÷àñ îá÷èñëåííÿ p k1 äëÿ k < m − 2n çà �îðìóëàìè (15) íå âèêîðèñòîâóþòüñÿéìîâiðíîñòi p k1

(

k = m − n + 1, m
), äëÿ âèçíà÷åííÿ ÿêèõ ñëóãóþòü ñïiââiäíîøåí-íÿ (14). Òîìó â öüîìó âèïàäêó êîíñòðóêöiÿ p k1 äëÿ k < m − 2n iíøà, íiæ äëÿ

k = m − 2n, m − n. Îòæå, ÿêùî m > 2n, òî �îðìóëàìè (16) ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿëèøå äëÿ k = m − 2n, m − n.Ïiäñòàâèâøè ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (14) i (16) ó íîðìóâàëüíó óìîâó (13), ÿêóäëÿ çðó÷íîñòi îá÷èñëåíü ïîòðiáíî çàïèñàòè ó âèãëÿäi
p 01 +

m−n
∑

k=1

kp k1 +

n−1
∑

k=m−n+1

kp k1 + (n + δ)

m+1
∑

k=n

p k1 = 1,çíàéäåìî éìîâiðíiñòü pm+1,1

pm+1,1 =
β

Amn(β, δ)
,

Amn(β, δ) = (β2 + β + 1)
(

(1 + β)m − (m − n)β(1 + β)m−n−1
)

+

+β(δ − 1)(1 + β)m−n+1 − 1.

(17)Îòæå, ñïiââiäíîøåííÿ (10), (14), (16) i (17) öiëêîâèòî âèçíà÷àþòü åðãîäè÷íèéðîçïîäië iìîâiðíîñòåé ñòàíiâ skl äëÿ ñèñòåìè ç áëîêóâàííÿì âõiäíîãî ïîòîêó i ïå-ðåðâàìè â ðîáîòi ïiñëÿ n îáñëóãîâóâàíü ïîñïiëü äëÿ âèïàäêó, êîëè n 6 m 6 2n.Çíàéäåìî åðãîäè÷íèé ðîçïîäië äîâæèíè ÷åðãè â ñèñòåìi i ñåðåäíþ äîâæèíó÷åðãè
π0 =

n
∑

k=0

p k1 + δpn1 =
1 + β

β
p 01 + δpn1 =

= (1 + β)m−n
(

(1 + β)n+1 − (m − n + 1 − δ)β − 1
)

pm+1,1 ;

πk =

k+n
∑

s=k+1

p s1 + δp k+n,1 =
1

β
p k1 + δp k+n,1 = (1 + β)m−n−k−1×

×
(

(1 + β)n+1 − (m − n − k + 1)β + δβ(1 + β) − 1
)

pm+1,1

(

k = 1, m − n
)

;

πm−n+1 =
m+1
∑

k=m−n+2

p k1 + δpm+1,1 =

=
1

β
pm−n+1,1 + δpm+1,1 =

(

(1 + β)n−1 + δ
)

pm+1,1 ;

πk =

m+1
∑

s=k+1

p s1 = (1 + β)m−kpm+1,1

(

k = m − n + 2, m
)

;

r =

m
∑

k=1

kπk =

(

(1 + β)m+1 −
(

(m − n)β − 1
)

(1 + β)m−n+

+δβ
(

(1 + β)m−n+1 − 1
)

− (m + 1)β − 2

)

pm+1,1

β2
.



74 Þðié ÆÅ�ÍÎÂÈÉÑòàöiîíàðíå çíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi îáñëóãîâóâàííÿ âèçíà÷à¹ìî ÿê ñóìó éìîâið-íîñòåé ñòàíiâ sk1 (k = 0, m)

Pîáñ =

m
∑

k=0

p k1 =
β

Amn(β, δ)

(

(1 + β)m+1 − (m − n + 1)β(1 + β)m−n − 1
)

.3.2. Âèïàäîê m = n−1. Íà âiäìiíó âiä âèïàäêó m > n òóò iñíó¹ ëèøå îäèí ñòàíðiâíÿ n + 1, öå � ñòàí s 0,n+1, òîìó ñèñòåìà ðiâíÿíü (9) ñïðîùó¹òüñÿ äî âèãëÿäó
µ

n−1
∑

k=1

p 1k + γp 0,n+1 − λp 01 = 0;

λp k−1,1 − (λ + µ)p k1 = 0
(

k = 1, n − 1
)

; λpn−1,1 − µpn1 = 0;

µ (p k+1, l − p k, l+1) = 0
(

l = 1, n − 1; k = 1, n − l
)

; µp 1n − γp 0,n+1 = 0.ßê i ðàíiøå, âèðàæà¹ìî éìîâiðíîñòi ñòàíiâ âèùèõ ðiâíiâ (l > 2) ÷åðåç p k1

p kl = p k+l−1,1

(

l = 2, n; k = 1, n − l + 1
)

; p 0,n+1 = δpn,1 (18)i çàïèñó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ éìîâiðíîñòåé p k1 ðàçîì ç íîðìóâàëüíîþ óìîâîþ
p 01 = β

n
∑

k=1

p k1; p k−1,1 = (1 + β)p k1

(

k = 1, n − 1
)

;

pn−1,1 = βpn1; p 01 +

n−1
∑

k=1

kp k1 + (n + δ)pn1 = 1.

(19)�îçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó (19), îòðèìó¹ìî
p k1 = β(1 + β)n−k−1pn1

(

k = 0, n − 1
)

;

pn1 =
β

(β2 + β + 1)(1 + β)n−1 + δβ − 1
.

(20)Êîðèñòóþ÷èñü ñïiââiäíîøåííÿìè (18), (20), çíàõîäèìî åðãîäè÷íèé ðîçïîäiëäîâæèíè ÷åðãè i ñòàöiîíàðíi çíà÷åííÿ ñåðåäíüî¨ äîâæèíè ÷åðãè òà éìîâiðíîñòiîáñëóãîâóâàííÿ
π0 =

n
∑

k=0

p k1 + δpn1 =
β
(

(1 + β)n + δ
)

(β2 + β + 1)(1 + β)n−1 + δβ − 1
;

πk =

n
∑

s=k+1

p s1 =
β(1 + β)n−k−1

(β2 + β + 1)(1 + β)n−1 + δβ − 1

(

k = 1, n − 1
)

;

(21)

r =
n−1
∑

k=1

kπk =
(1 + β)n − nβ − 1

β
(

(β2 + β + 1)(1 + β)n−1 + δβ − 1
) ;

Pîáñ =

n−1
∑

k=0

p k1 =
β
(

(1 + β)n − 1
)

(β2 + β + 1)(1 + β)n−1 + δβ − 1
.

(22)Ó âèïàäêó m = n−1 ãðà� ñòàíiâ ñèñòåìè îáñëóãîâóâàííÿ, ÿêó ìè ðîçãëÿäà¹ìî,âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ãðà�à ñòàíiâ ñèñòåìè ç áëîêóâàííÿì âõiäíîãî ïîòîêó, âèâ÷åíî¨



Å��ÎÄÈ×ÍI �ÎÇÏÎÄIËÈ ÄËß ÄÅßÊÈÕ ÌÎÄÈÔIÊÀÖIÉ ÑÈÑÒÅÌÈ ... 75ó ï. 2, ëèøå íàÿâíiñòþ äîäàòêîâîãî ñòàíó s 0,n+1, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ïåðåðâi ïiñëÿ nîáñëóãîâóâàíü ïîñïiëü. Òîìó, ïðèéíÿâøè n = m + 1, δ = 0 ó �îðìóëàõ (20) � (22),îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (4) � (8).3.3. Âèïàäîê n = 1. Ó òàêié ñèñòåìi ïåðåðâà íàñòà¹ ïiñëÿ êîæíîãî îáñëóãîâó-âàííÿ. Öåé âèïàäîê çàñëóãîâó¹ îêðåìîãî ðîçãëÿäó, òîìó ùî ìà¹ ñâîþ ñïåöè�iêó,ÿêà äà¹ çìîãó îòðèìàòè �îðìóëè äëÿ åðãîäè÷íîãî ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé ñòàíiâäëÿ âñiõ m (1 6 m 6 ∞).Çàïèøåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàöiîíàðíèõ iìîâiðíîñòåé p kl:
γp 02 − λp 01 = 0; λp k−1,1 + γp k2 − (λ + µ)p k1 = 0

(

k = 1, m
)

;

λpm1 − µpm+1,1 = 0; µp k+1,1 − γp k2 = 0
(

k = 0, m
)

.Âèðàçèâøè éìîâiðíîñòi ñòàíiâ äðóãîãî ðiâíÿ çà �îðìóëàìè
p k2 = δp k+1,1

(

k = 0, m
)

,îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ
p k1 = βp k+1,1

(

k = 0, m
)

,çâiäêè ìà¹ìî
p k1 = βm−k+1pm+1,1

(

k = 0, m
)

. (23)Âèêîðèñòîâóþ÷è íîðìóâàëüíó ìîâó
p 01 + (1 + δ)

m+1
∑

k=1

p k1 = 1i âiäîêðåìëþþ÷è âèïàäêè β 6= 1 òà β = 1, çíàõîäèìî
pm+1,1 =

β − 1

βm+2 + δ(βm+1 − 1) − 1
, β 6= 1;

p k1 =
1

1 + (m + 1)(1 + δ)

(

k = 0, m + 1
)

, β = 1.

(24)Òåïåð ìà¹ìî çìîãó îá÷èñëèòè åðãîäè÷íèé ðîçïîäië äîâæèíè ÷åðãè i ñòàöiîíàðíiçíà÷åííÿ ñåðåäíüî¨ äîâæèíè ÷åðãè òà éìîâiðíîñòi îáñëóãîâóâàííÿ
π0 = p 01 + (1 + δ)p 11 =

βm(β − 1)(1 + β + δ)

βm+2 + δ(βm+1 − 1) − 1
, β 6= 1;

πk = (1 + δ)p k+1,1 =
βm−k(1 + δ)(β − 1)

βm+2 + δ(βm+1 − 1) − 1

(

k = 1, m
)

, β 6= 1;

π0 =
2 + δ

1 + (m + 1)(1 + δ)
, πk =

1 + δ

1 + (m + 1)(1 + δ)

(

k = 1, m
)

, β = 1;

(25)
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r =

m
∑

k=1

kπk =
(1 + δ)

(

βm+1 − (m + 1)β + m
)

(β − 1)
(

βm+2 + δ(βm+1 − 1) − 1
) , β 6= 1;

r =
m(m + 1)(1 + δ)

2
(

1 + (m + 1)(1 + δ)
) , β = 1;

Pîáñ =

m
∑

k=0

p k1 =
β(βm+1 − 1)

βm+2 + δ(βm+1 − 1) − 1
, β 6= 1;

Pîáñ =
m + 1

1 + (m + 1)(1 + δ)
, β = 1.

(26)

Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè m → ∞ ó ñïiââiäíîøåííÿõ (23)-(26), ïåðåêîíó¹-ìîñü, ùî åðãîäè÷íèé ðîçïîäië ó âèïàäêó âiäñóòíîñòi îáìåæåíü íà äîâæèíó ÷åðãè(m = ∞) iñíó¹ ëèøå çà óìîâè, ùî β > 1. Òîäi ìà¹ìî
p k1 =

β − 1

βk(β + δ)
, p k2 = δp k+1,1 (k = 0, 1, 2, . . .) ;

π0 =
(β − 1)(1 + β + δ)

β(β + δ)
; πk =

(β − 1)(1 + δ)

βk+1(β + δ)
(k = 1, 2, . . .) ;

r =
1 + δ

(β − 1)(β + δ)
; Pîáñ =

β

β + δ
.Ó ï. 2 ìè áà÷èëè, ùî åðãîäè÷íèé ïðîöåñ äëÿ ñèñòåìè M/M/1/∞ ç áëîêóâàí-íÿì âõiäíîãî ïîòîêó iñíó¹ äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü β. Öþ ñèñòåìó ìîæåìî îòðèìàòèâíàñëiäîê ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó ïðè n → ∞ i m → ∞ ó ñèñòåìi ç áëîêóâàííÿì âõiä-íîãî ïîòîêó i ïåðåðâàìè â ðîáîòi ïiñëÿ n îáñëóãîâóâàíü ïîñïiëü. Òîìó ¹ ïiäñòàâèïðîãíîçóâàòè, ùî äëÿ ñèñòåìè M/M/1/∞ ç áëîêóâàííÿì âõiäíîãî ïîòîêó i ïåðåðâà-ìè â ðîáîòi ïiñëÿ n îáñëóãîâóâàíü ïîñïiëü çà äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åíü n ìîæëèâåiñíóâàííÿ åðãîäè÷íîãî ïðîöåñó íàâiòü ïðè β 6 1. ßêùî β > 1, òî âií áåçóìîâíî iñíó¹äëÿ âñiõ n > 1.4. Áëîêóâàííÿ âõiäíîãî ïîòîêó ïiñëÿ n îáñëóãîâóâàíü ïîñïiëü. Óçà-ãàëüíèìî �îðìóëþâàííÿ çàäà÷i, âèâ÷åíî¨ ó ï. 2, ïðèïóñòèâøè, ùî áëîêóâàííÿ âõiä-íîãî ïîòîêó òðèâà¹ âiä ìîìåíòó ïî÷àòêó (n+1)-ãî îáñëóãîâóâàííÿ ïîñïiëü äî çâiëü-íåííÿ ñèñòåìè.Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàöiîíàðíèõ iìîâiðíîñòåé p kl

µ
m+n
∑

k=1

p 1k − λp 01 = 0; λp k−1,1 − (λ + µ)p k1 = 0
(

k = 1, m
)

;

λpm1 − µpm+1,1 = 0;

(27)

µp 2l − (λ + µ)p 1, l+1 = 0
(

l = 1, n − 1
)

;

λp k−1,l + µp k+1,l−1 − (λ + µ)p kl = 0
(

k = 2, m; l = 2, n
)

;

λpml − µpm+1, l = 0
(

l = 2, n
)

;

(28)

µ (p k+1, l − p k, l+1) = 0
(

l = n, m + n − 1; k = 1, m + n − l
)

. (29)�iâíÿííÿ (29) äàþòü çìîãó âèðàçèòè âñi éìîâiðíîñòi, ùî âiäïîâiäàþòü ñòàíàì ðiâíiâ
l > n + 1, ÷åðåç iìîâiðíîñòi ñòàíiâ n-ãî ðiâíÿ p kn
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p kl = p k+l−n, n

(

l = n + 1, m + n; k = 1, m + n − l + 1
)

,òîìó íîðìóâàëüíà óìîâà äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (27) � (29) íàáóâà¹ âèãëÿäó
p 01 +

m+1
∑

k=1

(

p k1 + kp kn

)

+
n−1
∑

l=2

(

m+1
∑

k=1

p kl

)

= 1. (30)Çà äîïîìîãîþ ðiâíÿíü (27) âèðàæà¹ìî âñi éìîâiðíîñòi p k1 ÷åðåç pm+1,1

p k1 = β(1 + β)m−kpm+1,1

(

k = 0, m
)

,à ðiâíÿííÿ (28) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi
p 1, l+1 =

β

1 + β
p 2l

(

l = 1, n − 1
)

;

p kl =
1

1 + β
p k−1, l +

β

1 + β
p k+1, l−1

(

k = 2, m; l = 2, n
)

;

pm+1, l =
1

β
pml

(

l = 2, n
)

.

(31)�åêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ (31) äàþòü çìîãó ïîñëiäîâíî âèðàçèòè âñi éìîâiðíîñòi
p kl ðiâíiâ l = 2, n ÷åðåç pm+1,1. Äëÿ âèçíà÷åííÿ åðãîäè÷íîãî ðîçïîäiëó {p kl} çàëè-øà¹òüñÿ ëèøå âèêîðèñòàòè íîðìóâàëüíó óìîâó (30) i çíàéòè pm+1,1.1. Takagi H. Analysis of �nite-apaity M/G/1 queue with a resume level // PerformaneEvaluation. � 1985. � Vol. 5, �3. � P. 197-203.2. Áðàòié÷óê À.Ì. �ðàíè÷íi òåîðåìè äëÿ ñèñòåìè òèïóMθ/G/1/b ç âiäíîâëþþ÷èì ðiâíåìâõiäíîãî ïîòîêó //Óêð. ìàòåì. æóðí. � 2007. � Ò. 59, �7. � Ñ. 884-889.3. �ëåéêî ß. Ñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië iìîâiðíîñòåé ñòàíiâ äëÿ îäíîêàíàëüíî¨ ñèñòåìè ìà-ñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ ç âèìóøåíèìè ïåðåðâàìè â ðîáîòi //Âiñí. Ëüâiâ. óí-òó. Ñåð.ïðèêë. ìàòåì. òà ií�îðìàòèêà. � 2008. � Âèï. 14. � Ñ. 82-92.4. Æåðíîâèé Þ.Â. Ìàðêîâñüêi ìîäåëi ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ: Òåêñòè ëåêöié. � Ëüâiâ,2004.5. Îâ÷àðîâ Ë.À. Ïðèêëàäíûå çàäà÷è òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. � Ì., 1983.ERGODIC DISTRIBUTIONS FOR CERTAIN MODIFICATIONSOF THE M/M/1/m QUEUEING SYSTEMYuriy ZHERNOVYIIvan Franko National University of L'viv,79000, L'viv, Universytets'ka Str., 1e-mail: zyurvas�meta.uaFor the M/M/1/m queueing system with bloking of an input �ow from themoment of the beginning of the seond servie in a row to the moment of free



78 Þðié ÆÅ�ÍÎÂÈÉsystem suh ases are examined: 1) breaks in work are impossible (problem I);2) after n servies in a row a break in work of system ours (problem II).For the problem I and for the problem II as m ∈ [ n, 2n ]; m = n − 1; n = 1ergodi distributions of probabilities of states of system and of length of queueare obtained, and for m > n an algorithm for �nding of ergodi distributionis onstruted. In the ase of the M/M/1/∞ system onditions of existene ofergodi proess for the problem I and for the problem II as n = 1 are de�ned.An algorithm for �nding of ergodi distribution for generalized problem I, whenbloking of an input �ow ontinues from the start of (n+1)-th servie in a rowis o�ered.Key words: M/M/1/m queueing system, bloking of an input �ow, breaksin work, ergodi distribution of probabilities.Ý��ÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÄËß ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß M/M/1/mÞðèé ÆÅ�ÍÎÂÛÉËüâîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Èâàíà Ôðàíêî,79000, Ëüâîâ, óë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 1e-mail: zyurvas�meta.uaÄëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ M/M/1/m, â êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿáëîêèðîâàíèå âõîäíîãî ïîòîêà îò ìîìåíòà íà÷àëà âòîðîãî îáñëóæèâàíèÿïîäðÿä äî ìîìåíòà îñâîáîæäåíèÿ ñèñòåìû, ðàññìîòðåíû ñëó÷àè: 1) ïå-ðåðûâû â ðàáîòå íåâîçìîæíû (çàäà÷à I); 2) ïîñëå n îáñëóæèâàíèé ïîä-ðÿä îáúÿâëÿåòñÿ ïåðåðûâ â ðàáîòå ñèñòåìû (çàäà÷à II). Äëÿ çàäà÷è Iè äëÿ çàäà÷è II â ñëó÷àÿõ m ∈ [n, 2n]; m = n − 1; n = 1 ïîëó÷å-íû ýðãîäè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ñèñòåìû è äëè-íû î÷åðåäè, à äëÿ m > n ïîñòðîåí àëãîðèòì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýðãî-äè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îãðàíè÷åíèé íà äëèíóî÷åðåäè (ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ M/m/1/∞) îïðåäåëåíû óñëîâèÿ ñóùå-ñòâîâàíèÿ ýðãîäè÷åñêîãî ïðîöåññà äëÿ çàäà÷è I è äëÿ çàäà÷è II ïðè
n = 1. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿîáîáùåíèÿ çàäà÷è I, êîãäà áëîêèðîâàíèå âõîäíîãî ïîòîêà äëèòñÿ îò ìîìåí-òà íà÷àëà (n + 1)-ãî îáñëóæèâàíèÿ ïîäðÿä.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ M/M/1/m, áëîêèðîâàíèåâõîäíîãî ïîòîêà, ïåðåðûâû â ðàáîòå, ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿò-íîñòåé. Ñòàòòÿ íàäiéøëà äî ðåäêîëåãi¨ 10.03.2009Ïðèéíÿòà äî äðóêó 12.06.2009


