
ÂIÑÍÈÊ ËÜÂIÂ. ÓÍ-ÒÓ VISNYK LVIV UNIV.Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2009. Ser. Meh. Math. 2009.Âèï. 71. Ñ. 125�134 Is. 71. P. 125�134ÓÄÊ 517.956ÄÅßÊI ÍÅËIÍIÉÍI ÇÀÄÀ×I Ç ÂIËÜÍÈÌÈ ÌÅÆÀÌÈ ÄËß�IÏÅ�ÁÎËI×ÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ ÊÂÀÇIËIÍIÉÍÈÕ �IÂÍßÍÜÂîëîäèìèð ÊÈ�ÈËÈ×Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,79000, Ëüâiâ, âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1e-mail: vkyrylyh�ukr.netÇíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè ãëîáàëüíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i ç íåâiäîìîþëiíi¹þ êîíòàêòíîãî ðîçðèâó òà ëîêàëüíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi ñèíãóëÿðíî¨ çàäà÷iç âíóòðiøíiìè íåâiäîìèìè ìåæàìè äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì êâàçiëiíié-íèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó, çàïèñàíèõ âiäïîâiäíî ó êàíîíi÷íèõ �îðìàõ�iìàíà òà Øàóäåðà.Êëþ÷îâi ñëîâà: ãiïåðáîëi÷íà ñèñòåìà, êâàçiëiíiéíi ðiâíÿííÿ, íåâiäîìiìåæi, ìåòîä õàðàêòåðèñòèê.1. Âñòóï. Ñèñòåìè êâàçiëiíiéíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó âi-äiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ïðè ìîäåëþâàííi �içè÷íèõ ïðîöåñiâ ïðèðîäîçíàâñòâà. Äîòàêèõ ìîäåëåé, íàïðèêëàä, ìîæíà çàðàõóâàòè ðiâíÿííÿ Åéëåðà ãàçîâî¨ äèíàìiêè[1℄, ðiâíÿííÿ ìiëêî¨ âîäè [2℄ òîùî. Çà ñâî¹þ ñóòòþ öi ðiâíÿííÿ ¹ çàïèñîì çàêîíiâçáåðåæåííÿ ðiçíèõ �içè÷íèõ âåëè÷èí ó âèãëÿäi
∂u

∂t
+

∂F (u)

∂x
= 0.Íàïðèêëàä, â [3℄, äîáàâëÿþ÷è äî çàêîíó çáåðåæåííÿ iìïóëüñó âèçíà÷àëüíå ñïiââiäíî-øåííÿ, ÿêå õàðàêòåðèçó¹ äåÿêó �içè÷íó ñèñòåìó, îäåðæàíî ãiïåðáîëi÷íå ðiâíÿííÿ,ùî ìîäåëþ¹ ðóõ ó â'ÿçêî-ïðóæíèõ òiëàõ ç "ïàì'ÿòòþ"(âðàõóâàííÿ ïiñëÿäi¨ òà ðå-ëàêñàöi¨). Çãîäîì ç'ÿâèâñÿ iíøèé ïiäõiä, íiæ â [3℄, ÿêèé âðàõîâóâàâ çàïiçíåííÿ óâèçíà÷àëüíîìó ñïiââiäíîøåííi (çàêîí Êàòòàíåî-Ôóð'¹) [4℄-[5℄, ùî ïðèâîäèòü äî ãi-ïåðáîëi÷íî¨ ìîäåëi äè�óçi¨ [5℄, òîáòî çàñâiä÷ó¹ õâèëüîâó ïðèðîäó òåïëîïðîâiäíîñòi.Òîìó çàäà÷i ç âiëüíèìè ìåæàìè, ÿêi íàñàìïåðåä ïîâ'ÿçóþòü ç ïàðàáîëi÷íèìè òàåëiïòè÷íèìè ðiâíÿííÿìè [6℄, âèêîíóþòüñÿ i äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì [5℄.Ìè ðîçãëÿíóëè äâi íåëiíiéíi çàäà÷i ç íåâiäîìèìè (âiëüíèìè) ìåæàìè äëÿ ñèñòåìãiïåðáîëi÷íèõ êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó, çàïèñàíèõ âiäïîâiäíî â iíâà-ðiàíòàõ �iìàíà òà êàíîíi÷íié õàðàêòåðèñòè÷íié �îðìi (�îðìà Øàóäåðà) [7℄. Îäíà© Êèðèëè÷ Â., 2009



126 Âîëîäèìèð ÊÈ�ÈËÈ×ç íèõ óçàãàëüíþ¹ ðåçóëüòàòè äëÿ çàäà÷ iç êîíòàêòíèì ðîçðèâîì âçäîâæ íåâiäîìî¨ëiíi¨ [8℄-[9℄ íà âèïàäîê ãëîáàëüíî¨ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi, à â äðóãié, íà ïiäñòàâi iñíó-âàííÿ ¹äèíîãî ëîêàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèíãóëÿðíî¨ ãiïåðáîëi÷íî¨ êâàçiëiíiéíî¨ çàäà÷i[10℄, îòðèìàíî äîñòàòíi óìîâè ëîêàëüíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi ïîäiáíî¨ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè,çàïèñàíî¨ â çàãàëüíîìó âèãëÿäi.Äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíèõ òåîðåì òóò âèêîðèñòàíî ìåòîä õàðàêòåðèñòèê òà éîãîìîäè�iêàöi¨ â êîìáiíàöi¨ ç ïðèíöèïîì ñòèñêóþ÷èõ âiäîáðàæåíü i ìåòîäèêè, çàñòîñî-âàíî¨ â [10℄-[11℄.2. Ñïðÿæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ìiøàíî¨ çàäà÷i âçäîâæ íåâiäîìî¨ ëiíi¨. Íåõàéîáëàñòü DT = {(x, t) ∈ R
2 : 0 < t < T, s1(t) < x < s2(t)} ç ðóõîìèìè ìåæàìè

x = sj(t), t ∈ [0, T ), j ∈ {1, 2} íåâiäîìà ëiíiÿ x = s(t) : t ∈ [0, T ] ðîçáèâà¹ íà äâiïiäîáëàñòi: Ds−
T = {(x, t) ∈ R

2 : 0 < t < T, s1(t) < x < s(t)}, Ds+
T = {(x, t) ∈ R

2:
0 < t < T, s(t) < x < s2(t)}.�îçãëÿíåìî çàïèñàíó â iíâàðiàíòàõ ãiïåðáîëi÷íó ñèñòåìó êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü

∂u−
i

∂t
+ λ−

i (x, t, u−)
∂u−

i

∂x
= f−

i (x, t, u−), i ∈ {1, . . . , n}, â Ds−
T , (1)

∂u+
i

∂t
+ λ+

i (x, t, u+)
∂u+

i

∂x
= f+

i (x, t, u+), i ∈ {1, . . . , n}, â Ds+
T , (2)äå u−(x, t) = (u−

1 (x, t), . . . , u−
n (x, t)) (x, t) ∈ Ds−

T , u+(x, t) = (u+
1 (x, t), . . . , u+

n (x, t))

(x, t) ∈ Ds+
T � øóêàíi äiéñíîçíà÷íi �óíêöi¨, à λ±

i (x, t, u), (x, t, u) ∈ R
n+2, f±

i (x, t, u),
(x, t, u) ∈ R

n+2 � âiäîìi �óíêöi¨.Íåõàé ïîâåäiíêà �óíêöi¨ s îïèñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
ds

dt
= g(s, t, u±(s, t)), (3)äå (y, t) → u±(y, t) = (u−(y, t), u+(y, t)) : R × [0, T ] → R

2n, à (y, t, z) → g(y, t, z) :
R × [0, T ]× R

2n → R � âiäîìà �óíêöiÿ.Äîïîâíèìî ñèñòåìè (1)-(3) ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè âèãëÿäó
s(0) = s0, (4)

u−(x, 0) = α−(x), x ∈ [s0
1, s

0], u+(x, 0) = α+(x), x ∈ [s0, s0
2]. (5)Òóò s0

k

def
= sk(0), k ∈ {1, 2}, s0 ∈ (s0

1, s
0
2) � çàäàíå çíà÷åííÿ, α− = (α−

1 , . . . , α−
n ) :

[s0
1, s

0] → R
n, α+ = (α+

1 , . . . , α+
n ) : [s0, s0

2] → R
n � çàäàíi íàáîðè �óíêöié.Âèçíà÷èìî ìíîæèíè iíäåêñiâ I1, I2, I−, I+, J−, J+ :

I1 = {i ∈ {1, . . . , n} : λ−
i (s0

1, 0, α−(s0
1)) > s′1(0)};

I2 = {i ∈ {1, . . . , n} : λ+
i (s0

2, 0, α+(s0
2)) < s′2(0)};

I− = {i ∈ {1, . . . , n} : λ−
i (s0, 0, α−(s0)) < g(s0, 0, α±(s0))};

I+ = {i ∈ {1, . . . , n} : λ+
i (s0, 0, α+(s0)) > g(s0, 0, α±(s0))};

J− ⊂ {1, . . . , n}\I−, J+ ⊂ {1, . . . , n}\I+,äå α±(s0) = (α−(s0), α+(s0)). Íåõàé k−, k+ � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèí J−, J+.



ÄÅßÊI ÍÅËIÍIÉÍI ÇÀÄÀ×I Ç ÂIËÜÍÈÌÈ ÌÅÆÀÌÈ 127Ïðèïóñòèìî, ùî íà �iêñîâàíèõ ái÷íèõ ìåæàõ îáëàñòåé Ds−
T , Ds+

T çàäîâîëü-íÿþòüñÿ êðàéîâi óìîâè âèãëÿäó
u−

i (s1(t), t) = βi1(t), i ∈ I1, u+
i (s2(t), t) = βi2(t), i ∈ I2, (6)à íà âiëüíié ìåæi x = s(t) âèêîíóþòüñÿ óìîâè ñïðÿæåííÿ

u−
i (s(t), t) = γ−

i (s(t), t, ũ±(s(t), t)), i ∈ I−,

u+
i (s(t), t) = γ+

i (s(t), t, ũ±(s(t), t)), i ∈ I+,
(7)äå ũ±(s, t) = (ũ−(s, t), ũ+(s, t)), ũ− = (u−

i ), i ∈ J−, ũ+ = (u+
i ), i ∈ J+, ïðè÷îìó

βij(t) : R → R, γ±
i (s, t, ũ±) : R

k
−

+k++2 → R � âiäîìi �óíêöi¨.Íåõàé i ∈ {1, . . . , n}, s(t) : [0, T ] → R, u−(x, t) : Ds−
T → R

n � âèçíà÷åíi �óíêöi¨,à (x0, t0) ∈ Ds−
T . �îçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi

dx

dt
= λ−

i (x, t, u−(x, t)), x(t0) = x0.Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ïîçíà÷èìî ϕ−
i [u−](t; x0, t0). Âðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ñiì'þ �óíêöié àðãóìåíòó t ç ïàðàìåòðàìè x0, t0, ÿêà çàëåæèòüâiä âèáîðó �óíêöi¨ u−, òîáòî, iíøèìè ñëîâàìè, ñiì'þ îïåðàòîðiâ.Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿçîê ϕ−

i [u−](t; x0, t0) ïðè �iêñîâàíèõ i, s, u−, x0, t0 ìîæíàïðîäîâæèòè äî ïåðåòèíó ç ìåæåþ îáëàñòi Ds−
T . Íåõàé

χ−
i [u−, s](x0, t0) = min

{
t ∈ [0, t0] : (ϕ−

i [u−](t; x0, t0), t) ∈ Ds−
T

}
.Îòæå, �óíêöiÿ ϕ−

i [u−](t; x0, t0) áóäå âèçíà÷åíà íà âiäðiçêó [
χ−

i [u−, s](x0, t0), t0
], ïðè-÷îìó χ−

i [u−, s](x0, t0) ¹ ñiì'¹þ �óíêöiîíàëiâ ç ïàðàìåòðàìè x0, t0.Ïåðåïèøåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü (1) ó âèãëÿäi
du−

i (ϕ−
i [u−](t; x0, t0), t)

dt
=fi(ϕ

−
i [u−](t; x0, t0), t, u

−(ϕ−
i [u−](t; x0, t0), t)), i ∈ {1, . . . , n}.Ïðîiíòåãðó¹ìî êîæíå ðiâíÿííÿ îòðèìàíî¨ ñèñòåìè â ìåæàõ âiä χ−

i [u−, s](x0, t0) äî
t0. Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ñèñòåìó iíòåãðî-�óíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü

u−
i (x, t) = u−

i

(
ϕ−

i [u−](χ−
i [u−, s](x, t); x, t), χ−

i [u−, s](x, t)
)

+

+

t∫

χ
−

i
[u−,s](x,t)

f−
i

(
ϕ−

i [u−](τ ; x, t), τ, u−(ϕ−
i [u−](τ ; x, t), τ)

)
dτ,

i ∈ {1, . . . , n}, (x, t) ∈ Ds−
T . (8)Çàóâàæèìî, ùî ñèñòåìè (1) òà (8) åêâiâàëåíòíi â êëàñi �óíêöié (u−, s):

u− ∈ [C1(Ds−
T )]n, s ∈ C[0, T ], ïðîòå ðîçâ'ÿçîê îñòàííüî¨ ñèñòåìè ìîæå áóòè, âçàãàëiêàæó÷è, íå äè�åðåíöiéîâíèì.
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u+

i (x, t) = u+
i

(
ϕ+

i [u+](χ+
i [u+, s](x, t); x, t), χ+

i [u+, s](x, t)
)

+

+

t∫

χ
+

i
[u+,s](x,t)

f+
i

(
ϕ+

i [u+](τ ; x, t), τ, u+(ϕ+
i [u+](τ ; x, t), τ)

)
dτ,

i ∈ {1, . . . , n}, (x, t) ∈ Ds+
T , (9)ùî åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi (2) â êëàñi äîñòàòíüî ãëàäêèõ �óíêöié (u, s).Îçíà÷åííÿ 1. Óçàãàëüíåíèì ðîâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)-(7), âèçíà÷åíèì íà ÷àñîâîìóâiäðiçêó [0, T0], (0 < T0 6 T ) áóäåìî íàçèâàòè íàáið �óíêöié (u−, u+, s): u− ∈

∈
[
Lip(Ds−

T0
)
]n, u+ ∈

[
Lip(Ds+

T0
)
]n, s ∈ C1[0, T0], ùî çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìè (3), (8),(9), à òàêîæ óìîâè (4)-(7). ßêùî T0 < T , òî ðîçâ'ÿçîê íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíèì,ÿêùî æ T0 = T , òî � ãëîáàëüíèì.Íåõàé

U = max

{
max

x∈[s0
1
,s0]

|α−(x)|, max
x∈[s0,s0

2
]
|α+(x)|

}
+ 1, S = |g(s0, 0, α±(s0))| + 1.Âèçíà÷èìî òàêi ìíîæèíè:

D1
T,U = {(x, t, u) ∈ R

n+2 : 0 6 t 6 T, s1(t) 6 x 6 s2(t), |u| 6 U},

D2
T,U,S = {(s, t, u±) ∈ R

2n+2 : 0 6 t 6 T, s0 − St 6 s 6 s0 + St, |u±| 6 U},

D3
T,U,S = {(s, t, ũ±) ∈ R

k
−

+k++2 : 0 6 t 6 T, s0 − St 6 s 6 s0 + St, |ũ±| 6 U}.Òóò | · |� íîðìà â ïðîñòîði R
N â ñåíñi ìàêñèìóìó ìîäóëiâ.Ââåäåìî òàêîæ iíøi ïîçíà÷åííÿ

Λ = max
(x,t,u)∈D1

T,U

|λ±(x, t, u)|, F = max
(x,t,u)∈D1

T,U

|f±(x, t, u)|,

δ =
1

2
min

i∈{1,...,n}

{
|λ−

i (s0
1, 0, α−(s0

1)) − s′1(0)|, |λ+
i (s0

2, 0, α+(s0
2)) − s′2(0)|,

|λ−
i (s0, 0, α−(s0)) − g(s0, 0, α±(s0))|, |λ+

i (s0, 0, α+(s0)) − g(s0, 0, α±(s0))|
}

,i íåõàé λ0, f0, g0, α0, β0, γ0, S0 � ñòàëi Ëiïøèöÿ �óíêöié λ±
i , f±

i , g, α±
i , βij , γ±

i , sjçà âiäïîâiäíèìè çìiííèìè.Òåîðåìà 1 (ïðî ëîêàëüíó ðîçâ'ÿçíiñòü). Íåõàé âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:1) λ−
i ∈ Lip(D1

T,U ), λ+
i ∈ Lip(D1

T,U ), i ∈ {1, . . . , n};2) f−
i ∈ C(D1

T,U ) ∩ Lipx,u(D1
T,U ), f+

i ∈ C(D1
T,U ) ∩ Lipx,u(D1

T,U ), i ∈ {1, . . . , n};3) g ∈ Lip(D2
T,U,S);4) α−

i ∈ Lip[s0
1, s

0], α+
i ∈ Lip[s0, s0

2], i ∈ {1, . . . , n};5) βij ∈ Lip[0, T ], j ∈ {1, 2}, i ∈ Ij ;6) γ−
i ∈ Lip(D3

T,U,S), i ∈ I−, γ+
i ∈ Lip(D3

T,U,S), i ∈ I+;7) sj ∈ C1[0, T ], s′j ∈ Lip[0, T ], j ∈ {1, 2};
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i (s0

1) = βi1(0), i ∈ I1, α+
i (s0

2) = βi2(0), i ∈ I2,
α−

i (s0) = γ−
i (s0, 0, α̃±(s0)), i ∈ I−, α+

i (s0) = γ+
i (s0, 0, α̃±(s0)), i ∈ I+,äå α̃±(s0) = (α̃−(s0), α̃+(s0)), α̃−(s0) = (α−

i (s0)), i ∈ J−, α̃+(s0) = (α+
i (s0)),

i ∈ J+ (óìîâè ïîãîäæåííÿ).Òîäi íà ÷àñîâîìó âiäðiçêó [0, T0] iñíó¹ ¹äèíèé ëîêàëüíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çà-äà÷i (1)-(7).Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ ìîíîòîííèõ õàðàêòåðèñòèê �óíêöié:
F (x1, . . . , xn) ր (xk1

, . . . ) (âiäïîâiäíî ց (xk2
, . . . )) � �óíêöiÿ F íå ñïàäà¹ çàãðóïîþ àðãóìåíòiâ (xk1

, . . . ) ( íå çðîñòà¹ çà ãðóïîþ àðãóìåíòiâ (xk2
, . . . )).Ëåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè çíàêîñòàëîñòi òà ìîíîòîííîñòi:F): f−

i > 0, i ∈ I1, f−
i 6 0, i ∈ I− ∪ J−,

f+
i 6 0, i ∈ I2, f+

i > 0, i ∈ I+ ∪ J+;M1): λ−
i ր (x, u), λ+

i ր (x, u), i ∈ {1, . . . , n};M2): f−
i ր (x, u), f+

i ր (x, u), i ∈ {1, . . . , n};M3): α−
i ր (x), α+

i ր (x), i ∈ {1, . . . , n};M4): βi1 ց (t), i ∈ I1, βi2 ր (t), i ∈ I2;M5): γ−
i ր (t, ũ+) ց (ũ−), i ∈ I−, γ+

i ր (ũ−) ց (t, ũ+), i ∈ I+.Òîäi, ÿêùî (u−, u+, s) � óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1)-(7), u− ր (x), u+ ր (x),òî Au−[u−, s] ր (x), Au+[u+, s] ր (x), äå îïåðàòîðè Au−, Au+ âèçíà÷àþòüñÿ ïðà-âèìè ÷àñòèíàìè (8), (9).Â DT äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ R
N1 , y ∈ R

N2 ÷åðåç |x, y| ïîçíà÷èìî ìàêñèìóì íîðì
|x|, |y|.Òåîðåìà 2 (ïðî ãëîáàëüíó ðîçâ'ÿçíiñòü). Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè:1) λ−

i ∈ Liploc(DT × R
n), λ+

i ∈ Liploc(DT × R
n), i ∈ {1, . . . , n};2) f−

i ∈ C(DT × R
n) ∩ Lipx,u,loc(DT × R

n),

f+
i ∈ C(DT × R

n) ∩ Lipx,u,loc(DT × R
n), i ∈ {1, . . . , n};3) g ∈ Liploc(R × [0, T ]× R

2n);4) α−
i ∈ Lip[s0

1, s
0], α+

i ∈ Lip[s0, s0
2], i ∈ {1, . . . , n};5) βij ∈ Lip[0, T ], j ∈ {1, 2}, i ∈ Ij ;6) γ−

i ∈ Liploc([0, T ]× R
k
−

+k+), i ∈ I−, γ+
i ∈ Liploc([0, T ] × R

k
−

+k+), i ∈ I+;7) sj ∈ C1[0, T ], s′j ∈ Lip[0, T ], j ∈ {1, 2};8) ïîãîäæåííÿ 9) òåîðåìè 1;9) çíàêîñòàëîñòi òà ìîíîòîííîñòi ëåìè 1;10) îáìåæåííÿ íà çðîñòàííÿ âèõiäíèõ äàíèõ:G1): |f−(x, t, u), f+(x, t, u)| 6 f1(1 + |x, u|);G2): |g(s, t, u±)| 6 g1(1 + |s, u±|);G3): |γ−(t, ũ±), γ+(t, ũ±)| 6 γ1(1 + |ũ±|);11) (λ−
i − s′1)(λ

+
i − s′2)(λ

−
i − g)(λ+

i − g) 6= 0, i ∈ {1, . . . , n};12) s1(t)+St < s0 < s2(t)−St (ñòàëà S âèçíà÷à¹òüñÿ âèõiäíèìè äàíèìè çàäà÷i).Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ãëîáàëüíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1)-(7).



130 Âîëîäèìèð ÊÈ�ÈËÈ×Äîâåäåííÿ îáèäâîõ òåîðåì ç íåçíà÷íèìè çìiíàìè ïîâòîðþ¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè1 i òåîðåìè 2 ç [11℄.3. Âèïàäîê ãiïåðáîëi÷íî¨ êâàçiëiíiéíî¨ ñèñòåìè â êàíîíi÷íié �îðìiØàóäåðà. Â ïðÿìîêóòíèêó Π(T0) = {(x, t) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T0}, äå l > 0, T0 > 0� äåÿêi ñòàëi, ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
∂u

∂t
+ D̃

∂u

∂x
= d, (10)â ÿêié D̃(x, t, u, v) ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi m × m, d = (d1, ..., dm)T , u = (u1, ..., um)T ,

v = (v1, ..., vn)T , ïðè÷îìó �óíêöi¨ u(x, t), (x, t) ∈ Π(T0), v(x, t), (x, t) ∈ Π(T0) �íåâiäîìi, à çàëåæíîñòi D̃(x, t, u, v), d(x, t, u, v) � çàäàíi.Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèöÿ D̃ ìà¹ òiëüêè äiéñíi âëàñíi çíà÷åííÿ λ1(x, t, u, v), ...,
λm(x, t, u, v) i ìîæå áóòè çâåäåíà äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó (iñíó¹ áàçà ç ëiâèõ âëàñ-íèõ âåêòîðiâ g1(x, t, u, v), ..., gm(x, t, u, v)), òîáòî ñèñòåìà (10) � ãiïåðáîëi÷íà.ßê âiäîìî [7℄, øëÿõîì ìíîæåííÿ çëiâà ðiâíÿíü ñèñòåìè (10) íà âåêòîðè
g1, ..., gm, (10) ìîæå áóòè ïåðåòâîðåíà äî âèãëÿäó

m∑

k=1

gi
k

(∂uk

∂t
+ λi

∂uk

∂x

)
= fi, fi := gid, i ∈ {1, ..., m}, (11)ÿêèé â [9℄ íàçèâàþòü êàíîíi÷íîþ �îðìîþ Øàóäåðà, à â [7℄ � õàðàêòåðèñòè÷íîþêàíîíi÷íîþ �îðìîþ âèõiäíî¨ ñèñòåìè.Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ [7℄ ìîæëèâå ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè (10) äî êàíîíi÷íîãî âè-ãëÿäó â iíâàðiàíòàõ �iìàíà

∂zi

∂t
+ λi

∂zi

∂x
= pi, i ∈ {1, ..., m}, (12)äå zi � íîâi íåâiäîìi �óíêöi¨ (iíâàðiàíòè �iìàíà).Ñèñòåìà (10) çàâæäè ìà¹ âèãëÿä (12), ÿêùî ìàòðèöÿ D̃ � äiàãîíàëüíà. ßêùîêiëüêiñòü ðiâíÿíü ñèñòåìè (10) m > 3, òî ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè (10) äî âèãëÿäó (12)íå çàâæäè ìîæëèâå [7℄, ùî â äåÿêèõ âèïàäêàõ çíà÷íî çâóæó¹ îáëàñòü çàñòîñóâàíü.Íàïðèêëàä, äëÿ ñèñòåìè ç òðüîõ ðiâíÿíü ãàçîâî¨ äèíàìiêè â çàãàëüíîìó âèïàäêóòàêèé ïåðåõiä íåìîæëèâèé [7℄. Òîìó ìè ðîçãëÿíåìî âèõiäíó ñèñòåìó â �îðìi (11).�àçîì ç ñèñòåìîþ (11) áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñèñòåìó

∂vj

∂x
= qj(x, t, u, v), j ∈ {1, ..., n}, (13)ëiâó ÷àñòèíó ÿêî¨ �îðìàëüíî ìîæíà îòðèìàòè ç ëiâî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè (12), ÿêùîäåÿêi ç λi = ∞. Öå âiäïîâiäà¹ âèïàäêó, êîëè â ñóöiëüíîìó ñåðåäîâèùi, ÿêå ìî-äåëþ¹òüñÿ ñèñòåìàìè (10), (13), ÷àñòèíà çáóðåíü (íàïðèêëàä, ìåõàíi÷íèõ) ïîøè-ðþ¹òüñÿ çi ñêií÷åííèìè øâèäêîñòÿìè (λ1, ..., λm � ñêií÷åííi), à ÷àñòèíà (íàïðèêëàä,åëåêòðîìàãíiòíèõ) � ç íåñêií÷åííèìè.Êðiì òîãî, îäíî÷àñíî ç ñèñòåìàìè (11),(13) áóäåìî òàêîæ ðîçãëÿäàòè ñèñòåìó

dsj

dt
= rj(t, s, u(sj(t), t), v(sj(t), t)), j ∈ {1, ..., n}, (14)äå s = (s1, ..., sn)T . �îçâ'ÿçêè ñèñòåìè (14) áóäåìî íàçèâàòè íåâiäîìèìè (âíóòðiøíi-ìè) ìåæàìè.



ÄÅßÊI ÍÅËIÍIÉÍI ÇÀÄÀ×I Ç ÂIËÜÍÈÌÈ ÌÅÆÀÌÈ 131Îòæå, ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (11), (13), (14) áóäå âïîðÿäêîâàíà òðiéêà (u, v, s). Äëÿñèñòåìè (11), (13), (14) çàäàìî òàêi ïî÷àòêîâi òà êðàéîâi óìîâè:
u(x, 0) = α(x), 0 ≤ x ≤ ℓ, (15)

sj(0) = cj , j ∈ {1, . . . , n}, 0 ≤ cj ≤ ℓ, (16)
ui(0, t) = γ0

i (t, u(0, t)), i ∈ I0
+ = {i| sgn(λi(0, 0, 0, 0)) = 1}, (17)

ui(ℓ, t) = γℓ
i (t, u(ℓ, t)), i ∈ Iℓ

− = {i| sgn(λi(ℓ, 0, 0, 0)) = −1}, (18)
vj(sj(t), t) = βj(t), j ∈ {1, . . . , n}. (19)Ïîçíà÷èìî ïàðó (u, v) = w i ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ âèõiäíèõ äàíèõ çàäà÷i (11),(13)-(19) âèêîíóþòüñÿ óìîâè À1-À12 ç [10℄. Íåõàé òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà.À13. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç hik(x, t, w) åëåìåíòè ìàòðèöi H̃, îáåðíåíî¨ äî ìàòðèöi G̃,ó ñòði÷êàõ ÿêî¨ ñòîÿòü ëiâi âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi D̃. Ïðèïóñòèìî, ùî �óíêöiîíàëü-íi ìàòðèöi G̃, H̃ âèçíà÷åíi â îáëàñòi D(T0, P0) = Π(T0)× {w| w ∈ R

m+n, ||w|| 6 P0},à �óíêöi¨ hik(x, t, w) i gi
k(x, t, w), i, k ∈ {1, ..., m} îáìåæåíi çà ìîäóëåì äåÿêèìèñòàëèìè G, H âiäïîâiäíî. Êðiì òîãî, iñíóþòü íåâiä'¹ìíi ñóìîâíi íà [0, T0] �óíêöi¨

H1(t), H2(t), G1(t), G2(t) òàêi, ùî ìàéæå äëÿ âñiõ t ∈ [0, T0] ïðè (x1, t, w1) ∈ D(T0, P0),
(x2, t, w2) ∈ D(T0, P0) âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi:

|hik(x1, t, w1) − hik(x2, t, w2)| 6 H1(t)|x1 − x2| + H2(t)|w1 − w2|;

|gi
k(x1, t, w1) − gi

k(x2, t, w2)| 6 G1(t)|x1 − x2| + G2(t)|w1 − w2|; k, i ∈ {1, ..., m}.Ââiâøè ÿê i â [10℄, äëÿ çàäàíî¨ �óíêöi¨ w ðiâíÿííÿ õàðàêòåðèñòèê
ẋ = λi(x, t, w), i ∈ {1, . . . , m}, (20)ðîçâ'ÿçêè ÿêîãî ïîçíà÷èìî ÷åðåç ϕi(τ ; x, t, w), ϕi(t; x, t, w) = x, àáî êîðîòêî ïîçíà÷à-òèìåìî x = ϕi(τ). Òîäi ëiâó ÷àñòèíó ñèñòåìè (11) ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê:

m∑

k=1

gi
k

duk

dt

∣∣∣
x=ϕi(τ)

= fi, i ∈ {1, . . . , m}. (21)Äëÿ äîâiëüíèõ �óíêöié (x, t) 7→ z(x, t) i (x, t, z) 7→ ζ(x, t, z) ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ
z[ϕi(τ)] = z(ϕi(τ), τ), ζ[ϕi(τ)] = ζ(ϕi(τ), τ, z(ϕi(τ), τ). Ïîçíà÷èìî χi = χi(x, t, z), äå
χi(x, t, z) - ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ τ , ïðè ÿêîìó âèçíà÷åíà �óíêöiÿ ϕi(τ) ¹ ðîçâ'ÿçêîìçàäà÷i (20).Ëåãêî äîâåñòè, ùî ïðè çðîáëåíèõ ïðèïóùåííÿõ äëÿ �óíêöié gi

k ìàéæå âñþäèiñíó¹ ïîõiäíà âçäîâæ âiäïîâiäíî¨ õàðàêòåðèñòèêè. Öå äà¹ çìîãó ïðîiíòåãðóâàòè (21)âçäîâæ õàðàêòåðèñòèê çà ÷àñòèíàìè (äèâ. [10℄)
m∑

k=1

(gi
kuk)

∣∣∣
t

χi

−

t∫

χi

m∑

k=1

uk[ϕi(τ)]
dgi

k

dτ
[ϕi(τ)]dτ =

t∫

χi

fi[ϕi(τ)]dτ, i ∈ {1, ..., m}.Âðàõîâóþ÷è óìîâè äëÿ u, îäåðæèìî
m∑

k=1

gi
k(x, t, w(x, t))uk(x, t) =

m∑

k=1

(
gi

k[ϕi(χi)]uk[ϕ(χi)] ± gi
k(x, t, w(x, t))uk [ϕ(χi)]+
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+

t∫

χi

m∑

k=1

uk[ϕi(τ)]
dgi

k

dτ
[ϕi(τ)]dτ

)
+

t∫

χi

fi[ϕi(τ)]dτ.Îäíàê
gi

k[ϕi(χi)] − gi
k(x, t, w(x, t))uk(ϕi(t)) = −

t∫

χi

dgi
k

dτ
[ϕi(τ)]uk(ϕi(χi))dτ.Òîìó

m∑
k=1

gi
k(x, t, w(x, t))uk(x, t) =

m∑
k=1

gi
k(x, t, w(x, t))uk [ϕi(χi)]+

+
m∑

k=1

t∫
χi

dgi
k

dτ
[ϕi(τ)]

(
uk[ϕi(τ)] − uk[ϕ(χi)]

)
dτ +

t∫
χi

fi[ϕi(τ)]dτ, i ∈ {1, ..., m}.
(22)Ïîìíîæèìî (22) íà åëåìåíòè hik îáåðíåíî¨ äî G ìàòðèöi H òà ïiäñóìîâóþ÷è çà k,îäåðæèìî

ui(x, t) = ui(ϕi(χi)) +
m∑

j=1

hij(x, t, w(x, t))
m∑

k=1

t∫
χj

dg
j
k

dτ
[ϕj(τ)]

(
uk[ϕj(τ)]−

−uk[ϕj(χj)]
)
dτ +

m∑
j=1

hij(x, t, w(x, t))
t∫

χj

fj[ϕj(τ)]dτ, i ∈ {1, ..., m}.

(23)Çíà÷åííÿ uk[χi] âèçíà÷àþòü ç óðàõóâàííÿì ïî÷àòêîâèõ i êðàéîâèõ óìîâ.Â ðåçóëüòàòi, ïîçíà÷èâøè ïðàâi ÷àñòèíè îòðèìàíèõ ðiâíîñòåé ÷åðåç U{w}, ïðè-õîäèìî äî çàïèñó u = U{w}.Àíàëîãi÷íî, iíòåãðóþ÷è (13) çà x i (14) çà t, îäåðæèìî âiäïîâiäíî v = L{w, s},
s = C{w, s}.Îòæå, ñèìâîëi÷íî âèõiäíó çàäà÷ó ìîæíà çàïèñàòè ÿê ñèñòåìó iíòåãðî-îïåðà-òîðíèõ ðiâíÿíü

(u, v, s) = S{u, v, s}, S = (U, L, C). (24)Îçíà÷åííÿ 2. Ëiïøèöåâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (24) áóäåìî íàçèâàòè óçàãàëüíåíèìíåïåðåðâíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (11), (13)-(19).Òåîðåìà 3. Ïðè çðîáëåíèõ âèùå ïðèïóùåííÿõ, iñíó¹ òàêå T > 0, ùî â ïðÿìîêóò-íèêó Π(T ) iñíó¹ ¹äèíèé óçàãàëüíåíèé íåïåðåðâíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (11), (13)-(19).Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ïðîâîäèòüñÿ çà ñõåìîþ, ÿêà àíàëîãi÷íà äî äîâåäåííÿâiäïîâiäíî¨ òåîðåìè âèêëàäåíî¨ â [10℄ i íàëåæèòü äî âèïàäêó âèõiäíî¨ äiàãîíàëüíî¨ìàòðèöi D̃, òîáòî äî ñèñòåìè, çàïèñàíî¨ â iíâàðiàíòàõ �iìàíà.1. Åâñååâ Å.�. Êâàçèìîíîòîííûå ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ íåêîòîðûõ ñèñòåì ãèïåðáî-ëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà / Åâñååâ Å.�., Óáèëîâà Ì.�., Øîíèÿ Â.Â.//Ìàòåìàòè÷. ìîäåëèðîâàíèå. � 1991. � Ò. 3, �5. � Ñ. 81-85.2. Âîëüöèíãåð Í.Å. Äëèííûå âîëíû íà ìåëêîé âîäå / Âîëüöèíãåð Í.Å. � Ë.: �èäðîìå-òåîèçäàò, 1985.



ÄÅßÊI ÍÅËIÍIÉÍI ÇÀÄÀ×I Ç ÂIËÜÍÈÌÈ ÌÅÆÀÌÈ 1333. Èøëèíñêèé À.Þ.Ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ ïðè íàëè÷èè íåëèíåéíîãî çàêîíà ïî-ñëåäåéñòâèÿ è ðåëàêñàöèè / Èøëèíñêèé À.Þ. //Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà.�1940. � Ò. IV, Âûï. 1. � Ñ. 79-92.4. Coleman B.D. On the thermodynamis od seond sound in dialetri rystals / Cole-man B.D., Fabrizio M., Owen D. R. //Arh. for Rat. Meh. and Anal. � 1982. � Vol. 80,�2. � P. 135-158.5. Gupta S.C. The lassial Stefan problem: basi onepts, modeling and analysis / Gupta S.C.� Amsterdam: Elsevier, 2003.6. Äàíèëþê È.È. Çàäà÷à Ñòå�àíà / Äàíèëþê È.È. //Óñïåõè ìàò. íàóê. � 1985. � Ò. 4, �5.� C. 133-185.7. �îæäåñòâåíñêèé Á.Ë. Ñèñòåìû êâàçèëèíåéíûõ ópàâíåíèé è èõ ïðèëîæåíèÿ ê ãàçîâîéäèíàìèêå / �îæäåñòâåíñêèé Á.Ë., ßíåíêî H.H. � Ì.: Hàóêà, 1978.8. Êàçàêîâ Ê. Þ. Ëîêàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ êâàçèëèíåéíîé ãèïåð-áîëè÷åñêîé ñèñòåìû ñ âíóòðåííåé ñâîáîäíîé ãðàíèöåé / Êàçàêîâ Ê.Þ., Ìîðîçîâ Ñ.Ô.//Äè��åðåíö. è èíòåãð. óðàâíåíèÿ � 1994. � �4. � Ñ. 57�66.9. Turo J. Mixed problems for quasilinear hyperboli systems / Turo J. //Nonlin. Anal.,Theory, Meth., Appl. � 1997. � Vol. 30, �4. � P. 2329-2340.10. Êèðèëè÷ Â. Ì. Ëîêàëüíà ãëàäêà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i ç âiëüíèìè ìåæàìè äëÿ ñèíãóëÿð-íèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü / Êèðèëè÷ Â., Ôiëiìîíîâ À. //Âiñí.Ëüâiâ. ó-òó. Ñåð. ìåõ.-ìàò. � 2008. � Âèï. 68. � Ñ. 120-156.11. Àíäðóñÿê �.Â. Ëîêàëüíàÿ è ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòè êâàçèëèíåéíîé ãèïåðáîëè-÷åñêîé çàäà÷è Ñòå�àíà íà ïðÿìîé / Àíäðóñÿê �.Â., Êèðèëè÷ Â.Ì., Ìûøêèñ À.Ä.//Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ. � 2006. � Ò. 42, �4. � Ñ. 489-503.SOME NONLINEAR FREE BOUNDARY PROBLEMS FORHYPERBOLIC SYSTEMS OF QUASI-LINEAR EQUATIONSVolodymyr KYRYLYCHIvan Franko National University of L'viv,79000, L'viv, Universytets'ka Str., 1e-mail: vkyrylyh�ukr.netThe su�ient onditions of the global solvability of the problem withunknown line of ontat break are established and wee obtain the loal solvabi-lity of singular problem with internally free boundaries for hyperboli systemsof quasi-linear �rst order equations in anonial Riemann's and Shauder'sforms respetively.Key words: hyperboli system, free boundary problems, method ofharateristi, quasi-linear equation.
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