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h. Math. 2009.Âèï. 71. Ñ. 142�155 Is. 71. P. 142�155ÓÄÊ 517.4 Ï�Î ÎÏÅ�ÀÒÎ�È Ø�ÅÄÈÍ�Å�À ÒÀØÒÓ�ÌÀ-ËIÓÂIËËß Ç δ′-ÏÎÒÅÍÖIÀËÀÌÈÑòåïàí ÌÀÍÜÊÎËüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,79000, Ëüâiâ, âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1e-mail: s−manko@franko.lviv.ua�îçãëÿíóòî ìîäåëi êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, â ÿêèõ âèíèêà¹ îäíîâèìiðíèéîïåðàòîð Øðåäèí åðà ç ïñåâäîïîòåíöiàëîì αδ′(x), äå δ(x) � �óíêöiÿ Äi-ðàêà. Äîñëiäæåíî ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi òà ïîâåäiíêó êîå�iöi¹íòiâ ðîç-ñiÿííÿ äëÿ ñiì'¨ ðåãóëÿðèçîâàíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ ç ïîòåíöiàëàìè âèãëÿäó
αε−2Ψ(ε−1x), ÿêi ïðè ε → 0 â òîïîëîãi¨ óçàãàëüíåíèõ �óíêöié ïðÿìóþòüäî αδ′(x). Äîâåäåíî, ùî ðåàëiçàöiÿ òî÷íî¨ ìîäåëi çàëåæèòü âiä ñïîñîáó ðå-ãóëÿðèçàöi¨, à ñàìå âiä ïðî�iëþ Ψ. Âèÿâëåíî å�åêò ðåçîíàíñó äëÿ éìîâið-íîñòi ïðîõîäæåííÿ êðiçü αδ′-áàð'¹ð. Äîñëiäæåíî ãðàíè÷íó ïîâåäiíêó ñïå-êòðà òà ÷èñòèõ ñòàíiâ îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëióâiëëÿ ç ëîêàëüíèì çáóðåííÿìïîòåíöiàëó âèãëÿäó αε−2Ψ(ε−1x).Êëþ÷îâi ñëîâà: oïåðàòîð Øðåäèí åðà, òî÷íi ìîäåëi, δ′-ïîòåíöiàë, ðå-çîíàíñíà ìíîæèíà, �óíêöiÿ çâ'ÿçêó.1. Âñòóï. Ó êâàíòîâié ìåõàíiöi, àòîìíié �içèöi òà �içèöi òâåðäèõ ñòàíiâ ÷àñòîçàñòîñîâóþòü ìîäåëi, äå âèíèêàþòü îïåðàòîðè Øðåäèí åðà çi ñèíãóëÿðíèìè ïîòåí-öiàëàìè, à ñàìå ïîòåíöiàëàìè, ÿêi çîñåðåäæåíi íà äèñêðåòíié ìíîæèíi òî÷îê. Òàêiìîäåëi â íàóêîâié ëiòåðàòóði íàçèâàþòü òî÷íèìè, òîìó ùî ðåçîëüâåíòè âiäïîâiäíèõîïåðàòîðiâ áóäóþòüñÿ ÿâíî, ùî äà¹ çìîãó îá÷èñëèòè îñíîâíi �içè÷íi é ìàòåìàòè÷íiõàðàêòåðèñòèêè: ñïåêòð, âëàñíi �óíêöi¨, êîå�iöi¹íòè ðîçñiÿííÿ òà ií.�àìiëüòîíiàíàì çi ñèíãóëÿðíèìè ïîòåíöiàëàìè òðåáà íàäàòè ñòðîãîãî ìàòåìà-òè÷íîãî ñåíñó, òîáòî ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè, ïîçàÿê ëè-øå òàêi çàñòîñîâóþòü ó êâàíòîâié ìåõàíiöi. Äóæå ÷àñòî öå çàâäàííÿ äîñèòü ñêëàäíå,áî âèíèêà¹ ïðîáëåìà ìíîæåííÿ óçàãàëüíåíèõ �óíêöié, îäíà ç ÿêèõ ¹ ïîòåíöiàëîì,à iíøà � ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ, îäíàê ó ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ �óíêöié D′(Rn) íåìîæíà âèçíà÷èòè ìíîæåííÿ ðîçïîäiëiâ, ÿêå á óñïàäêîâóâàëî îñíîâíi âëàñòèâîñòi
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Ï�Î ÎÏÅ�ÀÒÎ�È Ø�ÅÄÈÍ�Å�À ÒÀ ØÒÓ�ÌÀ-ËIÓÂIËß ... 143ìíîæåííÿ íåïåðåðâíèõ �óíêöié. ×àñîì ïðîáëåìà òðàêòóâàííÿ ãàìiëüòîíiàíiâ çi ñèí-ãóëÿðíèìè ïîòåíöiàëàìè ïðèâîäèòü äî òðèâàëèõ äèñêóñié ñåðåä ìàòåìàòèêiâ i �içè-êiâ. Êîæåí äîñëiäíèê íàìàãà¹òüñÿ ïî-ñâî¹ìó íàäàòè ìàòåìàòè÷íîãî ñåíñó äè�åðåí-öiàëüíèì îïåðàòîðàì iç óçàãàëüíåíèìè �óíêöiÿìè ó êîå�iöi¹íòàõ, ùî âiäïîâiäàþòüòié ÷è iíøié òî÷íié ìîäåëi. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ ïðîáëåìè â ïðàöi [3℄ âïåðøå, ÿêíàì âiäîìî, çàñòîñóâàëè òåîðiþ �îí Íåéìàíà ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷-íèõ îïåðàòîðiâ. Äîñòàòíüî äåòàëüíó áiáëiîãðà�iþ ïðî äîñëiäæåííÿ ãàìiëüòîíiàíiâ çïñåâäîïîòåíöiàëàìè ìîæíà çíàéòè â êíèãàõ [1, 2℄. Âàæëèâèé âíåñîê ó äîñëiäæåííÿòî÷íèõ ìîäåëåé çðîáèëè âiò÷èçíÿíi ìàòåìàòèêè [10℄-[14℄.Ó �içè÷íié ëiòåðàòóði òðàïëÿþòüñÿ ìîäåëi äâîõ òèïiâ. Ïåðøi ç íèõ íå÷óòëèâiäî ñïîñîáó ðåãóëÿðèçàöi¨ ïîòåíöiàëó, íàïðèêëàä, ãàìiëüòîíiàí ç δ-ïîòåíöiàëîì. Iíøiæ ìîäåëi çàëåæàòü âiä öi¹¨ ðåãóëÿðèçàöi¨, òîáòî ç ìàòåìàòè÷íîãî ïîãëÿäó ìiñòÿòü�ïðèõîâàíi ïàðàìåòðè�. Â òàêèõ ìîäåëÿõ âèáið ãàìiëüòîíiàíà íåîäíîçíà÷íèé i çàëå-æàòèìå âiä ïðî�iëþ ïîòåíöiàëó ëîêàëüíî¨ äi¨ â ðåàëüíié �içè÷íié ìîäåëi. À, îòæå,âñi ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi òà ìàòðèöÿ ðîçñiÿííÿ òåæ çàëåæàòèìóòü âiä øëÿõó ðå-ãóëÿðèçàöi¨.1.1. Ùî òàêå δ′-ïîòåíöiàë: iñòîðè÷íèé ðàêóðñ. Îäíèì iç ïåðøèõ îïåðàòîðiâ,òðàêòóâàííÿ ÿêîãî çóìîâèëî çíà÷íi òðóäíîùi, áóâ îïåðàòîð ç δ′-ïîòåíöiàëîì
Aα = − d2

dx2
+ αδ′(x),

δ′ � ïîõiäíà �óíêöi¨ Äiðàêà, α � äiéñíà ñòàëà, ÿêó íàçèâàþòü ñòàëîþ çâ'ÿçêó. Çàóâà-æèìî òàêå: êîëè äîáóòîê δ′(x)y(x) ðîçóìiòè ÿê y(0)δ′(x) − y′(0)δ(x), òî ïðè α 6= 0ðiâíÿííÿ Aαy = λy íå ìà¹ æîäíîãî ðîçâ'ÿçêó â D′(R), îêðiì íóëüîâîãî.Ïåðøèìè âiäîìèìè íàì ïóáëiêàöiÿìè, ÿêi òëóìà÷àòü îïåðàòîð Aα, áóëè êíè-ãà [1℄ òà ñòàòòi [5, 6, 7℄. Ïðè÷îìó â ëiòåðàòóði ðîçðiçíÿþòü äâà �içè÷íi �åíîìåíè,ïîâ'ÿçàíi ç ïîõiäíîþ �óíêöi¨ Äiðàêà, à ñàìå δ′-âçà¹ìîäiÿ òà δ′-ïîòåíöiàë. Ñ. Àëüáå-âåðiî, Ô. �åçòåçi, �. Õîåã-Êðîí òà Õ. Õîëäåí [1℄ äîñëiäæóþòü ñiì'þ ñàìîñïðÿæåíèõîïåðàòîðiâ Tβ = − d2

dx2 iç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ
D(Tβ) = {f ∈ W 2

2 (R \ 0) : f ′(−0) = f ′(+0), f(+0) − f(−0) = βf ′(0)}, (1)ÿêà îïèñó¹ ÿâèùå δ′-âçà¹ìîäi¨ i âiäïîâiäà¹ åâðèñòè÷íîìó îïåðàòîðó
− d2

dx2
+ c|δ′(x) 〉 〈 δ′(x)|,äå |g 〉 〈 g| � ïîçíà÷åííÿ îïåðàòîðà ðàíãó 1

(|g 〉 〈 g|ϕ 〉)(x) = g(x)

∫

R

g(y)ϕ(y) dy.Òóò β � íîðìóâàëüíà êîíñòàíòà, ÿêà çàëåæèòü âiä ñòàëî¨ çâ'ÿçêó c. Ïèòàííÿ ïðîòðàêòóâàííÿ ãàìiëüòîíiàíà Aα ðîçãëÿíóòî â [5℄. Òàêèé îïåðàòîð íàçèâàþòü ãàìiëü-òîíiàíîì äèïîëüíî¨ δ-âçà¹ìîäi¨ àáî δ′-ïîòåíöiàëîì, ÿêùî δ′ ðîçóìiòè ÿê ãðàíèöþëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨
1

2ε

(

δ(x + ε) − δ(x − ε)
)äâîõ δ-�óíêöié â òîïîëîãi¨ D′(R).



144 Ñòåïàí ÌÀÍÜÊÎÍàäàëi ïîñëiäîâíiñòü âèãëÿäó ε−2Ψ(ε−1x), äå Ψ ∈ C∞
0 (R), íàçèâàòèìåìî δ′-ïî-äiáíîþ, ÿêùî öÿ ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ äî δ′(x) â D′(R). Ôóíêöiþ Ψ íàçèâàòèìå-ìî δ′-ïîäiáíèì ïðî�iëåì. Â [5℄ ïîêàçàíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ãàìiëüòîíiàíà âèãëÿäó

ε−2V (ε−1x), äå �óíêöiÿ V ¹ �óíêöi¹þ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì i ìà¹ íóëüîâå ñåðåäí¹,ãðàíè÷íèé îïåðàòîð ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ S− ⊕ S+ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà íà ïiâîñÿõ
R±, äå S± = − d2

dx2 , D(S±) = {f ∈ W 2
2 (R±) : f(0) = 0}. Àëå δ′-ïîäiáíi ïîòåíöiàëè ¹÷àñòêîâèì âèïàäêîì öüîãî çáóðåííÿ. Òîìó â òî÷íié ìîäåëi, ÿêié âiäïîâiäà¹ öÿ ïðÿìàñóìà, δ′-áàð'¹ð ìà¹ áóòè íåïðîíèêíèì.Ïðîòå â ïðàöÿõ [16, 17, 18℄ ÿâíî îá÷èñëåíi êîå�iöi¹íòè ðîçñiÿííÿ íà êóñêîâî-ñòàëîìó δ′-ïîäiáíîìó ïîòåíöiàëi ç ïðî�iëåì Ψ(ξ) = χ[−1,1] sign ξ, äå χK � õàðàêòå-ðèñòè÷íà �óíêöiÿ ìíîæèíè K, i îïèñàíî öiêàâèé å�åêò. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî iñíó¹ çëi-÷åííà ìíîæèíà çíà÷åíü ñòàëèõ çâ'ÿçêó {αn}n∈N, äëÿ ÿêèõ ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ éìî-âiðíîñòi ïðîõîäæåííÿ êðiçü δ′-áàð'¹ð ¹ íåíóëüîâèì. Öi ñòàëi çíàõîäÿòü ç äåÿêîãîòðàíñöåíäåíòíîãî ðiâíÿííÿ. Òàêå ÿâèùå íàçèâàòèìåìî ÿâèùåì ðåçîíàíñó äëÿ êîå-�iöi¹íòà ïðîõîäæåííÿ.Âàðòî çàóâàæèòè, ùî â ëiòåðàòóði òðàïëÿþòüñÿ é iíøi îçíà÷åííÿ δ′-ïîòåíöiàëó.Â [14℄, [15℄ ãàìiëüòîíiàí ç δ′-ïîòåíöiàëîì òðàêòóþòü ÿê îïåðàòîð äðóãî¨ ïîõiäíî¨ â

L2(R), âèçíà÷åíèé íà W 2
2 (R \ 0), ç óìîâàìè ñïðÿæåííÿ

f(+0) − f(−0) =
α

2
(f(+0) + f(−0)),

f ′(+0) − f ′(−0) = −α

2
(f ′(+0) + f ′(−0)).

(2)Òàêå îçíà÷åííÿ îïèðàëîñÿ íà óçàãàëüíåíi �óíêöi¨ Äiðàêà òà ¨¨ ïîõiäíèõ íà âèïà-äîê ðîçðèâíèõ ó íóëi ïðîáíèõ �óíêöié: 〈δ(n)(x), ϕ(x)〉 = (−1)n

2 (ϕ(n)(+0) + ϕ(n)(−0)).Ó öié ìîäåëi êîå�iöi¹íò ïðîíèêíåííÿ êðiçü δ′-ïîòåíöiàë äëÿ âñiõ α âiäìiííèõ âiä 2òà −2 ¹ âiäìiííèì âiä íóëÿ.Íà íàøó äóìêó, âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ ïðî ïðîíèêíiñòü êðiçü δ′-áàð'¹ð ìîæíàîòðèìàòè òàê. Òðåáà ðîçãëÿíóòè âñiëÿêi ìîæëèâi ðåãóëÿðèçàöi¨ δ′-áàð'¹ðà, à òàêîæãðàíèöi õàðàêòåðèñòèê ðîçñiÿííÿ, i ïåðåâiðèòè, ÷è çàëåæàòü öi ãðàíèöi âiä ñïîñîáóðåãóëÿðèçàöi¨. Ó [9℄ àíàëîãi÷íå äîñëiäæåííÿ áóëî ïðîâåäåíî äëÿ àíàëiçó åíåðãåòè÷-íèõ ðiâíiâ i ÷èñòèõ ñòàíiâ äëÿ ãàìiëüòîíiàíiâ âèãëÿäó
− d2

dx2
+ U(x) + αδ′(x).Áóëî ïîêàçàíî, ùî ñàìîñïðÿæåíi ðîçøèðåííÿ, îòðèìàíi ïðè ïåðåõîäi ó ðåãóëÿðèçàöi¨äî ãðàíèöi, íå çàâæäè ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà íà ïiâîñÿõ, ÿê áóëîâ [5℄. Äëÿ êîæíîãî ïðî�iëþ ðåãóëÿðèçàöi¨ iñíó¹ äèñêðåòíà ìíîæèíà ñòàëèõ çâ'ÿçêó,ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ðåçîíàíñíîþ, äëÿ ÿêî¨ ãðàíè÷íi îïåðàòîðè ¹ îïåðàòîðàìè Øðåäèí- åðà íà âñié îñi ç äåÿêèìè óìîâàìè ñïðÿæåííÿ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò.Ìåòà íàøî¨ ïðàöi � äîâåñòè, ùî ÿâèùå ðåçîíàíñó äëÿ êîå�iöi¹íòà ïðîõîäæåí-íÿ õàðàêòåðíå äëÿ äîâiëüíîãî δ′-ïîäiáíîãî ïîòåíöiàëó αε−2Ψ(ε−1x) òà ïîêàçàòè, ùîðåçîíàíñíi ñòàëi çâ'ÿçêó, ÿêi â [16, 17, 18℄ äëÿ êóñêîâî-ñòàëèõ ïðî�iëiâ ¹ êîðåíÿìèäåÿêèõ òðàíñöåíäåíòíèõ ðiâíÿíü, íàñïðàâäi âèçíà÷àþòüñÿ ñïåêòðàëüíèìè õàðàêòå-ðèñòèêàìè ïðî�iëþ çáóðåííÿ Ψ. Êðiì òîãî, ç'ÿñóâàòè çâ'ÿçîê öèõ õàðàêòåðèñòèê çiñïåêòðàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ ç δ′-ïîäiáíèì ïîòåíöiàëîì.



Ï�Î ÎÏÅ�ÀÒÎ�È Ø�ÅÄÈÍ�Å�À ÒÀ ØÒÓ�ÌÀ-ËIÓÂIËß ... 1451.2. �îëîâíi ðåçóëüòàòè. Íàâåäåìî äåÿêi îçíà÷åííÿ, ÿêi âïåðøå áóëè ââåäåíi â[8℄, [9℄. �îçãëÿíåìî çàäà÷ó
−w′′ + αΨw = 0, ξ ∈ (−1, 1), w′(−1) = 0, w′(1) = 0. (3)Çàóâàæèìî, ùî �óíêöiÿ Ψ ∈ C∞

0 (R) ¹ δ′-ïîäiáíèì ïðî�iëåì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
∫ 1

−1
Ψ dξ = 0 òà ∫ 1

−1
ξΨ dξ = −1. Ïåðøà óìîâà âèìàãà¹ çíàêîçìiííîñòi �óíêöi¨ Ψ.Îòæå, çàäà÷à (3) ¹ ñïåêòðàëüíîþ ñòîñîâíî ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà α çi çíàêîçìií-íîþ âàãîâîþ �óíêöi¹þ, òîìó âëàñòèâîñòi ¨¨ ñïåêòðà çðó÷íî äîñëiäæóâàòè â ïðîñòîðiÊðåéíà. Ñïåêòð çàäà÷i (3) äiéñíèé, äèñêðåòíèé, ïðîñòèé ïîçà α = 0 i ìà¹ äâi òî÷êèñêóï÷åííÿ ±∞ [4℄, [9℄.Îçíà÷åííÿ 1. �åçîíàíñíîþ ìíîæèíîþ íàçèâàòèìåìî ñïåêòð çàäà÷i (3) i ïîçíà-÷àòèìåìî ¨¨ ΣΨ.Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé wα� âëàñíà �óíêöiÿ çàäà÷i (3), ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà-÷åííþ α. Ôóíêöiþ θΨ : ΣΨ → R, âèçíà÷åíó çà ïðàâèëîì

θΨ(α) =
wα(1)

wα(−1)
, (4)íàçèâàòèìåìî �óíêöi¹þ çâ'ÿçêó.Ôóíêöiÿ çâ'ÿçêó âèçíà÷åíà êîðåêòíî, áî îáèäâà ÷èñëà wα(−1) òà wα(1) âiäìiííiâiä íóëÿ. Êðiì òîãî, �óíêöiÿ θΨ ¹ îäíîçíà÷íîþ, îñêiëüêè ñïåêòð çàäà÷i (3) ïðîñòèé.Ó ÷àñòèíi 2 ñòàòòi âèâ÷åíà çàäà÷à ðîçñiÿííÿ íà δ′-ïîäiáíîìó ïîòåíöiàëi. Öÿçàäà÷à ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi òàêîãî ðîçâ'ÿçêó yε ðiâíÿííÿ:

−y′′ + αε−2Ψ(ε−1x)y = k2y, x ∈ R,ùî yε(x; α, k) = eikx + Rε(α, k)e−ikx ïðè x → −∞ òà yε(x; α, k) = Tε(α, k)eikx ïðè
x → ∞. Âåëè÷èíà |Rε(k, α)|2 âèçíà÷à¹ éìîâiðíiñòü, ç ÿêîþ êâàíòîâî-ìåõàíi÷íà÷àñòèíêà âiäáèâà¹òüñÿ âiä áàð'¹ðà, à |Tε(k, α)|2 � éìîâiðíiñòü, ç ÿêîþ êâàíòîâî-ìåõàíi÷íà ÷àñòèíêà ïðîõîäèòü êðiçü áàð'¹ð. Öi âåëè÷èíè íàçèâàþòüñÿ êîå�iöi¹íòîìâiäáèòòÿ òà êîå�iöi¹íòîì ïðîíèêíåííÿ (êîå�iöi¹íòîì ïðîçîðîñòi áàð'¹ðà) âiä-ïîâiäíî. Äîáðå âiäîìî, ùî ìiæ íèìè âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ |Rε(k, α)|2+
+|Tε(k, α)|2 = 1. Äîñëiäæåíî ãðàíè÷íó ïîâåäiíêó êîå�iöi¹íòà ïðîíèêíåííÿ. Äîâå-äåíî, ùî ëèøå ó âèïàäêó, êîëè α ∈ ΣΨ, êîå�iöi¹íò ïðîíèêíåííÿ ìà¹ ïðè ε → 0íåíóëüîâó ãðàíèöþ |T (α)|2, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç �óíêöiþ çâ'ÿçêó θΨ(α) çà�îðìóëîþ

|T (α)|2 =
4

(θΨ(α) + θΨ(α)−1)2
, α ∈ ΣΨ.ßêùî æ α /∈ ΣΨ, òî |T (α)|2 = 0.Ó ÷àñòèíi 3 ðîçãëÿíóòî ìîäåëü ðóõó êâàíòîâî-ìåõàíi÷íî¨ ÷àñòèíêè â íåñêií-÷åííié ïðÿìîêóòíié ÿìi ç δ′-ïîäiáíèì ïîòåíöiàëîì, ðîçòàøîâàíèì â íié. Äîñëiäæåíîãðàíè÷íó ïîâåäiíêó âëàñíèõ çíà÷åíü i âëàñíèõ �óíêöié îïåðàòîðàØòóðìà-Ëióâiëëÿ

−y′′ + αε−2Ψ(ε−1x)y = λy, x ∈ (a, b), y(a) = 0, y(b) = 0,äëÿ �iêñîâàíîãî êóñêîâî-ñòàëîãî ïðî�iëþ Ψ. Äîâåäåíî, ùî âëàñíi çíà÷åííÿ òà âiäïî-âiäíi âëàñíi �óíêöi¨ çáiãàþòüñÿ äî âëàñíèõ çíà÷åíü òà âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ �óíêöié
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dx2 ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ
D(A(α, Ψ)) = {f ∈ W 2

2 ((a, b) \ 0) : f(a) = f(0) = f(b) = 0}ïðè α 6∈ ΣΨ i
D(A(α, Ψ)) = {f ∈ W 2

2 ((a, b) \ 0) : f(+0) = θΨ(α)f(−0), θΨ(α)f ′(+0) = f ′(−0)}ó âèïàäêó, êîëè α ∈ ΣΨ. Òóò ΣΨ i θΨ � ðåçîíàíñíà ìíîæèíà òà �óíêöiÿ çâ'ÿçêóïîòåíöiàëó Ψ. Öå îçíà÷à¹, ùî ðåçîíàíñíi çíà÷åííÿ α ìàþòü ñóòò¹âèé âïëèâ i íàïîâåäiíêó ñïåêòðà ïðè ε → 0.2. Çàäà÷à ðîçñiÿííÿ íà δ′-ïîäiáíîìó áàð'¹ði. �îçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî ïðî-íèêíåííÿ ÷àñòèíêè ç çàäàíîþ åíåðãi¹þ k2, äå k > 0, êðiçü ïîòåíöiàëüíèé áàð'¹ð, ùîìà¹ âèãëÿä αε−2Ψ(ε−1x). Òóò ε � ìàëèé äîäàòíèé ïàðàìåòð, α � äiéñíå ÷èñëî, à Ψ ¹ãëàäêîþ �óíêöi¹þ òàêîþ, ùî supp Ψ = [−1, 1]. Çàäà÷à ðîçñiÿííÿ ÷àñòèíêè íà öüîìóïîòåíöiàëi ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi ðîçâ'ÿçêó yε(x; α, k) ðiâíÿííÿ
−y′′ + αε−2Ψ(ε−1x)y = k2y, x ∈ R, (5)ÿêèé ìà¹ âèãëÿä

yε(x; k, α) =











eikx + Rε e−ikx ïðè x < −ε,

Cε,1 u1(ε
−1x; εk, α) + Cε,2 u2(ε

−1x; εk, α) ïðè |x| < ε,

Tε eikx ïðè x > ε.�îçãëÿíåìî äîïîìiæíå ðiâíÿííÿ
−u′′ + (αΨ(ξ) − τ2)u = 0, ξ ∈ (−1, 1), (6)äå (α, τ) ∈ R×R+. �îçãëÿíåìî �óíêöi¨ u1(ξ; τ, α) òà u2(ξ; τ, α), ÿêi óòâîðþþòü �óí-äàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (6) ç âèçíà÷íèêîì Âðîíñüêîãî W (τ, α),ÿêèé äîðiâíþ¹ îäèíèöi äëÿ âñiõ (α, τ) ∈ R×R+. Íåõàé êîæíà ç öèõ �óíêöié ¹ íåïå-ðåðâíîþ �óíêöi¹þ ïàðàìåòðiâ α, τ . Î÷åâèäíî, ùî ïàðà �óíêöié u1(ε

−1x; εk, α) òà
u2(ε

−1x; εk, α) óòâîðþâàòèìå �óíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (5) íàiíòåðâàëi (−ε, ε). �îçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ñïðÿæåííÿ â òî÷êàõ −εòà ε

[yε]x=−ε = 0, [yε]x=ε = 0, [y′
ε]x=−ε = 0, [y′

ε]x=ε = 0, (7)äå [f ]x=a = f(a + 0) − f(a − 0) ïîçíà÷à¹ ñòðèáîê �óíêöi¨ f â òî÷öi a. Ïiäñòàâëÿþ÷è
yε(x; k, α) â (7), îòðèìó¹ìî ñèñòåìó äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ êîå�iöi¹íòiâ









−eikε u1(−1; εk, α) u2(−1; εk, α) 0
ikεeikε u′

1(−1; εk, α) u′
2(−1; εk, α) 0

0 u1(1; εk, α) u2(1; εk, α) −eikε

0 u′
1(1; εk, α) u′

2(1; εk, α) −ikεeikε

















Rε

Cε,1

Cε,2

Tε









=









e−ikε

ikεe−ikε

0
0









.Êîå�iöi¹íò Tε øóêàòèìåìî çà ïðàâèëîì Êðàìåðà
Tε =

∆Tε(k, α)

∆ε(k, α)
,äå ÷åðåç ∆ε(k, α) ïîçíà÷àòèìåìî âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè. Ôóíêöiÿ ∆ε(k, α) ìà¹ òàêóàñèìïòîòèêó:

∆ε(k, α) = h(α) + iεk(h1(α) + 2h(α)) + O(ε2k2) (8)
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h(α) =

∣

∣

∣

∣

u′
1(1; 0, α) u′

2(1; 0, α)
u′

1(−1; 0, α) u′
2(−1; 0, α)

∣

∣

∣

∣

,

h1(α) =

∣

∣

∣

∣

u′
1(−1; 0, α) u′

2(−1; 0, α)
u1(1; 0, α) u2(1; 0, α)

∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

u1(−1; 0, α) u2(−1; 0, α)
u′

1(1; 0, α) u′
2(1; 0, α)

∣

∣

∣

∣

.Çàóâàæèìî, ùî �óíêöi¨ h òà h1 íå çàëåæàòü âiä âèáîðó �óíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìèðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (6) çà óìîâè, ùî âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî óñiõ òàêèõ �óíäàìåí-òàëüíèõ ñèñòåì äîðiâíþ¹ îäèíèöi. Âèçíà÷íèê ∆Tε ìîæíà çàïèñàòè òàê:
∆Tε =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−eikε e−ikε u1(−1; εk, α) u2(−1; εk, α)
ikεeikε ikεe−ikε u′

1(−1; εk, α) u′
2(−1; εk, α)

0 0 u1(1; εk, α) u2(1; εk, α)
0 0 u′

1(1; εk, α) u′
2(1; εk, α)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.Çà ïðàâèëîì Ëàïëàñà ∆Tε = −2ikε, áî âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî ðîçâ'ÿçêiâ u1 òà u2äîðiâíþ¹ 1. Îòæå, êîå�iöi¹íò Tε ìà¹ òàêó àñèìïòîòèêó:
Tε(k, α) =

−2iεk

h(α) + iεk(h1(α) + 2h(α))
+ O(ε2k2) ïðè εk → 0. (9)Äîñëiäèìî ãðàíè÷íó ïîâåäiíêó ïðè εk → 0 êîå�iöi¹íòà ïðîõîäæåííÿ |Tε|2, ÿêàçàëåæèòü âiä òîãî, ÷è íàëåæèòü α äî ðåçîíàíñíî¨ ìíîæèíè.Òåîðåìà 1. Ïðè εk → 0 êîå�iöi¹íò ïðîíèêíåííÿ ìà¹ òàêó ïîâåäiíêó:

• ÿêùî α /∈ ΣΨ, òî |Tε(k, α)|2 = O(ε2k2);
• ÿêùî æ α ∈ ΣΨ, òîäi |Tε(k, α)|2 = 4(θΨ(α) + θΨ(α)−1)−2 + O(εk).Äîâåäåííÿ. Ñïåðøó çàóâàæèìî, ùî ÷èñëî α íàëåæèòü ΣΨ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè α ¹êîðåíåì ðiâíÿííÿ h(z) = 0. Ñïðàâäi, α ∈ ΣΨ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ íåòðèâiàëü-íà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ u = c1u1 + c2u2 �óíêöié u1 òà u2 ç �óíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìèðîçâ'ÿçêiâ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâi óìîâè u′(−1) = u′(1) = 0, à öå âèêîíó¹òüñÿ òîäié ëèøå òîäi, êîëè h(α) = 0.Íåõàé α íå íàëåæèòü äî ΣΨ, òîäi h(α) 6= 0. Âðàõóâàâøè àñèìïòîòèêó (9), îòðè-ìà¹ìî

|Tε(k, α)|2 =
4

h2(α)
ε2k2 + O(ε3k3) ïðè εk → 0.Ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ ó âèïàäêó, êîëè α ∈ ΣΨ. Âèáåðåìî òàêó �óíäàìåíòàëüíóñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (6), ùî ïðè âñiõ α ∈ ΣΨ �óíêöiÿ u1(ξ; 0, α) ¹ âëàñíîþ�óíêöi¹þ çàäà÷i (3). Îá÷èñëèìî h1(α), áî h(α) = 0. Âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî öi¹¨ñèñòåìè ñòàëèé

∣

∣

∣

∣

u1(−1; 0, α) u2(−1; 0, α)
u′

1(−1; 0, α) u′
2(−1; 0, α)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

u1(1; 0, α) u2(1; 0, α)
u′

1(1; 0, α) u′
2(1; 0, α)

∣

∣

∣

∣

= 1.Ôóíêöiÿ u1(ξ; 0, α) ¹ âëàñíîþ �óíêöi¹þ çàäà÷i (3), òîìó u′
1(−1; 0, α) = 0 òà

u′
1(1; 0, α) = 0. Âðàõîâóþ÷è öå, îñòàííÿ ðiâíiñòü íàáóâà¹ âèãëÿäó

u1(−1; 0, α)u′
2(−1; 0, α) = u1(1; 0, α)u′

2(1; 0, α) = 1.



148 Ñòåïàí ÌÀÍÜÊÎÇ öi¹¨ ðiâíîñòi îòðèìó¹ìî òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:
θΨ(α) =

u1(1; 0, α)

u1(−1; 0, α)
=

1

u1(−1; 0, α)u′
2(1; 0, α)

,

θΨ(α) =
u1(1; 0, α)

u1(−1; 0, α)
= u1(1; 0, α)u′

2(−1; 0, α).

(10)Âðàõîâóþ÷è (10), áåçïîñåðåäíüî îá÷èñëþ¹ìî h1(α) = −θΨ(α) − θΨ(α)−1. Ïiäñòàâ-ëÿþ÷è h1 ó (9), îäåðæó¹ìî
Tε(α, k) → 2(θΨ(α) + θΨ(α)−1)−1 ïðè εk → 0.

�3. Îïåðàòîð Øòóðìà-Ëióâiëëÿ ç δ′-ïîäiáíèì ïîòåíöiàëîì. Íåõàé ÷àñ-òèíêà ïåðåáóâà¹ â áåçìåæíî ãëèáîêié ïîòåíöiàëüíié ÿìi (a, b), äå a, b � ÷èñëà ðiçíèõçíàêiâ. Îêðiì òîãî, â îêîëi ïî÷àòêó êîîðäèíàò ðîçòàøîâàíèé ïîòåíöiàë ìàëîãî ðà-äióñà äi¨ αε−2Ψ(ε−1x). Â òàêié ìîäåëi êâàíòîâî-ìåõàíi÷íà ÷àñòèíêà ç éìîâiðíiñòþ 1ïåðåáóâà¹ íà iíòåðâàëi (a, b) i äëÿ âiäøóêàííÿ ¨¨ ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ òðåáà çíàéòèâëàñíi çíà÷åííÿ òà âëàñíi �óíêöi¨ çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ
−y′′ + αε−2Ψ(ε−1x)y = λy, x ∈ (a, b), y(a) = 0, y(b) = 0. (11)Òóò ε � ìàëèé äîäàòíèé ïàðàìåòð. �ðàíè÷íi ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi öi¹¨ çàäà÷i, ÿêi â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi, ìîæíà äîñëiäæóâàòè äëÿ äîâiëüíîãî ãëàäêîãî ïðî�iëþ

Ψ. Ùîá îòðèìàòè òî÷íi �îðìóëè äëÿ ñïåêòðàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðî�iëþ, ìèðîçãëÿíåìî êóñêîâî-ñòàëèé ïðî�iëü. Íåõàé ïðî�iëü Ψ ¹ δ′-ïîäiáíèì iç íîñi¹ì íà
[−1, 1] òàêèé, ùî Ψ(ξ) = 1 ïðè ξ ∈ (−1, 0) i Ψ(ξ) = −1 ïðè ξ ∈ (0, 1).Çàäà÷à (11) ¹ ñòàíäàðòíîþ ñïåêòðàëüíîþ çàäà÷åþ ç äiéñíèì äèñêðåòíèì ïðîñ-òèì ñïåêòðîì. Äëÿ �iêñîâàíîãî ε ïîñëiäîâíiñòü {yj

ε(·, α, Ψ)}∞j=1 íîðìîâàíèõ âëàñíèõ�óíêöié �îðìó¹ îðòîãîíàëüíó áàçó â L2(a, b). Iç âàðiàöiéíîãî ïðèíöèïó âèïëèâà¹,ùî âëàñíi çíà÷åííÿ λε
j(α, Ψ) çàäà÷i (11) ¹ íåïåðåðâíèìè �óíêöiÿìè çìiííî¨ ε ∈ (0, 1)i çàëèøàþòüñÿ îáìåæåíèìè çâåðõó ïðè ε → 0.Îïèøåìî êîíñòðóêòèâíî ðåçîíàíñíó ìíîæèíó òà �óíêöiþ çâ'ÿçêó. Äëÿ ïðî�i-ëþ Ψ õàðàêòåðèñòè÷íèé âèçíà÷íèê çàäà÷i (3) íàáóâà¹ âèãëÿäó
h(z) =

√
z(sh

√
z cos

√
z − ch

√
z sin

√
z). (12)Òóò i íàäàëi áåðåìî òàêó ãiëêó êâàäðàòíîãî êîðåíÿ, ùî √

−1 = i. Íàãàäà¹ìî, ùî ΣΨ¹ ïiäìíîæèíîþ â R.Ëåìà 1. (i) �åçîíàíñíà ìíîæèíà ΣΨ ñèìåòðè÷íà ñòîñîâíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò.(ii) Ôóíêöiÿ çâ'ÿçêó θΨ ìà¹ âèãëÿä θΨ(α) = ch
√

α

cos
√

α
, êîëè α > 0, θΨ(α) = cos

√
−α

ch
√
−α

,êîëè α < 0, òà θΨ(0) = 1.Äîâåäåííÿ. (i) Íåõàé α íàëåæèòü ΣΨ, i éîìó âiäïîâiäà¹ âëàñíà �óíêöiÿ w, òîáòî
−w′′ + αΨ(ξ)w = 0, ξ ∈ (−1, 1), w′(−1) = 0, w′(1) = 0. (13)Çðîáèìî â ðiâíÿííi (13) i êðàéîâèõ óìîâàõ çàìiíó àðãóìåíòó ξ = −ζ

−w′′(−ζ) − αΨ(ζ)w(−ζ) = 0, ζ ∈ (−1, 1), w′(−1) = 0, w′(1) = 0.



Ï�Î ÎÏÅ�ÀÒÎ�È Ø�ÅÄÈÍ�Å�À ÒÀ ØÒÓ�ÌÀ-ËIÓÂIËß ... 149Òóò ìè ñêîðèñòàëèñü òèì, ùî ïðî�iëü Ψ íåïàðíèé. Îòæå, ÷èñëî −α òåæ íàëåæèòüðåçîíàíñíié ìíîæèíi, i éîìó âiäïîâiäà¹ âëàñíà �óíêöiÿ w(−ξ).
(ii) Âëàñíó �óíêöiþ øóêàòèìåìî ó âèãëÿäi

gα(ξ) =

{

a1 ch
√

α(ξ + 1), ξ ∈ (−1, 0),

a2 cos
√

α(ξ − 1), ξ ∈ (0, 1),

gα(ξ) =

{

b1 cos
√
−α(ξ + 1), ξ ∈ (−1, 0),

b2 ch
√−α(ξ − 1), ξ ∈ (0, 1)äëÿ äîäàòíîãî òà âiä'¹ìíîãî α âiäïîâiäíî. Çàóâàæèìî, ùî g′α(−1) = 0 òà g′α(1) = 0.Ôóíêöiÿ gα çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ñïðÿæåííÿ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò

gα(−0) = gα(+0), g′α(−0) = g′α(+0). (14)Ïiäñòàâëÿþ÷è gα â óìîâè ñïðÿæåííÿ (14), îòðèìó¹ìî îñòàòî÷íèé âèãëÿä âëàñíî¨�óíêöi¨
gα(ξ) =

{

cos
√

α ch
√

α(ξ + 1), ξ ∈ (−1, 0),

ch
√

α cos
√

α(ξ − 1), ξ ∈ (0, 1),

gα(ξ) =

{

ch
√
−α cos

√
−α(ξ + 1), ξ ∈ (−1, 0),

cos
√
−α ch

√
−α(ξ − 1), ξ ∈ (0, 1)äëÿ äîäàòíîãî òà âiä'¹ìíîãî α âiäïîâiäíî. Î÷åâèäíî, ùî α = 0 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì.Éîìó âiäïîâiäà¹ âëàñíà �óíêöiÿ g0(ξ) = 1, òîìó θΨ(0) = 1. ßêùî α > 0, òî

θΨ(α) =
gα(1)

gα(−1)
=

ch
√

α

cos
√

α
.Ôóíêöiÿ θΨ âèçíà÷åíà äëÿ òàêèõ α, ùî h(α) = 0, òîìó çíàìåííèê âèðàçó äëÿ θΨ íåïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà íóëü. Àíàëîãi÷íî ïåðåâiðÿ¹ìî �îðìóëó äëÿ θΨ ó âèïàäêó âiä'¹ì-íîãî α. �Ó ïðàöÿõ [16, 17, 18℄ áóëà ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à ðîçñiÿííÿ äëÿ ðiçíèõ êóñêîâî-ñòàëèõ ïðî�iëiâ. Çîêðåìà, áóëî ïîêàçàíî, ùî ðåçîíàíñíi ñòàëi çâ'ÿçêó äëÿ ïðî�iëþ

Ψ ¹ êîðåíÿìè ðiâíÿííÿ h(α) = 0, äå �óíêöiÿ h ìà¹ âèãëÿä (12). Òîáòî òàêèé δ′-ïîäiáíèé áàð'¹ð ïðîíèêíèé ëèøå ó âèïàäêó, êîëè α ∈ ΣΨ.3.1. Àñèìïòîòèêà âëàñíèõ çíà÷åíü i âëàñíèõ �óíêöié. ßê áóëî ïîêàçàíî â[9℄, ñêií÷åííà êiëüêiñòü ïåðøèõ âëàñíèõ çíà÷åíü çàäà÷i (11) íåîáìåæåíi çíèçó, iìàþòü ïîðÿäîê O(ε−2) ïðè ε → 0. �åøòà âëàñíèõ çíà÷åíü ¹ äîäàòíèìè òà îáìå-æåíèìè ïðè ε → 0. Íàäàëi ìè ðîçãëÿäàòèìåìî ëèøå îáìåæåíi âëàñíi çíà÷åííÿ.Çíàéäåìî ãðàíèöi öèõ âëàñíèõ çíà÷åíü i âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ �óíêöié. �îçãëÿíåìîðiâíÿííÿ (11) íà iíòåðâàëi (−ε, ε). Çðîáèìî â íüîìó çàìiíó ξ = ε−1x, uε(ξ) = yε(εξ)

−ε−2u′′
ε + ε−2αΨ(ξ)uε = λεuε. (15)�îçãëÿíåìî äîïîìiæíå ðiâíÿííÿ

−u′′ + αΨu = τ2u, ξ ∈ (−1, 1), (α, τ) ∈ M.



150 Ñòåïàí ÌÀÍÜÊÎÒóò M = {(α, τ) ∈ R×R : |α| > τ2}. Öå ðiâíÿííÿ ìà¹ òàêó �óíäàìåíòàëüíó ñèñòåìóðîçâ'ÿçêiâ:
u1(ξ; τ, α) =

{

ch
√

α − τ2 ξ, ξ ∈ (−1, 0),

cos
√

α + τ2 ξ, ξ ∈ (0, 1),
(16)

u2(ξ; τ, α) =

{

α−1
√

α + τ2 sh
√

α − τ2 ξ, ξ ∈ (−1, 0),

α−1
√

α − τ2 sin
√

α + τ2 ξ, ξ ∈ (0, 1).
(17)Êîæåí ç åëåìåíòiâ áàçè ¹ íåïåðåðâíèì â íóëi ðàçîì çi ñâî¹þ ïîõiäíîþ. Çðîçóìiëî,ùî ïàðà u1(ε

−1x; εωε, α) òà u2(ε
−1x; εωε, α) óòâîðþâàòèìå �óíäàìåíòàëüíó ñèñòåìóðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (15). Íîñié �óíêöi¨ Ψ çîñåðåäæåíèé íà âiäðiçêó [−1, 1], òîìó íà

(a, b)\ (−ε, ε) ðiâíÿííÿ (11) ìàòèìå âèãëÿä −y′′ = λεy. Îòæå, âëàñíó �óíêöiþ çàäà÷i(11) øóêàòèìåìî ó âèãëÿäi
yε(x; ωε, α) =











A sin ωε(x − a), x ∈ (a,−ε),

B u1(ε
−1x, α, εωε) + C u2(ε

−1x, α, εωε), x ∈ (−ε, ε),

D sin ωε(x − b), x ∈ (ε, b),

(18)äå ωε =
√

λε. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè yε(a) = 0 òà yε(b) = 0. Êðiìòîãî, �óíêöi¨ yε òà y′
ε íåïåðåðâíi â ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Âëàñíà �óíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹óìîâè ñïðÿæåííÿ â òî÷êàõ −ε òà ε

[yε]x=−ε = 0, [yε]x=ε = 0, [y′
ε]x=−ε = 0, [y′

ε]x=ε = 0. (19)Ïiäñòàâëÿþ÷è yε(x; ωε, α) â (19), îòðèìó¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé âèçíà÷íèê
∆ε(ω, α) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

sin(ε + a)ω u1(−1; εω, α) u2(−1; εω, α) 0
−εω cos(ε + a)ω u′

1(−1; εω, α) u′
2(−1; εω, α) 0

0 u1(1; εω, α) u2(1; εω, α) − sin(ε − b)ω
0 u′

1(1; εω, α) u′
2(1; εω, α) −εω cos(ε − b)ω

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.Ââåäåìî êîìïëåêñíîçíà÷íi �óíêöi¨ äiéñíîãî àðãóìåíòó
h1(z) = ch

√
z cos

√
z + sh

√
z sin

√
z,

h2(z) = ch
√

z cos
√

z − sh
√

z cos
√

z + ch
√

z sin
√

z

2
√

z
.

(20)Ëåìà 2. Ôóíêöiÿ ∆ε ìà¹ òàêó àñèìïòîòèêó:
∆ε(ω, α) = f0(ω, α) + εωf1(ω, α) + ε2ω2f2(ω, α) + O(ε3ω3) (21)ïðè εω → 0, äå f0(ω, α) = h(α) sin aω sin bω,

f1(ω, α) = h(α) sin(b − a)ω + h1(α) sin aω cos bω − h1(−α) cos aω sin bω; (22)
f2(ω, α) = −h(α) cos(b − a)ω + h2(α)(sin aω sin bω + 2 cosaω cos bω). (23)Äîâåäåííÿ. Ïåðåéøîâøè â âèçíà÷íèêó ∆ε äî ãðàíèöi ïðè εω → 0, ìè îòðèìà¹ìî

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

sin aω u1(−1; 0, α) u2(−1; 0, α) 0
0 u′

1(−1; 0, α) u′
2(−1; 0, α) 0

0 u1(1; 0, α) u2(1; 0, α) sin bω
0 u′

1(1; 0, α) u′
2(1; 0, α) 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= h(α) sin aω sin bω.



Ï�Î ÎÏÅ�ÀÒÎ�È Ø�ÅÄÈÍ�Å�À ÒÀ ØÒÓ�ÌÀ-ËIÓÂIËß ... 151Çíàéäåìî íàñòóïíèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè �óíêöi¨ ∆ε. Ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè εω→0ó âèðàçi (εω)−1[∆ε(ω, α) − f0(ω, α)]. Öÿ ãðàíèöÿ áóäå òàêîþ:
∣

∣

∣

∣

u′
1(−1; 0, α) u′

2(−1; 0, α)
u′

1(1; 0, α) u′
2(1; 0, α)

∣

∣

∣

∣

sin(b − a)ω +

∣

∣

∣

∣

u′
1(−1; 0, α) u′

2(−1; 0, α)
u1(1; 0, α) u2(1; 0, α)

∣

∣

∣

∣

sin aω cos bω

−
∣

∣

∣

∣

u1(−1; 0, α) u2(−1; 0, α)
u′

1(1; 0, α) u′
2(1; 0, α)

∣

∣

∣

∣

cos aω sin bω.Îòæå, f1(ω, α) ìà¹ âèãëÿä (22). Òåïåð çíàéäåìî f2. Äëÿ öüîãî ó âèðàçi
(εω)−2[∆ε(ω, α) − f0(ω, α) − εωf1(ω, α)]ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè εω → 0. Àíàëîãi÷íî ïîêàçó¹ìî, ùî �óíêöiÿ f2(ω, α) ìà¹çîáðàæåííÿ (23). �Çàóâàæåííÿ 1. Àñèìïòîòèêà âèçíà÷íèêà ∆ε, îòðèìàíà â ëåìi 2, ïðàâèëüíà ëèøåäëÿ âëàñíèõ ÷àñòîò ωε çàäà÷i (11), ÿêi ¹ îáìåæåíèìè ïðè ε → 0, òîìó ùî äëÿ ñêií-÷åííî¨ êiëüêîñòi ÷àñòîò ç ìàëèìè íîìåðàìè εωε 6→ 0 ïðè ε → 0.Äàëi îïèøåìî ãðàíè÷íó ïîâåäiíêó âëàñíèõ çíà÷åíü çàäà÷i (11).Òåîðåìà 2. Íåõàé âëàñíå çíà÷åííÿ λε çàäà÷i (11) ¹ îáìåæåíèì ïðè ε → 0, òîäi λεìà¹ ãðàíèöþ λ0 ïðè ε → 0. Êðiì òîãî, λ0 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëióâiëëÿ A(α, Ψ).Äîâåäåííÿ. Ñïåðøó ïðèïóñòèìî, ùî âëàñíå çíà÷åííÿ λε ìà¹ ãðàíèöþ λ0 ïðè ε → 0.Íåõàé α íå íàëåæèòü äî ðåçîíàíñíî¨ ìíîæèíè, òîáòî h(α) 6= 0. ßêùî ÷èñëî ω0 =

√
λ0¹ ãðàíèöåþ âëàñíî¨ ÷àñòîòè ïðè ε → 0, òî çãiäíî ç ëåìîþ 2 âîíî ¹ êîðåíåì ðiâíÿííÿ

sin aω sin bω = 0. (24)Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ðiâíÿííÿ (24) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì äëÿ îïåðàòîðà A(α, Ψ) óâèïàäêó, êîëè α /∈ ΣΨ; îòæå, λ0 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî îïåðàòîðà.Òåïåð íåõàé α íàëåæèòü ðåçîíàíñíié ìíîæèíi. Ç ëåìè 1 îòðèìó¹ìî, ùî h(α) = 0,i ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî h1(α) 6= 0. Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 2, îòðèìó¹ìî, ùî f0(ω; α) = 0,áî ìiñòèòü ìíîæíèê h(α). �ðàíè÷íi ÷àñòîòè âèçíà÷àþòü iç êîå�iöi¹íòà ïîðÿäêó ε óðîçâèíåííi �óíêöi¨ ∆ε , à ñàìå
cos aω sin bω − h1(α)

h1(−α)
sin aω cos bω = 0. (25)Çàóâàæèìî òàêå: ÿêùî α íàëåæèòü äî ΣΨ, òî âèêîíó¹òüñÿ: tg

√
α = th

√
α. Íåõàé

α > 0, òîäi ïðàâèëüíi òàêi ïåðåòâîðåííÿ:
h1(α) = ch

√
α cos

√
α(1 + th

√
α tg

√
α) =

ch
√

α

cos
√

α
= θΨ(α).Ó âèïàäêó âiä'¹ìíîãî α àíàëîãi÷íî ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî h1(α) = θΨ(α). Ç ëåìè 1 âèïëè-âà¹, ùî θΨ(−α) = θΨ(α)−1. Îòæå, âðàõîâóþ÷è îñòàííþ ðiâíiñòü, ìà¹ìî

h1(−α) = θΨ(−α) = θΨ(α)−1.Òîìó ðiâíÿííÿ (25) ìîæíà çàïèñàòè òàê:
cos aω sin bω − θ2

Ψ(α) sin aω cos bω = 0.



152 Ñòåïàí ÌÀÍÜÊÎËåãêî ïåðåâiðèòè, ùî öå ðiâíÿííÿ ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì äëÿ îïåðàòîðà A(α, Ψ), ÿêùî
α ∈ ΣΨ. Îòæå, λ0 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà A(α, Ψ).Òåïåð äîâåäåìî iñíóâàííÿ ãðàíèöi äëÿ äîâiëüíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ λε çàäà÷i(11), îáìåæåíîãî ïðè ε → 0. Íàãàäà¹ìî, ùî λε ¹ íåïåðåðâíîþ �óíêöi¹þ ïàðàìåòðà
ε ∈ (0, 1). Äîâåäåìî âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

µ∗ = lim
ε→0

λε < lim
ε→0

λε = µ∗,äå ÷èñëà µ∗, µ∗ � ñêií÷åííi, áî λε � îáìåæåíà �óíêöiÿ. Òîäi äëÿ êîæíîãî
λ ∈ [µ∗, µ∗] iñíó¹ çáiæíà äî íüîãî ïiäïîñëiäîâíiñòü λε′ , ε′ → 0. Çãiäíî ç äîâåäå-íèì âèùå ÷èñëî λ áóäå âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà A(α, Ψ). Çâàæàþ÷è íà òå, ùî
λ � äîâiëüíå ÷èñëî ç [µ∗, µ∗], îòðèìó¹ìî, ùî öåé âiäðiçîê ìiñòèòüñÿ â σ(A(α, Ψ)). Öåìîæëèâî ëèøå òîäi, êîëè µ∗ = µ∗. �ßê âèïëèâà¹ ç äîâåäåííÿ òåîðåìè, ÿêùî α íå íàëåæèòü äî ΣΨ, òî âëàñíi ÷àñ-òîòè îïåðàòîðà A(α, Ψ) ¹ êîðåíÿìè ðiâíÿííÿ (24). Ó âèïàäêó, êîëè α ¹ åëåìåíòîìðåçîíàíñíî¨ ìíîæèíè, âëàñíi ÷àñòîòè âèçíà÷àþòüñÿ ç ðiâíÿííÿ (25). Î÷åâèäíî, ùîêîæåí êðàòíèé êîðiíü (24) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (25). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ω ìíîæèíóêðàòíèõ êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (24), òîáòî Ω = {ω : ∃(k, m) ∈ N

2, ω = πk
a

= πm
b
}.ßêùî ωε ¹ íóëåì �óíêöi¨ ∆ε òà ωε → ω0 ïðè ε → 0, òî êîå�iöi¹íòè âëàñíî¨�óíêöi¨ (18) îá÷èñëþ¹ìî ÿâíî, é ïiñëÿ íîðìóâàííÿ �óíêöiÿ yε ìàòèìå òàêó àñèìï-òîòèêó:

yε(x; ωε, α) = Y (x; ω0, α) + O(ε), ε → 0,äå
Y (x; ω0, α) =

{

ν(ω0, α)h1(−α) sin bω0 sin ω0(x − a), x ∈ (a, 0),

ν(ω0, α) sin aω0 sinω0(x − b), x ∈ (0, b).
(26)Òóò ν � íîðìóâàëüíèé ìíîæíèê, òîáòî ‖Y ( · ; ω0, α)‖ = 1.Òåîðåìà 3. Íåõàé ωε → ω0 ïðè ε → 0, i ãðàíè÷íà ÷àñòîòà ω0 íå íàëåæèòüìíîæèíi Ω. Òîäi yε çáiãà¹òüñÿ â L2(a, b) äî âëàñíî¨ �óíêöi¨ îïåðàòîðà A(α, Ψ), ÿêàâiäïîâiäà¹ ãðàíè÷íié ÷àñòîòi ω0.Äîâåäåííÿ. Íåõàé α íå íàëåæèòü äî ìíîæèíè ΣΨ. Â öüîìó âèïàäêó ââàæàòèìåìî,ùî îïåðàòîð A(α, Ψ) âiäïîâiäà¹ ñèñòåìi äâîõ ñòðóí, çàêðiïëåíèõ â òî÷êàõ x = a,

x = 0 òà x = 0, x = b âiäïîâiäíî. Çàóâàæèìî, ùî ω0 ¹ âëàñíîþ ÷àñòîòîþ ëèøåîäíi¹¨ ç öèõ ñòðóí, áî ω0 /∈ Ω. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ïðèïóñòèìî, ùî ω0 ¹âëàñíîþ ÷àñòîòîþ ñòðóíè, ðîçòàøîâàíî¨ íà (a, 0), òîáòî ω0 = πk
a
äëÿ äåÿêîãî k ∈ N.Çðîçóìiëî, ùî òîäi âëàñíà �óíêöiÿ îïåðàòîðà A(α, Ψ) äîðiâíþ¹ íóëþ íà (0, b). Ïðèâñiõ íàòóðàëüíèõ n âèêîíó¹òüñÿ ω0 6= πn

b
, áî ω0 � ïðîñòèé êîðiíü ðiâíÿííÿ (24). Òîìó

sin aω0 = 0, àëå sin bω0 6= 0. Ïiäñòàâëÿþ÷è ω0 â (26), îòðèìó¹ìî, ùî âëàñíà �óíêöiÿ
yε, ÿêà âiäïîâiäà¹ ωε, ïðè ε → 0 ïðÿìó¹ äî �óíêöi¨

Y (x; ω0, α) =

{
√

2
|a| sin πk

a
(x − a), x ∈ (a, 0),

0, x ∈ (0, b)â òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L2(a, b). Çàëèøèëîñÿ çàóâàæèòè, ùî �óíêöiÿ Y ¹ íîðìîâàíîþâëàñíîþ �óíêöi¹þ îïåðàòîðà A(α, Ψ), ÿêà âiäïîâiäà¹ âëàñíié ÷àñòîòi πk
a
. ßêùî ω0 �
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Y (x; ω0, α) =

{

0, x ∈ (a, 0),
√

2
b
sin πm

b
(x − b), x ∈ (0, b).Çàóâàæèìî, ùî ãðàíèöi âëàñíèõ �óíêöié ó íåðåçîíàíñíîìó âèïàäêó íå çàëåæàòü âiä

α. Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî α íàëåæèòü ðåçîíàíñíié ìíîæèíi. Òîäi ω0 ¹ êîðåíåìðiâíÿííÿ (25), ÿê öå âèäíî ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Ïîçàÿê ω0 /∈ Ω, òî ω0 íå ìî-æå áóòè êîðåíåì ðiâíÿííÿ (24). Îòæå, â öüîìó âèïàäêó îáèäâà çíà÷åííÿ sin aω0 òà
sin bω0 âiäìiííi âiä íóëÿ. Â äîâåäåííi òåîðåìè 2 áóëî ïîêàçàíî òàêå: êîëè α ∈ ΣΨ,òî h1(−α) = θΨ(α)−1. Ç (26) îäåðæó¹ìî, ùî âëàñíà �óíêöiÿ yε(x; ωε, α) çáiãà¹òüñÿ â
L2(a, b) äî �óíêöi¨

Y (x; ω0, α) =

{

ν(w0, α)θΨ(α)−1 sin bω0 sinω0(x − a), x ∈ (a, 0),

ν(w0, α) sin aω0 sinω0(x − b), x ∈ (0, b),äå íîðìóâàëüíèé ìíîæíèê ν òàêèé:
ν(ω0, α) =

√
2θΨ(α)

(

θ2
Ψ(α)b sin2 aω0 − a sin2 bω0

)− 1
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