
ÂIÑÍÈÊ ËÜÂIÂ. ÓÍ-ÒÓ VISNYK LVIV UNIV.Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2009. Ser. Meh. Math. 2009.Âèï. 71. Ñ. 213�219 Is. 71. P. 213�219ÓÄÊ 513.6 2-Ê�Ó×ÅÍÍß ��ÓÏ Á�ÀÓÅ�À ÅËIÏÒÈ×ÍÈÕI �IÏÅ�ÅËIÏÒÈ×ÍÈÕ Ê�ÈÂÈÕ ÍÀÄÏÑÅÂÄÎËÎÊÀËÜÍÈÌÈ ÏÎËßÌÈËþäìèëà ÑÒÀÕIÂËüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,79000, Ëüâiâ, Óíiâåðñèòåòñüêà, 1e-mail: mlmstakhiv�gmail.omÂèâ÷åíî 2-êðó÷åííÿ ãðóïè Áðàóåðà åëiïòè÷íèõ i ãiïåðåëiïòè÷íèõ êðèâèõíàä ïñåâäîëîêàëüíèìè ïîëÿìè.Êëþ÷îâi ñëîâà: ïñåâäîëîêàëüíå ïîëå, åëiïòè÷íà êðèâà, ãiïåðåëiïòè÷íàêðèâà, ÿêîáiàí, ãðóïà Áðàóåðà.Íåõàé k � êâàçiñêií÷åííå ïîëå, òîáòî äîñêîíàëå ïîëå, ùî ìà¹ òî÷íî îäíå ðîçøè-ðåííÿ ñòåïåíÿ n äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n (ó �iêñîâàíîìó àëãåáðè÷íîìóçàìèêàííi ïîëÿ k). Êâàçiñêií÷åííå ïîëå k íàçèâàþòü ïñåâäîñêií÷åííèì [1℄, ÿêùîêîæíèé àáñîëþòíî íåçâiäíèé àëãåáðè÷íèé ìíîãîâèä, âèçíà÷åíèé íàä k, ìà¹ k � ðà-öiîíàëüíó òî÷êó. Ïîâíå ñòîñîâíî äèñêðåòíîãî íîðìóâàííÿ ïîëå K ç êâàçiñêií÷åííèì(ïñåâäîñêií÷åííèì) ïîëåì ëèøêiâ k íàçèâàþòü çàãàëüíèì ëîêàëüíèì (ïñåâäîëîêàëü-íèì) ïîëåì. ßêùî K̄ � ñåïàðàáåëüíå çàìèêàííÿ ïîëÿ K, GK = Gal (K̄/K) � éîãîãðóïà �àëóà, òî ìè ïîçíà÷à¹ìî Hi(K, M) êîãîìîëîãi¨ �àëóà GK � ìîäóëÿ M . Cn òà
C/nC îçíà÷àþòü ÿäðî òà êîÿäðî ìíîæåííÿ íà n â àáåëüîâié ãðóïi C. Äëÿ àëãåá-ðè÷íîãî ìíîãîâèäó A, âèçíà÷åíîãî íàä ïîëåì K, ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç A(K) ãðóïóéîãî K � ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, à ÷åðåç K(A) � ïîëå �óíêöié ìíîãîâèäó A. �îç-ãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ µ : K(A) → Div (A), ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü �óíêöi¨ ç
K(A)∗ ¨ ¨ äèâiçîð. Öå âiäîáðàæåííÿ iíäóêó¹ òàêå âiäîáðàæåííÿ êîãîìîëîãié �àëóà:
µ∗ : H2(G, K(A)∗) → H2(G, Div (A)). ßäðî âiäîáðàæåííÿ µ∗ ïîçíà÷àþòü ÷åðåç BrAi íàçèâàþòü ãðóïîþ Áðàóåðà êðèâî¨ A. ßê ïîêàçàíî ó [2℄, ãðóïà Br A ñêëàäà¹òüñÿ çêëàñiâ öåíòðàëüíèõ ïðîñòèõ K-àëãåáð, íåðîçãàëóæåíèõ ó âñiõ íîðìóâàííÿõ ïîëÿ K.Ïðî ãðóïó Áðàóåðà àëãåáðè÷íèõ ìíîãîâèäiâ äî íåäàâíüîãî ÷àñó áóëî âiäîìîäóæå ìàëî íàâiòü ó íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó àëãåáðè÷íèõ êðèâèõ. Â.I. ßí÷åâñüêèéi �.Ë. Ìàðãîëií â ñåði¨ ñòàòåé (äèâ., çîêðåìà, [2℄, [3℄) âèâ÷èëè ãðóïè Áðàóåðà åëiï-òè÷íèõ òà ãiïåðåëiïòè÷íèõ êðèâèõ, âèçíà÷åíèõ íàä ëîêàëüíèì ïîëåì. Âîíè îïèñàëè© Ñòàõiâ Ë., 2009



214 Ëþäìèëà ÑÒÀÕIÂ2-êðó÷åííÿ ãðóïè Áðàóåðà åëiïòè÷íî¨ êðèâî¨ íàä ëîêàëüíèì ïîëåì ÷åðåç çîáðàæåííÿöi¹¨ ïiäãðóïè êâàòåðíiîííèìè àëãåáðàìè.Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ÷àñòèíó ðåçóëüòàòiâ Â.I.ßí÷åâñüêîãî i �.Ë. Ìàðãîëiíà ìîæíàóçàãàëüíèòè íà âèïàäîê åëiïòè÷íèõ êðèâèõ, âèçíà÷åíèõ íàä ïîâíèìè äèñêðåòíî íîð-ìîâàíèìè ïîëÿìè ç ïñåâäîñêií÷åííèìè ïîëÿìè ëèøêiâ. Öå óçàãàëüíåííÿ îïèðà¹òüñÿíà àíàëîã äâî¨ñòîñòi Òåéòà-Øà�àðåâè÷à äëÿ åëiïòè÷íèõ êðèâèõ íàä ïñåâäîëîêàëü-íèìè ïîëÿìè òà íà òðèâiàëüíîñòi ãðóïè ãîëîâíèõ îäíîðiäíèõ ïðîñòîðiâ äëÿ åëiï-òè÷íèõ êðèâèõ íàä ïñåâäîãëîáàëüíèì ïîëåì. Ó òåîðåìi 1 îïèñàíî 2-êðó÷åííÿ ãðóïèÁðàóåðà åëiïòè÷íî¨ êðèâî¨ íàä ïñåâäîëîêàëüíèì ïîëåì.Â. ×åðíîóñîâ i Â.�óëåöüêèé [4℄ îäåðæàëè îïèñàííÿ 2-êðó÷åííÿ ãðóïè Áðàóåðàåëiïòè÷íèõ êðèâèõ íàä ëîêàëüíèìè ïîëÿìè â òåðìiíàõ òâiðíèõ i ñïiââiäíîøåíü. Ìèçàñòîñîâó¹ìî ìåòîä ×åðíîóñîâà i �óëåöüêîãî äî îïèñàííÿ 2-êðó÷åííÿ ãðóïè Áðàóåðàåëiïòè÷íèõ êðèâèõ íàä ïñåâäîëîêàëüíèì ïîëåì.Þ. �åìàí, Ñ.Â. Òiõîíîâ, Â.I.ßí÷åâñüêèé ó [7℄ âiäêðèëè çàãàëüíèé ïiäõiä äëÿîá÷èñëåííÿ 2 � êðó÷åííÿ ãðóïè Áðàóåðà ãiïåðåëiïòè÷íî¨ êðèâî¨ íàä äîâiëüíèìè ïî-ëÿìè òà çàñòîñóâàëè öåé ïiäõiä äî âèïàäêó ëîêàëüíîãî îñíîâíîãî ïîëÿ. Êëþ÷îâóðîëü òóò âiäiãðà¹ òåîðåìà Ëåíãà ïðî àëãåáðè÷íi ãðóïè íàä ñêií÷åííèìè ïîëÿìè, ÿêàñòâåðäæó¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî àëãåáðè÷íîãî ìíîãîâèäó, âèçíà÷åíîãî íàä ñêií÷åí-íèì ïîëåì, H1(Gal (k/k, J)) = 0. Ìàéæå áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ ïñåâäîñêií÷åí-íîãî ïîëÿ âèïëèâà¹ àíàëîãi÷íà ðiâíiñòü H1(Gal (k/k, J)) = 0 i äëÿ ïñåâäîñêií÷åííèõïîëiâ. Öå äà¹ çìîãó ïîøèðèòè îïèñàííÿ 2-êðó÷åííÿ ãðóïè Áðàóåðà ãiïåðåëiïòè÷íî¨êðèâî¨ íà âèïàäîê ïñåâäîëîêàëüíîãî îñíîâíîãî ïîëÿ. Òàêå îïèñàííÿ äà¹ òåîðåìà 6.Ïî÷èíà¹ìî ç ðîçãëÿäó ðîçêëàäíèõ åëiïòè÷íèõ êðèâèõ íàä ïñåâäîëîêàëüíèì ïî-ëåì. Äàëi n îçíà÷à¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî, âçà¹ìíî ïðîñòå ç õàðàêòåðèñòèêîþ ïîëÿ k, à
|C| � ïîðÿäîê ñêií÷åííî¨ ãðóïè C. Íåõàé òåïåð K � ïñåâäîëîêàëüíå ïîëå. Ïîçíà÷èìî÷åðåç OK êiëüöå öiëèõ ïîëÿ K, π � ïðîñòèé åëåìåíò ïîëÿ K. α � îäèíèöÿ ïîëÿ K,ÿêà íå ¹ êâàäðàòîì. Íåõàé A � åëiïòè÷íà êðèâà âèçíà÷åíà íàä ïîëåì K. Íåõàé
Cα = [(α, x − c)], Cπ = [(π, x − c)], Bα = [(α, x − b)], Bπ = [(π, x − b)] � ïðåäñòàâíèêèàëãåáðè êâàòåðíiîíiâ íàä K(A).Òåîðåìà 1. Íåõàé A ðîçêëàäíà åëiïòè÷íà êðèâà íàä ïñåâäîëîêàëüíèì ïîëåì K.1. ßêùî A ìà¹ íåâèðîäæåíó ðåäóêöiþ, òî (BrA)2 = (BrK)2 ⊕ {1, Bπ, Cπ,

Bπ ⊗ Cπ}.2. ßêùî A ìà¹ ìóëüòèïëiêàòèâíó ðåäóêöiþ i K � çàãàëüíå ëîêàëüíå ïîëå,òî (BrA)2 = (BrK)2 ⊕ {1, Bπ, Cπ, Bπ ⊗ Cπ} ó âèïàäêó, êîëè äîòè÷íi âîñîáëèâié òî÷öi ðåäóêöi¨ íå âèçíà÷åíi íàä îñíîâíèì ïîëåì K i (BrA)2 =
= (BrK)2{1, Bα, Bα, Bαπ} ó âèïàäêó, êîëè âîíè âèçíà÷åíi íàä ïîëåì K.3. ßêùî A ìà¹ àäèòèâíó ðåäóêöiþ i K � çàãàëüíå ëîêàëüíå ïîëå, òî (BrA)2 =
= (BrK)2 ⊕ {1, Bα, Cα, Bα ⊗ Cα}.Ñ�îðìóëþ¹ìî äåÿêi äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè, ïîòðiáíi äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.Òåîðåìà 2. ßêùî A � åëiïòè÷íà êðèâà, âèçíà÷åíà íàä ïñåâäîëîêàëüíèì ïîëåì K,òî äîáóòîê Òåéòà � Øà�àðåâè÷à iíäóêó¹ äâî¨ñòiñòü ñêií÷åííèõ ãðóï A(K)/nA(K)i H1(K, A)n. ßêùî A � êðèâà ç âèðîäæåíîþ ðåäóêöi¹þ, òî öÿ äâî¨ñòiñòü çáåði-ãà¹òüñÿ i ó âèïàäêó çàãàëüíîãî ëîêàëüíîãî ïîëÿ K.



2-Ê�Ó×ÅÍÍß ��ÓÏ Á�ÀÓÅ�À ÅËIÏÒÈ×ÍÈÕ I �IÏÅ�ÅËIÏÒÈ×ÍÈÕ ... 215Òåîðåìà 3. Â óìîâàõ ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè |(BrA)n| = n|(A(K))n|.Ëåìà 1. Íåõàé A � äîâiëüíà åëiïòè÷íà êðèâà, âèçíà÷åíà íàä ïñåâäîëîêàëüíèìïîëåì K àáî êðèâà ç âèðîäæåíîþ ðåäóêöi¹þ, âèçíà÷åíà íàä çàãàëüíèì ëîêàëüíèìïîëåì K. Òîäi |A(K)/nA(K)| = |(A(K))n|.Äîâåäåííÿ òåîðåì 2, 3 òà íà÷åðê äîâåäåííÿ ëåìè 1 íàâåäåíî ó [5℄.Ëåìà 2. Íåõàé A � ðîçêëàäíà åëiïòè÷íà êðèâà ç íåâèðîäæåíîþ ðåäóêöi¹þ. Òîäi óòî÷íié ïîñëiäîâíîñòi êîãîìîëîãié
0 −→ A(K)/2A(K)

δ
−→ H1(G, A(K̄)2)

ρ
−→ H1(G, A(K̄))2 −→ 0, (1)îáðàç ãîìîìîð�içìó δ ïîðîäæó¹òüñÿ ïàðàìè (α, 1) òà (1, α).Äîâåäåííÿ. ßê i ó âèïàäêó åëiïòè÷íî¨ êðèâî¨, âèçíà÷åíî¨ íàä ëîêàëüíèì ïîëåì K(äèâ. [3, ëåìà 9.1℄) äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïàðè (α, 1), (1, α) ∈ H1(G, A(K̄)2) ≃

K∗/K∗2 × K∗/K∗2 íàëåæàòü äî Ker ρ. Íåõàé Knr/K � ìàêñèìàëüíå íåðîçãàëóæå-íå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K. Òîäi
H1(Gal (Knr/K), A(Knr)) = H1(Gal (k̄/k), Ã(k̄)) = 0íà ïiäñòàâi ïñåâäîñêií÷åííîñòi ïîëÿ ëèøêiâ k ïîëÿ K. Òóò k̄ � àëãåáðè÷íå çàìèêàííÿïîëÿ k, Ã � ðåäóêöiÿ êðèâî¨ A. Òîìó çi ñïåêòðàëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi Õîõøiëüäà-Ñåððàâèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ H1(G, A(K)2) → H1(Knr, A(K̄)) ií'¹êòèâíå. Êðiì òîãî,î÷åâèäíî, ùî (res ◦ ρ)(α, 1) = (res ◦ ρ)(1, α) = 0. �Ëåìà 3. Íåõàé A � ðîçêëàäíà åëiïòè÷íà êðèâà íàä çàãàëüíèì ëîêàëüíèì ïîëåì çìóëüòèïëiêàòèâíîþ ðåäóêöi¹þ ç ðiâíÿííÿì

y2 = x(x + πmβ)(x + γ), (2)äå β, γ ∈ O∗

K , m > 1, i íåõàé A0(K) � ïiäãðóïà òî÷îê ãðóïè A(K), ùî ðåäóêóþòüñÿ âíåîñîáëèâi. Òîäi iñíóþòü òî÷êè R1 = (u1, v1) ∈ A0(K) i R2 = (u2, v2) ∈ A(K)\A0(K)òàêi, ùî òî÷êè R1, R2 ïîðîäæóþòü ãðóïó A(K)/2A(K).Äîâåäåííÿ. ßêùî êðèâà A âèçíà÷åíà íàä ëîêàëüíèì ïîëåì, òî òâåðäæåííÿ ëåìèäîâåäåíî ó [3, ëåìà 7.5 i òâåðäæåííÿ 7.7℄. Çãàäàíi äîâåäåííÿ ïðèäàòíi i äëÿ âèïàäêóäîâiëüíîãî ïîëÿ, ÿêùî âðàõóâàòè, ùî äëÿ ñêií÷åííèõ ðîçøèðåíü êâàçiñêií÷åííèõïîëiâ ãîìîìîð�içì íîðìè ¹ ñþð'¹êòèâíèì (äèâ. [5, �2℄). �Ëåìà 4. ßêùî A � ðîçêëàäíà åëiïòè÷íà êðèâà ç ìóëüòèïëiêàòèâíîþ ðåäóêöi¹þçàäàíà ðiâíÿííÿì (2) íàä çàãàëüíèì ëîêàëüíèì ïîëåì, òî îáðàç ãîìîìîð�içìó δç òî÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi (1) ïîðîäæó¹òüñÿ ïàðàìè (1, α), (1, πmβ), ÿêùî γ /∈ O∗2
K iïàðàìè (1, α), (1, π), ÿêùî γ ∈ O∗2

K .Äîâåäåííÿ îäåðæó¹ìî ç ëåìè 3 çà äîïîìîãîþ òàêèõ ñàìèõ ìiðêóâàíü, ÿê i óâèïàäêó ëîêàëüíîãî îñíîâíîãî ïîëÿ (äèâ. [3, Ëåìà 9.5 i 9.7℄).Ëåìà 5. Íåõàé A � ðîçêëàäíà åëiïòè÷íà êðèâà ç àäèòèâíîþ ðåäóêöi¹þ, âèçíà÷åíàíàä çàãàëüíèì ëîêàëüíèì ïîëåì k i çàäàíà ðiâíÿííÿì y2 = x(x − πmd)(πx − πe),äå d, e ∈ O∗

K . Òîäi îáðàç ãîìîìîð�içìó δ ç òî÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi (1) ïîðîäæó¹òüñÿåëåìåíòàìè δ((0, 0)) = (−πe,−πmd) i δ((πe, 0)) = (πe(πe − πmd), πe − πmd).



216 Ëþäìèëà ÑÒÀÕIÂÄîâåäåííÿ. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ÿê i ó âèïàäêó ëîêàëüíîãî ïîëÿ ãðóïàA(K)/2A(K)ìà¹ ñâî¨ìè ïðåäñòàâíèêàìè òî÷êè (0, 0), (πmd, 0) i (πe, 0). Òîìó (A(K)/2A(K)) ïî-ðîäæó¹òüñÿ îáðàçàìè áóäü-ÿêî¨ ïàðè öèõ òî÷îê.Òå, ùî δ((0, 0)) òà δ((πe, 0)) ìàþòü çãàäàíèé ó �îðìóëþâàííi âèãëÿä, âèïëèâà¹ç ÿâíîãî îá÷èñëåííÿ ãîìîìîð�içìó δ äëÿ åëiïòè÷íèõ êðèâèõ íàä äîâiëüíèì ïîëåì,ïðîâåäåíîãî â [3, Òâåðäæåííÿ 3.2℄. �Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Äëÿ åëiïòè÷íî¨ êðèâî¨ A íàä äîâiëüíèì ïîëåì ìà¹ìîòî÷íi ïîñëiäîâíîñòi
0 −→ A(K)2A(K)

δ
−→ H1(K, A(K̄)2)

ρ
−→ H1(K, A(K̄))2 −→ 0i

0 −→ (BrK)2
ι

−→ (Br A)2
κ

−→ H1(K, A(K̄)2) −→ 0 (3)×åðíîóñîâ i �óëåöüêèé ïîêàçàëè [4℄, ùî iñíó¹ ãîìîìîð�içì
ε0 : H1(K, A(̄(K)2)) → (Br A)2äëÿ ÿêîãî κ◦ε0 = ρ i ε0(ker ρ) = 0. Çâiäñè âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ãîìîìîð�içìó

ε : H2(K, A(̄(K)2)) → (BrA)2, äëÿ ÿêîãî κ ◦ ε0 = 1. Òîìó òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü (3)çàñâiä÷ó¹, ùî (BrA)2 ∼= (BrK)2 ⊕ Im ε.
|Im ε| = |H1(K, A(̄(K)2))| = |A(K)/2A(K)| = |A(K)2| = 4çãiäíî ç òåîðåìàìè 1, 2 òà ëåìîþ 1. Çâiäñè, çãiäíî ç ëåìàìè 2 i 5 âèïëèâà¹, ùîäîñòàòíüî çíàéòè â ãðóïi (BrA)2 îáðàçè ñòîñîâíî ãîìîìîð�içìó ε0 òèõ òâiðíèõ åëå-ìåíòiâ ãðóïè H1(K, A(̄(K)2)), ÿêi äîïîâíþþòü, âiäïîâiäíî, òâiðíi (α, 1) òà (1, α) óâèïàäêó íåâèðîäæåíî¨ ðåäóêöi¨; (1, α) i (1, πmβ), ÿêùî γ /∈ O∗2

K òà (1, α), (1, π), ÿêùî
γ ∈ O∗2

K , ó âèïàäêó ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ðåäóêöi¨; (−πe,−πmd), (πe(πe − πmd),
πe − πmd) ó âèïàäêó àäèòèâíî¨ ðåäóêöi¨. Âèêîðèñòîâóþ÷è îá÷èñëåííÿ ãîìîìîð�iç-ìó ε0, ïðîâåäåíi â [3℄, îäåðæó¹ìî, ùî öèìè îáðàçàìè ¹, âiäïîâiäíî, Bπ, Cπ, ; Bα, Bπ; Bα, Cα. Çâiäñè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè.Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ êðèâèõ ç âèðîäæåíîþ ðåäóêöi¹þ òâåðäæåííÿ 2, 3 òåîðåìè1 ïðàâèëüíå äëÿ çàãàëüíèõ ëîêàëüíèõ ïîëiâ íà ïiäñòàâi òåîðåìè 2.Òåîðåìà 4. Íåõàé A � åëiïòè÷íà êðèâà ç íåâèðîäæåíîþ ðåäóêöi¹þ íàä ïñåâäîëî-êàëüíèì ïîëåì K ç ïîëåì ëèøêiâ õàðàêòåðèñòèêè, ùî íå äîðiâíþ¹ 2. Íåõàé äàëi
y2 = x3+ax+b � Âåé¹ðøòðàññîâå ðiâíÿííÿ êðèâî¨ A. Òîäi ãðóïà (BrA)2 ñêëàäà¹òüñÿç äâîõ åëåìåíòiâ, ÿêùî ïîëiíîì x3 + ax + b íå ìà¹ êîðåíiâ ó ïîëi K; ç ÷îòèðüîõåëåìåíòiâ, ÿêùî öåé ïîëiíîì ìà¹ îäèí êîðiíü â ïîëi K; i ç âîñüìè åëåìåíòiâ, ÿêùîâií ìà¹ âñi êîðåíi â ïîëi K.Äîâåäåííÿ. Ó [2℄ äëÿ êðèâî¨ ç íåâèðîäæåíîþ ðåäóêöi¹þ íàä ëîêàëüíèì ïîëåì íàâå-äåíi ñïèñêè ïîïàðíî íåiçîìîð�íèõ êâàòåðíiîííèõ àëãåáð, ÿêi âè÷åðïóþòü âñþ ãðóïó
(BrA)2 i ñêëàäàþòüñÿ âiäïîâiäíî ç äâîõ, ÷îòèðüîõ òà âîñüìè åëåìåíòiâ çàëåæíî âiäòîãî, ÷è ïîëiíîì x3 + ax + b íå ìà¹ êîðåíiâ, ìà¹ îäèí àáî òðè êîðåíi ó ïîëi K. Äî-âåäåííÿ òîãî, ùî âñi öi àëãåáðè íåiçîìîð�íi, äîñëiâíî ïðîõîäèòü i äëÿ êðèâî¨ A íàäçàãàëüíèì ëîêàëüíèì ïîëåì. Îñêiëüêè çà òåîðåìîþ 3 â óìîâàõ òåîðåìè 4 íå ìîæåáóòè áiëüøå, íiæ âiäïîâiäíî äâà, ÷îòèðè àáî âiñiì åëåìåíòiâ ãðóïè (BrA)2, òî çâiäñèi âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè 4. �



2-Ê�Ó×ÅÍÍß ��ÓÏ Á�ÀÓÅ�À ÅËIÏÒÈ×ÍÈÕ I �IÏÅ�ÅËIÏÒÈ×ÍÈÕ ... 217Òåïåð ïåðåéäåìî äî ãiïåðåëiïòè÷íèõ êðèâèõ, âèçíà÷åíèõ íàä ïñåâäîëîêàëüíèìïîëåì. �åìàí, Òiõîíîâ i ßí÷åâñüêèé [7℄ äîâåëè òàêèé ðåçóëüòàò äëÿ ãiïåðåëiïòè÷íèõêðèâèõ íàä äîâiëüíèì ïîëåì K.Òåîðåìà 5 (�åìàí, Òiõîíîâ, ßí÷åâñüêèé). Íåõàé C/K ãiïåðåëiïòè÷íà êðèâà íàäïîëåì K, ÿêà âiäïîâiäà¹ à�iííié êðèâié çàäàíié ðiâíÿííÿì
y2 = (x − a)g1(x) . . . gn(x), (4)äå g1(x), . . . , gn(x) íåçâiäíèé ïîëiíîì. Íåõàé b1, . . . , bn êîðåíi g1, . . . , gn. Íåõàé

ε : 2H
1(G, J) −→ BrC2ïåðåðiç ãîìîìîð�içìó κ : (BrC)2 → H1(G, J)2 i íåõàé I = Im ε. Òîäi

BrC2
∼= (BrK)2 ⊕ Ii äîâiëüíèé åëåìåíò ç I ìîæíà çîáðàçèòè çà äîïîìîãîþ àëãåáðè

trHi

G [(s1, (x − a)(x − b1))] ⊗ · · · ⊗ trHn

G [(sn, (x − a)(x − bn))], (5)äå s1 ∈ K∗

i = K(bi). Íàâïàêè, äîâiëüíà àëãåáðà ç (5) íåðîçãàëóæåíà íàä C. Âîíàòðèâiàëüíà â I òîäi i òiëüêè òîäi, ÿêùî âîíà ïîäiáíà äî àëãåáðè âèãëÿäó
A = A1 ⊗ · · · ⊗ An,äå Ai ∈ trHi

G [(si, (x− a)(x− bi))], si =
∏

j(xj − bi)
nj i ∑

j nj(xj , yj) äèâiçîð ñòåïåíÿ 0íà C, âèçíà÷åíèé íàä K, íîñié ÿêîãî íå ìiñòèòü Âåé¹ðøòðàññîâèõ òî÷îê.Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ òåîðåìó òà íàñòóïíi ëåìè, ìîæåìî îòðèìàòè îïèñàííÿ2-êðó÷åííÿ ãðóïè Áðàóåðà ãiïåðåëiïòè÷íèõ êðèâèõ íàä ïñåâäîëîêàëüíèì ïîëåì.Ëåìà 6. Íåõàé A � àáåëåâèé ìíîãîâèä íàä ïñåâäîñêií÷åííèì ïîëåì k. Òîäi
H1(k, A) = 0.Äîâåäåííÿ. Åëåìåíòè ãðóïè H1(k, A) iíòåðïðåòóþòü ÿê êëàñè içîìîð�içìó ãîëîâ-íèõ îäíîðiäíèõ ïðîñòîðiâ äëÿ A íàä k, òîáòî àëãåáðè÷íi ìíîãîâèäè, ÿêi ñòàþòüiçîìîð�íèìè ç A íàä ñêií÷åííèì ðîçøèðåííÿì ïîëÿ k. Íåéòðàëüíèì åëåìåíòîìöi¹¨ ãðóïè ¹ êëàñ ãîëîâíèõ îäíîðiäíèõ ïðîñòîðiâ, ÿêi ìàþòü k-ðàöiîíàëüíó òî÷êó.Âîíè âñi içîìîð�íi ç A íàä k. Îñêiëüêè ïñåâäîñêií÷åííå ïîëå ¹ ïñåâäîàëãåáðè÷íîçàìêíåíèì, òî êîæåí íåïîðîæíié ìíîãîâèä íàä öèì ïîëåì k ìà¹ k-ðàöiîíàëüíó òî÷-êó, òîìó êîæåí êëàñ içîìîð�içìó ãîëîâíèõ îäíîðiäíèõ ïðîñòîðiâ òðèâiàëüíèé. �Ëåìà 7. Íåõàé A � àáåëåâèé ìíîãîâèä ç íåâèðîäæåíîþ ðåäóêöi¹þ Ā íàä ïîâíèìäèñêðåòíî íîðìîâàíèì ïîëåì K ç ïîëåì ëèøêiâ k. Íåõàé Knr � ìàêñèìàëüíå íå-ðîçãàëóæåíå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K i Gnr � éîãî ãðóïà �àëóà. Òîäi Gnr

∼= Gal (k/k) i
H1(Gnr, A) ≃ H1(Gal (k/k), Ā(k̄)).Ëåìà 8. Íåõàé ãiïåðåëiïòè÷íà êðèâà C ç äîáðîþ ðåäóêöi¹þ i íåõàé A = (a, g)íåðîçãàëóæåíà êâàòåðíiîííà àëãåáðà íàä K(C), äå g ∈ K(C). Òîäi A òðèâiàëüíà.Òåîðåìà 6. Ó ïîçíà÷åííÿõ òåîðåìè 5 íåõàé C/K ãiïåðåëiïòè÷íà êðèâà ç äîáðîþðåäóêöi¹þ íàä íå äiàäè÷íèì ëîêàëüíèì ïîëåì K. Òîäi êîæåí íåòðèâiàëüíèé åëå-ìåíò ç (BrC)2 çîáðàæà¹òüñÿ òåíçîðíèì äîáóòêîì àëãåáð âèãëÿäó

(π, (x − a)[Ki:K]gi), 1 6 i 6 n.



218 Ëþäìèëà ÑÒÀÕIÂÄîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ìàéæå íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä äîâåäåííÿ äëÿ âèïàäêó ëîêàëü-íîãî îñíîâíîãî ïîëÿ. Äëÿ çðó÷íîñòi ÷èòà÷à íàâåäåìî âiäïîâiäíi ìiðêóâàííÿ ç ïðàöi[7℄. Íåõàé bi êîðiíü ïîëiíîìà gi(x), Ki = K(bi). Òîäi ðîçøèðåííÿ Ki/K íåðîçãàëó-æåíå i êîæåí åëåìåíò ç Ki/K∗2
i ìà¹ âèãëÿä αKi

πj , äå αKi
íåêâàäðàòíèé åëåìåíò â

OKi
.Íà ïiäñòàâi òåîðåìè 5 i ëåìè 8 êîæåí åëåìåíò ç I ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

trH1 [(π, (x − b1))] ⊗ · · · ⊗ trHn

G [(π, (x − a)(x − bn))],äå Hi = Gal (K̄/Ki). Êðiì òîãî,
trHi

G [(π, (x − a)(x − bi))] = [(π, (x − a)[Ki:K].Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî àëãåáðè
[(π, (x − a)[Ki:K]gi)], . . . , [(π, (x − a)[Kn:K]gn].¹ ñèñòåìîþ òâiðíèõ ãðóïè (BrC)2. Òåïåð ç íàñëiäêó 3.9 ç ïðàöi [7℄ âèïëèâà¹, ùî íåiñíó¹ íåòðèâiàëüíèõ ñïiââiäíîøåíü ìiæ òâiðíèìè ãðóïè (BrC)2. Çãàäàíèé íàñëiäîêñòâåðäæó¹, ùî åëåìåíò ç I òðèâiàëüíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií çîáðàæà¹òüñÿàëãåáðîþ A = A1 ⊗ . . . ⊗ An, äå

Ai ∈ trHi

G [(si, (x − a)(x − b))], si =
t∏

j=1

jk∏

l=1

(x(σlQl) − b1),

Qi � òî÷êà êðèâî¨ C òàêà, ùî y(Qj) ∈ K(x(Qj)), y(Qj) 6= 0.Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî íå iñíó¹ òî÷îê Qj ∈ C, äëÿ ÿêèõ y(Qj) ∈

∈ K(x(Qj)), y(Qj) 6= 0 i π =
∏jk

l=1(x(σlQj) − bi), äå σj1(Qj), σjk
(Ul) ñïðÿæåíi ç Qjíàä K. Ïðèïóñòèìî, ùî òàêà òî÷êà Qj iñíó¹. Îñêiëüêè C ìà¹ äîáðó ðåäóêöiþ, òî

f(x(Qj)) = πu äëÿ äåÿêîãî u ∈ O∗

K(x(Qj))
. Îòæå, f(x(Qj)) /∈ K(x(Qj))

∗2 i y(Qj) /∈

/∈ K(x(Qj)). Òîìó íå iñíó¹ íåòðèâiàëüíèõ ñïiââiäíîøåíü ìiæ çàçíà÷åíèìè òâiðíèìè
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