
ÂIÑÍÈÊ ËÜÂIÂ. ÓÍ-ÒÓ VISNYK LVIV UNIV.Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2009. Ser. Meh. Math. 2009.Âèï. 71. Ñ. 220�234 Is. 71. P. 220�234ÓÄÊ 517.95ÒÎ×ÊÎÂI ÎÑÎÁËÈÂÎÑÒI �ÎÇÂ'ßÇÊÓ ÍÅËIÍIÉÍÎ�ÎIÍÒÅ��ÀËÜÍÎ�Î �IÂÍßÍÍß ÂÎËÜÒÅ��ÀÎêñàíà ×ÌÈ�Ëüâiâñüêèé äåðæàâíèé óíiâåðñèòåò áåçïåêè æèòò¹äiÿëüíîñòi,79000, Ëüâiâ, âóë. Êëåïàðiâñüêà, 35e-mail: o hmyr�yahoo.omÂèêîðèñòîâóþ÷è ïðèíöèï Øàóäåðà, çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿç-íîñòi íåëiíiéíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà ç ïîëÿðíèì ÿäðîì óâàãîâîìó L1 - ïðîñòîði �óíêöié ç òî÷êîâèìè ñòåïåíåâèìè îñîáëèâîñòÿìè.Êëþ÷îâi ñëîâà: íåëiíiéíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ, âàãîâèé �óíêöiéíèéïðîñòið, íåïåðåðâíèé îïåðàòîð, êîìïàêòíà ìíîæèíà, òåîðåìàØàóäåðà ïðîíåðóõîìó òî÷êó.1. Âñòóï. Ó áàãàòüîõ ïðàöÿõ äîñëiäæóâàëè óìîâè iñíóâàííÿ òà ïîâåäiíêóðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ i ïiâëiíiéíèõ åëiïòè÷íèõ òà ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì ðiâ-íÿíü íà ìåæi îáëàñòi òà â îêðåìèõ ¨¨ òî÷êàõ, êîëè �óíêöi¨ çàäàíi íà ìåæi îáëàñòi ¹óçàãàëüíåíèìè (äèâ., íàïðèêëàä, áiáëiîãðà�iþ â [1℄, à òàêîæ [2℄, [3℄, [4℄, [5℄).Âðàõîâóþ÷è íàÿâíå äîñëiäæåííÿ �óíêöi¨ �ðiíà çàãàëüíèõ ëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷-íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ [6℄, [7℄, [8℄, ïðèðîäíî äëÿ äîñëiäæåííÿ óçàãàëüíåíèõ êðàéîâèõçàäà÷ äëÿ ïiâëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîä çâåäåííÿ ¨õ äîåêâiâàëåíòíîãî íåëiíiéíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà ó âàãîâîìó L1-ïðîñ-òîði ç ÿäðîì � �óíêöi¹þ �ðiíà.Íàøà ìåòà � âèâ÷èòè õàðàêòåð ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿÂîëüòåððà ç ïîëÿðíèì ÿäðîì ó ïðîñòîði �óíêöié, ÿêi ìîæóòü ìàòè îñîáëèâîñòi âîêðåìèõ òî÷êàõ ìåæi îáëàñòi. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ìàþòü çàñòîñóâàííÿ äî ðîçâ'ÿç-íîñòi óçàãàëüíåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ïiâëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ó ïðîñ-òîði �óíêöié ç òî÷êîâèìè îñîáëèâîñòÿìè.2. Îñíîâíà ÷àñòèíà.2.1. Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ òà äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ. Íåõàé n ∈ N, Ω � îáìå-æåíà îáëàñòü â R
n ç ìåæåþ S = ∂Ω êëàñó C∞, Q = Ω × (0, T ], Σ = S × (0, T ],

0 < T < +∞.© ×ìèð Î., 2009



ÒÎ×ÊÎÂI ÎÑÎÁËÈÂÎÑÒI �ÎÇÂ'ßÇÊÓ ÍÅËIÍIÉÍÎ�Î IÍÒÅ��ÀËÜÍÎ�Î ... 221Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ: ||x−y|| � åâêëiäîâà âiäñòàíü â R
n; P = (x, t),

M = (y, τ), P̂ = (x̂, t̂), d(x, t; y, τ) = |PM | = (||x−y||2+|t−τ |) 1
2 � ïàðàáîëi÷íà âiäñòàíüâ R

n+1; η � ìóëüòèiíäåêñ ç êîìïîíåíòàìè (η1, ..., ηn), ηi ∈ Z+, i = 1, n, |η| = η1+...+ηn� äîâæèíà ìóëüòèiíäåêñó η, Dη ≡ Dη
x = ∂|η|

∂x
η1
1 ·...·∂xηn

n
.Íåõàé ε0 > 0 � çàäàíå ÷èñëî òàêå, ùî ïàðàëåëüíà äî S ïîâåðõíÿ Sε0 ¹ êëàñó C∞òà íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî ε0 6 1. ×åðåç ˜̺(σ) ïîçíà÷àòèìåìî íåñêií÷åííî äè�åðåí-öiéîâíó íåâiä'¹ìíó �óíêöiþ, ÿêà ìà¹ ïîðÿäîê σ ïðè σ → 0 òà âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ

M
′
1 σ 6 ˜̺(σ) 6 M

′
2 σ, äå M

′
1, M

′
2 � äîäàòíi ñòàëi.Ïðè äîâiëüíié �iêñîâàíié òî÷öi P̂ ∈ Q ââåäåìî �óíêöiþ ̺0 òî÷êè P ∈ Q òàêó,ùî 0 < ̺0(P, P̂ ) 6 1 òà ̺0(P, P̂ ) =

{
˜̺(|PP̂ |), |PP̂ | < ε0

2 ,

1, |PP̂ | > ε0.Ïðè k ∈ R ââåäåìî �óíêöiéíèé ïðîñòið
Mk(Q, P̂ ) = {v : ||v; P̂ ||k =

∫
Q

̺k
0(x, t, x̂, t̂)|v(x, t)| dxdt < +∞}.Íåõàé

(Hv)(x, t) =

t∫

0

dτ

∫

Ω

K(x, t; y, τ) · F0(y, τ, v(y, τ)) dy, (x, t) ∈ Q,

H1v = Hv + h0,äå K(x, t; y, τ)((x, t; y, τ) ∈ Q × Q) � ÿäðî îïåðàòîðà H , ùî âîëîäi¹ òàêèìè âëàñòè-âîñòÿìè:1) K(x, t; y, τ) = 0 ïðè t < τ ;2) K(x, t; y, τ) ïðè (x, t) 6= (y, τ) ìà¹ ïîõiäíi äî ïîðÿäêó s + n + 2, à â îêîëiäiàãîíàëi (x, t) = (y, τ) ðàçîì iç ñâî¨ìè ïîõiäíèìè ìà¹ òàêi îöiíêè:
| ∂η0

∂τη0
Dη

yK(x, t; y, τ)| 6 C η, η0 [d(x, t; y, τ)]s−|η|−2η0 ,äå −n − 2 < s < 0, |η| + 2η0 < s + n + 2, C η, η0 � äîäàòíi ñòàëi;3) äëÿ äîâiëüíèõ η, |η| < s+n+2, −n−2 < s < 0 iñíóþòü äîäàòíi ñòàëi C̃η òàêi,ùî ∫
Q |Dη

xK(x, t; y, τ)| dxdt 6 C̃η äëÿ äîâiëüíèõ (y, τ) ∈ Q,�óíêöiÿ F0(x, t, v) âèçíà÷åíà â Q × (−∞, +∞), �óíêöiÿ h0 âèçíà÷åíà â Q.Ïðèêëàäîì ÿäðà K ¹ �óíêöiÿ �ðiíà ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëî-ïðîâiäíîñòi ïðè s = −n, n > 1.Ïîäiáíî äî ðåçóëüòàòiâ [6℄ äîâåäåíî òàêó âëàñòèâiñòü �óíêöi¨ K.Íåõàé (x̂, t̂) ∈ Q, r > −n − 2, −n − 2 < s < 0, |η| + 2η0 < s + n + 2. Òîäi
∣∣∣ ∂η0

∂tη0
Dη

x

∫

Q

K(x, t; y, τ)̺r
0(y, τ, x̂, t̂) dydτ

∣∣∣ 6

6 L̂η, η0 max{[̺0(x, t, x̂, t̂)]r+2+n+s−|η|−2η0 , 1} ∀(x, t) ∈ Q, (A)äå L̂η, η0 � äîäàòíi ñòàëi.Ó ïðîñòîði Mk(Q, P̂ ) ïðè k > −n − 2 ðîçãëÿíåìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ
v = H1v. (1)



222 Îêñàíà ×ÌÈ�Ó [9℄ îòðèìàíî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1) ó ïðîñòîði
Mk(Q, P̂ ). Çîêðåìà, ïðè −n − 2 < s < 0, k > −n − s − 2, h0 ∈ Mk(Q, P̂ ),
F0(x, t, v) = |v|q, äå q ∈ (0, min{ n+2

k+n+2 ; 1}), iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) ó ïðîñòîði
Mk(Q, P̂ ).Äëÿ äîâiëüíî¨ �iêñîâàíî¨ òî÷êè P̂ = (x̂, t̂) ∈ Q òà α ∈ R− ∪ {0} ââåäåìî �óíê-öiéíèé ïðîñòið
M̃α(Q, P̂ ) = {v ∈ C(Q \ {P̂}) : ̺−α

0 (y, τ, x̂, t̂)v(y, τ) ∈ C(Q)

(||v; P̂ || ′α = sup
(y,τ)∈Q

̺−α
0 (y, τ, x̂, t̂)|v(y, τ)| < +∞)}.Îñêiëüêè ïðè v ∈ M̃α(Q, P̂ ) òà k + α > −n− 2 âèêîíó¹òüñÿ

||v; P̂ ||k =

∫

Q

̺k
0(M, P̂ )|v(y, τ)| dydτ 6 Ĉ

∫

Q

̺k
0(M, P̂ )[̺0(M, P̂ )]α dydτ 6

6 Ĉ

∫

{M : |MP̂ |<ε0}

[̺0(M, P̂ )]k+α dydτ + Ĉ

∫

{M : |MP̂ |>ε0}

dydτ < +∞,òî M̃α(Q, P̂ ) ⊂ Mk(Q, P̂ ) ïðè k > −α − n − 2, äå Ĉ � äîäàòíà ñòàëà.Íåõàé M̃α, C̃(Q, P̂ ) = {v ∈ M̃α(Q, P̂ ) : ||v; P̂ || ′α 6 C̃} � çàìêíåíà êóëÿ ðàäióñà
C̃ ó ïðîñòîði M̃α(Q, P̂ ).Íåõàé h0 ∈ M̃l(Q, P̂ ), äå l ∈ R. Çi çðîáëåíîãî çàóâàæåííÿ âèïëèâà¹, ùî
h0 ∈ Mk(Q, P̂ ) ïðè k > −l − n − 2.Ëåìà 1. Íåõàé q ∈ (0, 1), −n − 2 < s < 0, −n+s+2

q < α 6 0. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî
ε > 0 iñíó¹ σ = σ(ε) > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäîáëàñòi V ⊂ Q, ìiðà ÿêî¨ m(V )ìåíøà çà σ, äëÿ äîâiëüíèõ (x, t) ∈ Q âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

[̺0(x, t, x̂, t̂)]−α

∫

V ∩Q

[̺0(y, τ, x̂, t̂)]αq · |K(x, t; y, τ)| dydτ < ε.Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ëåìè ïðîâîäèìî ïîäiáíî äî äîâåäåííÿ ëåìè 1 [9℄, ðîçäiëÿþ÷èîñîáëèâîñòi �óíêöi¨ ̺αq
0 (y, τ, x̂, t̂)K(x, t; y, τ). Íåõàé V � äîâiëüíà ïiäîáëàñòü â Q, (x̂, t̂)� �iêñîâàíà òî÷êà Q, σ ∈ (0, 1) � ÿêå-íåáóäü ÷èñëî. Äàëi ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç Cj ,

j = 1, 13 � äîäàòíi ñòàëi.1.Íåõàé òî÷êà (x, t) ∈ Q òàêà, ùî ||x − x̂|| < σ√
2
, |t − t̂| < σ2

2 .a) ßêùî ||y − x̂|| < σ√
2
, |τ − t̂| < σ2

2 , òî ||x − y|| 6 ||x − x̂|| + ||y − x̂|| < 2σ√
2
,

|t − τ | < σ2, òîäi
I 1(x, t, x̂, t̂, σ) =

= [̺0(x, t, x̂, t̂)]−α

∫

V ∩{(y,τ)∈Q: ||y−x̂||< σ√
2
, |τ−t̂|< σ2

2 }

[̺0(y, τ, x̂, t̂)]αq · |K(x, t; y, τ)| dydτ 6
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6 [̺0(x, t, x̂, t̂)]−α

∫

V ∩{(y,τ)∈ Q: ||x−y||< σ
2
√

2
, |t−τ|< σ2

8
;

σ
2
√

2
6||y−x̂||< σ√

2
, σ2

8
6|τ−t̂|< σ2

2
}

[̺0(y, τ, x̂, t̂)]αq ·|K(x, t; y, τ)| dydτ+

+[̺0(x, t, x̂, t̂)]−α

∫

V ∩{(y,τ)∈ Q: ||x−y||> σ
2
√

2
, |t−τ|> σ2

8
;

||y−x̂||< σ
2
√

2
, |τ−t̂|< σ2

8
}

[̺0(y, τ, x̂, t̂)]αq · |K(x, t; y, τ)| dydτ+

+[̺0(x, t, x̂, t̂)]−α

∫

V ∩{(y,τ)∈ Q: ||x−y||> σ
2
√

2
, |t−τ|> σ2

8
;

σ
2
√

2
6||y−x̂||< σ√

2
, σ2

8
6|τ−t̂|< σ2

2
}

[̺0(y, τ, x̂, t̂)]αq · |K(x, t; y, τ)| dydτ =

= J1(x, t, x̂, t̂, σ) + J2(x, t, x̂, t̂, σ) + J3(x, t, x̂, t̂, σ). (2)Çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ â iíòåãðàëi J1

yi = x̂i + ξiσ,
τ = t̂ + ξn+1σ

2;
xi = x̂i + siσ,
t = t̂ + sn+1σ

2,
i = 1, n. (3)Ó íîâèõ çìiííèõ

M = ξ = (ξ1, . . . , ξn, ξn+1), |ξ| =
√

ξ2
1 + ... + ξ2

n + |ξn+1| =
√
||ξ||2 + |ξn+1|,

|MP̂ | =
√
||y − x̂||2 + |τ − t̂| =

√
σ2||ξ||2 + σ2|ξn+1| = σ · |ξ|,

|MP | =
√
||y − x||2 + |τ − t| =

√
σ2||s − ξ||2 + σ2|sn+1 − ξn+1| = σ · d(s; ξ),äå d(s; ξ) =

√
||s − ξ||2 + |sn+1 − ξn+1|, dydτ = σn+2dξdξn+1. Òîäi

J1(x, t, x̂, t̂, σ) =

= [̺0(x, t, x̂, t̂)]−α

∫

V ∩{(y,τ)∈ Q: ||x−y||< σ

2
√

2
, |t−τ|< σ2

8

σ

2
√

2
6||y−x̂||< σ√

2
, σ2

8
6|τ−t̂|< σ2

2
}

[̺0(y, τ, x̂, t̂)]αq · |K(x, t; y, τ)| dydτ 6

6 [̺0(x, t, x̂, t̂)]−αC1 · σαq+n+s+2

∫

{(ξ,ξn+1):||s−ξ||< 1
2
√

2
, |sn+1−ξn+1|< 1

8}

ds(s; ξ) dξdξn+1 6

6 C2σ
α(q−1)+2+n+s,äå çáiæíiñòü iíòåãðàëà âèïëèâà¹ ç �îðìóëè 3 [10, ñ. 588℄.Ïðîâîäÿ÷è ïîäiáíó çàìiíó çìiííèõ (3) â iíòåãðàëi J2, îäåðæó¹ìî

J2(x, t, x̂, t̂, σ) =

= [̺0(x, t, x̂, t̂)]−α

∫

V ∩{(y,τ)∈ Q: ||x−y||> σ

2
√

2
, |t−τ|> σ2

8
;

||y−x̂||< σ

2
√

2
, |τ−t̂|< σ2

8
}

[̺0(y, τ, x̂, t̂)]αq · |K(x, t; y, τ)| dydτ 6

6 [̺0(x, t, x̂, t̂)]−αC3 · σαq+n+s+2

∫

{(ξ,ξn+1):||ξ||< 1
2
√

2
, |ξn+1|< 1

8}

|ξ|αq dξdξn+1 6
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6 C4 · σα(q−1)+n+s+2,äå çáiæíiñòü iíòåãðàëà âèïëèâà¹ ç �îðìóëè 3 [10, ñ. 588℄.

J3(x, t, x̂, t̂, σ) =

= [̺0(x, t, x̂, t̂)]−α

∫

V ∩{(y,τ)∈ Q: ||x−y||> σ

2
√

2
, |t−τ|> σ2

8
;

σ
2
√

2
6||y−x̂||< σ√

2
, σ2

8
6|τ−t̂|< σ2

2
}

[̺0(y, τ, x̂, t̂)]αq · |K(x, t; y, τ)| dydτ 6

6 C5σ
α(q−1)+sm(V ).Îòæå, ïðè m(V ) < σn+2 iç (2) òà âèùå îïèñàíèõ ìiðêóâàíü, îäåðæó¹ìî

I 1(x, t, x̂, t̂, σ) 6 C6(σ
α(q−1)+2+n+s + σα(q−1)+2+n+s + σα(q−1)+sm(V )) 6

6 C7σ
α(q−1)+2+n+s.Çà çàäàíèì ε > 0, âèáðàâøè σ < min{( ε

C7
)

1
α(q−1)+n+s+2 ; 1}, ïðè (x, t) ∈ Q òàêié,ùî ||x − x̂|| < σ√

2
, |t − t̂| < σ2

2 òà m(V ) < σn+2, ìàòèìåìî
I 1(x, t, x̂, t̂, σ) <

ε

2
.á) Ïðè (y, τ) ∈ Q òàêié, ùî ||y − x̂|| > σ√

2
, |τ − t̂| > σ2

2 ïîäiáíî çíàõîäèìî
I 2(x, t, x̂, t̂, σ) =

= [̺0(x, t, x̂, t̂)]−α

∫

V ∩{(y,τ)∈Q: ||y−x̂||> σ√
2
, |τ−t̂|> σ2

2 }

[̺0(y, τ, x̂, t̂)]αq · |K(x, t; y, τ)| dydτ 6

6 [̺0(x, t, x̂, t̂)]−α

∫

V ∩{(y,τ)∈ Q: ||y−x̂||> σ√
2

, |τ−t̂|> σ2
2

;

||x−y||< σ
2
√

2
, |t−τ|< σ2

8
}

[̺0(y, τ, x̂, t̂)]αq · |K(x, t; y, τ)| dydτ+

+[̺0(x, t, x̂, t̂)]−α

∫

V ∩{(y,τ)∈ Q: ||y−x̂||> σ√
2

, |τ−t̂|> σ2
2

;

||x−y||> σ

2
√

2
, |t−τ|> σ2

8
}

[̺0(y, τ, x̂, t̂)]αq · |K(x, t; y, τ)| dydτ 6

6 C8σ
−α(σαq+s+n+2 + σαq+sm(V )) 6 C8σ

α(q−1)+s+n+2ïðè m(V ) < σn+2.Çà çàäàíèì ε > 0, âèáðàâøè σ < min{( ε
C8

)
1

α(q−1)+n+s+2 ; 1}, ïðè (x, t) ∈ Q òàêié,ùî ||x − x̂|| < σ√
2
, |t − t̂| < σ2

2 òà m(V ) < σn+2, îòðèìà¹ìî
I 2(x, t, x̂, t̂, σ) <

ε

2
.Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ σ < min{( ε

C7
)

1
α(q−1)+n+s+2 ; ( ε

C8
)

1
α(q−1)+n+s+2 ; 1}òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäîáëàñòi V ⊂ Q òàêî¨, ùî m(V ) < σn+2

I(x, t, x̂, t̂, σ) = I 1(x, t, x̂, t̂, σ) + I 2(x, t, x̂, t̂, σ) < ε
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∀(x, t) ∈ Q, ||x − x̂|| <

σ√
2
, |t − t̂| <

σ2

2
.2.Ïðè (x, t) ∈ Q òàêié, ùî ||x − x̂|| > σ√

2
, |t − t̂| > σ2

2 ðîçãëÿíåìî
J (x, t, x̂, t̂, σ) =

= [̺0(x, t, x̂, t̂)]−α

∫

V ∩{(y,τ)∈Q: ||x−y||< σ

2
√

2
, |t−τ |< σ2

8 }

[̺0(y, τ, x̂, t̂)]αq · |K(x, t; y, τ)| dydτ+

+[̺0(x, t, x̂, t̂)]−α

∫

V ∩{(y,τ)∈Q: ||x−y||> σ

2
√

2
, |t−τ |> σ2

8 }

[̺0(y, τ, x̂, t̂)]αq · |K(x, t; y, τ)| dydτ =

= J 1(x, t, x̂, t̂, σ) + J 2(x, t, x̂, t̂, σ).Ïðè ||x − x̂|| > σ√
2
, |t − t̂| > σ2

2 òà ||x − y|| < σ
2
√

2
, |t − τ | < σ2

8 âèêîíó¹òüñÿ
||y− x̂|| > ||x− x̂||− ||x−y|| > σ√

2
− σ

2
√

2
= σ

2
√

2
, |τ − t̂| > |t− t̂|− |t−τ | > σ2

2 − σ2

8 = 3σ2

8 .Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è çàìiíó çìiííèõ (3),
J 1(x, t, x̂, t̂, σ) 6 C9 · σαq

∫

V ∩{(y,τ)∈Q: ||x−y||< σ

2
√

2
, |t−τ |<σ2

8 }

|MP |s dydτ 6 C10σ
αq+n+s+2;

J 2(x, t, x̂, t̂, σ) 6 C11 · σs
( ∫

V ∩{(y,τ)∈ Q: ||x−y||> σ
2
√

2
, |t−τ|> σ2

8
;

||y−x̂||< σ
2
√

2
, |τ−t̂|< σ2

8
}

[̺0(y, τ, x̂, t̂)]αq dydτ+

+

∫

V ∩{(y,τ)∈ Q: ||x−y||> σ

2
√

2
, |t−τ|> σ2

8
;

||y−x̂||> σ

2
√

2
, |τ−t̂|> σ2

8
}

[̺0(y, τ, x̂, t̂)]αq dydτ
)

6 C12σ
s(σαq+n+2 + σαqm(V )) 6

6 C13σ
αq+n+s+2ïðè m(V ) < σn+2.Îòæå, ïðè αq + n + s + 2 > 0 äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹

σ < min
{( ε

C10

) 1
αq+n+s+2

;
( ε

C13

) 1
αq+n+s+2

; 1
}òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäîáëàñòi V ⊂ Q òàêî¨, ùî m(V ) < σn+2

J (x, t, x̂, t̂, σ) = J 1(x, t, x̂, t̂, σ) + J 2(x, t, x̂, t̂, σ) < ε

∀(x, t) ∈ Q, ||x − x̂|| >
σ√
2
, |t − t̂| >

σ2

2
.

�



226 Îêñàíà ×ÌÈ�2.2. Õàðàêòåð ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà ó êëàñi�óíêöié ç òî÷êîâèìè îñîáëèâîñòÿìè. �îçãëÿíåìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ
v(x, t) =

t∫

0

dτ

∫

Ω

K(x, t; y, τ)|v(y, τ)|q dy + h0(x, t) (4)ïðè q ∈ (0, 1) òà h0 ∈ M̃α(Q, P̂ ).Ëåìà 2. ßêùî q ∈ (0, 1), h0 ∈ M̃α(Q, P̂ ), äå −n+2
q < α 6 0, òî iñíó¹ ñòàëà K̃0 > 0òàêà, ùî ïðè âñiõ C̃ > K̃0 îïåðàòîð H1 âiäîáðàæà¹ M̃α, C̃(Q, P̂ ) â ñåáå.Äîâåäåííÿ. Çíàéäåìî îöiíêó H1v ïðè v ∈ M̃α, C̃(Q, P̂ ), äå C̃ � äîâiëüíà äîäàòíàñòàëà. Ìà¹ìî

|(H1v)(x, t)| 6

t∫

0

dτ

∫

Ω

|K(x, t; y, τ)| · |v(y, τ)|q dy + |h0(x, t)|.Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü (A) ÿäðà K ïðè αq > −n − 2 i òå, ùî ïðè
h0 ∈ M̃α(Q, P̂ ) iñíó¹ äîäàòíà ñòàëà Ĉ òàêà, ùî ||h0; P̂ ||′α 6 Ĉ îòðèìà¹ìî

|(H1v)(x, t)| 6 [̺0(x, t, x̂, t̂)]α×

×(L̂0, 0C̃
q max{[̺0(x, t, x̂, t̂)]α(q−1)+2+n+s, [̺0(x, t, x̂, t̂)]−α} + Ĉ).Ïðè âèêîíàííi óìîâ





αq > −n − 2,
α(q − 1) + 2 + n + s > 0,
−α > 0çíàõîäèìî ||H1v; P̂ || ′α 6 C̃

′ ïðè v ∈ M̃α, C̃(Q, P̂ ), äå C̃
′
= L̂0, 0C̃

q + Ĉ.Çàóâàæèìî, ùî ïðè q ∈ (0, 1) iñíó¹ ñòàëà K̃0 > 0 òàêà, ùî C̃
′
6 C̃ ïðè C̃ > K̃0.Îòæå, çà óìîâ ëåìè îäåðæó¹ìî iñíóâàííÿ äîäàòíî¨ ñòàëî¨ K̃0 òàêî¨, ùî ïðè âñiõ

C̃ > K̃0 îïåðàòîð H1 âiäîáðàæà¹ M̃α, C̃(Q, P̂ ) â ñåáå. �Òåîðåìà 1. Íåõàé q ∈ (0, 1), −n − 2 < s < 0, h0 ∈ M̃α(Q, P̂ ), äå −n+s+2
q < α 6 0.Òîäi iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê u ∈ M̃α(Q, P̂ ) iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (4) i ïðè k > −α−n− 2öåé ðîçâ'ÿçîê íàëåæèòü ïðîñòîðó Mk(Q, P̂ ).Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìó Øàóäåðà. Ç äîâåäåííÿ ëåìè 2 âèïëèâà¹, ùî H1âiäîáðàæà¹ M̃α, C̃(Q, P̂ ) â ñåáå.Ïîêàæåìî, ùî H1 � öiëêîì íåïåðåðâíèé îïåðàòîð ó ïðîñòîði M̃α, C̃(Q, P̂ ).Ïðè v, w ∈ M̃α, C̃(Q, P̂ )

||H1v−H1w; P̂ || ′α 6 sup
(x,t)∈Q

̺−α
0 (x, t, x̂, t̂)

t∫

0

dτ

∫

Ω

|K(x, t; y, τ)|·||v(y, τ)|q −|w(y, τ)|q| dy.



ÒÎ×ÊÎÂI ÎÑÎÁËÈÂÎÑÒI �ÎÇÂ'ßÇÊÓ ÍÅËIÍIÉÍÎ�Î IÍÒÅ��ÀËÜÍÎ�Î ... 227Âèêîðèñòîâóþ÷è �îðìóëó |aµ − bµ| 6 |a− b|µ ïðè a, b > 0, µ ∈ (0, 1), îòðèìà¹ìî
t∫

0

dτ

∫

Ω

|K(x, t; y, τ)| · ||v(y, τ)|q − |w(y, τ)|q | dy 6

6

t∫

0

dτ

∫

Ω

|K(x, t; y, τ)| · |v(y, τ) − w(y, τ)|q dy 6

6

t∫

0

dτ

∫

Ω

̺αq
0 (y, τ, x̂, t̂) · |K(x, t; y, τ)| · ( sup

(y,τ)∈Q

̺−α
0 (y, τ, x̂, t̂) · |v(y, τ) − w(y, τ)|)q dy 6

6 (||v − w; P̂ || ′α)q

t∫

0

dτ

∫

Ω

̺αq
0 (y, τ, x̂, t̂) · |K(x, t; y, τ)| dy.Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü (A) ÿäðà K ïðè αq > −n − 2, îäåðæó¹ìî

||H1v − H1w; P̂ || ′α 6 L̂0, 0(||v − w; P̂ || ′α)q×

× sup
(x,t)∈Q

{max{[̺0(x, t, x̂, t̂)](q−1)α+2+n+s, [̺0(x, t, x̂, t̂)]−α}}.Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è óìîâè íà α, âèïëèâà¹, ùî H1 � íåïåðåðâíèé îïåðàòîð â
M̃α, C̃(Q, P̂ ).Ïîêàæåìî êîìïàêòíiñòü îïåðàòîðà H1 íà M̃α, C̃(Q, P̂ ). Ç äîâåäåííÿ ëåìè 2âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà {H1v : v ∈ M̃α, C̃(Q, P̂ )} � ðiâíîìiðíî îáìåæåíà. Äîâåäåìî,ùî öÿ ìíîæèíà îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà, òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ δ = δ(ε) > 0òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (z, z0) ∈ R

n+1, ||z|| < δ, |z0| < δ òà äîâiëüíèõ v ∈ M̃α, C̃(Q, P̂ )

||(H1v)(x+z, t+z0)−(H1v)(x, t); P̂ || ′α 6 sup
(x,t)∈Q

|̺−α
0 (x+z, t+z0, x̂, t̂)·(Hv)(x+z, t+z0)−

−̺−α
0 (x, t, x̂, t̂) · (Hv)(x, t)| + sup

(x,t)∈Q

|̺−α
0 (x + z, t + z0, x̂, t̂) · h0(x + z, t + z0)−

−̺−α
0 (x, t, x̂, t̂) · h0(x, t)| < ε.Ââàæà¹ìî ̺−α

0 (x+z, t+z0, x̂, t̂) = 0, ̺−α
0 (x+z, t+z0, x̂, t̂)K(x+z, t+z0; y, τ) = 0,

̺−α
0 (x + z, t + z0, x̂, t̂)(Hv)(x + z, t + z0) = 0, ̺−α

0 (x + z, t + z0, x̂, t̂)h0(x + z, t + z0) = 0,ÿêùî (x + z, t + z0) /∈ Q.Çà�iêñó¹ìî ε > 0. Îñêiëüêè h0 ∈ M̃α(Q, P̂ ), òî ̺−α
0 h0 ∈ C(Q). Òîìó iñíó¹

δ̂1 = δ̂1(ε) > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (z, z0) ∈ R
n+1, ||z|| < δ̂1, |z0| < δ̂1 âèêîíó¹òüñÿ

sup
(x,t)∈Q

|̺−α
0 (x + z, t + z0, x̂, t̂) · h0(x + z, t + z0) − ̺−α

0 (x, t, x̂, t̂) · h0(x, t)| <
ε

2
.�îçãëÿíåìî äëÿ äîâiëüíèõ (x, t) ∈ Q

I(x, t, x̂, t̂; z, z0) = |̺−α
0 (x+z, t+z0, x̂, t̂)·(Hv)(x+z, t+z0)−̺−α

0 (x, t, x̂, t̂)·(Hv)(x, t)| 6
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6

t∫

0

dτ

∫

Ω

|̺−α
0 (x + z, t + z0, x̂, t̂) · K(x + z, t + z0; y, τ) − ̺−α

0 (x, t, x̂, t̂) · K(x, t; y, τ)|×

×|v(y, τ)|q dy + ̺−α
0 (x + z, t + z0, x̂, t̂)

t+z0∫

t

dτ

∫

Ω

|K(x + z, t + z0; y, τ)| · |v(y, τ)|q dy =

= I 1(x, t, x̂, t̂; z, z0) + I 2(x, t, x̂, t̂; z, z0).Íåõàé η1 > 0 � äîñèòü ìàëå i äîâiëüíå ÷èñëî, Qη1 � ïiäîáëàñòü îáëàñòi Q òàêà,ùî dist(x, x̂) > η1, dist(t, t̂) > η1.Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ v ∈ M̃α, C̃(Q, P̂ ) òà (x, t) ∈ Q ìàòèìåìî
I 1(x, t, x̂, t̂; z, z0) 6 C̃q

∫

Q

|̺−α
0 (x + z, t + z0, x̂, t̂) · K(x + z, t + z0; y, τ)−

−̺−α
0 (x, t, x̂, t̂) · K(x, t; y, τ)| · ̺αq

0 (y, τ, x̂, t̂) dydτ =

= C̃q

∫

Q\Qη1

|̺−α
0 (x + z, t + z0, x̂, t̂) · K(x + z, t + z0; y, τ) − ̺−α

0 (x, t, x̂, t̂) · K(x, t; y, τ)|×

×̺αq
0 (y, τ, x̂, t̂) dydτ + C̃q

∫

Qη1

|̺−α
0 (x + z, t + z0, x̂, t̂) · K(x + z, t + z0; y, τ)−

−̺−α
0 (x, t, x̂, t̂)·K(x, t; y, τ)|·̺αq

0 (y, τ, x̂, t̂) dydτ = I 11(x, t, x̂, t̂; z, z0)+I 12(x, t, x̂, t̂; z, z0).Íåõàé δ0 > 0 � �iêñîâàíå ÷èñëî. Çà çàäàíèì δ0 âèáèðà¹ìî ÷èñëî η1 < ε0

2 òàêå,ùîá m(Q \ Qη1) 6 δ0 òà η1 < ( ε

8C̃qC̃0
)

1
α(q−1) . Çà ëåìîþ 1 iñíó¹ δ0 = δ0(ε) > 0, iñíó¹âiäïîâiäíå η1 > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (x, t) ∈ Q òà (z, z0) ∈ R

n+1 òàêèõ, ùî
(x + z, t + z0) ∈ Q

∫

Q\Qη1

̺αq
0 (y, τ, x̂, t̂) · |̺−α

0 (x, t, x̂, t̂) · K(x, t; y, τ)| dydτ <
ε

16C̃q
, (5)

∫

Q\Qη1

̺αq
0 (y, τ, x̂, t̂) · |̺−α

0 (x + z, t + z0, x̂, t̂) · K(x + z, t + z0; y, τ)| dydτ <
ε

16C̃q
. (6)Òîäi ç (5), (6) ïðè (x, t) ∈ Q

I 11(x, t, x̂, t̂; z, z0) 6 C̃q

∫

Q\Qη1

(
|̺−α

0 (x + z, t + z0, x̂, t̂) · K(x + z, t + z0; y, τ)|+

+|̺−α
0 (x, t, x̂, t̂) · K(x, t; y, τ)|

)
· ̺αq

0 (y, τ, x̂, t̂) dydτ < C̃q
( ε

16C̃q
+

ε

16C̃q

)
=

ε

8
,à îòæå,

sup
(x,t)∈Q

I 11(x, t, x̂, t̂; z, z0) <
ε

8
.
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2 . Äëÿ äîâiëüíî¨ (x, t) ∈ Q η1
2
òà ÷èñëà η2 âèçíà÷èìî ìíî-æèíè Uη2(x, t)

def
= {(y, τ) ∈ Qη1 : ||x − y|| 6 η2, |t − τ | 6 η2

2}. Îá÷èñëèìî
m(Uη2(x, t)) =

∫

Uη2(x,t)

dydτ =

∫

||x−y||6η2

dy ·
∫

|t−τ |6η2
2

dτ = 2σnηn+2
2 ,äå σn � ïëîùà ïîâåðõíi ñ�åðè îäèíè÷íîãî ðàäióñà â R

n. ßêùî âèáðàòè η2 <

< min{ η1

2 ; ( δ0

2σn
)

1
n+2 }, òî m(Uη2(x, t)) < δ0. Òîäi ç (5) äëÿ äîâiëüíèõ (x, t) ∈ Q òà

(z, z0) ∈ R
n+1 òàêèõ, ùî (x + z, t + z0) ∈ Q

∫

Uη2 (x,t)

̺αq
0 (y, τ, x̂, t̂) · |̺−α

0 (x, t, x̂, t̂) · K(x, t; y, τ)| dydτ <
ε

24C̃q
, (7)

∫

Uη2 (x,t)

̺αq
0 (y, τ, x̂, t̂) · |̺−α

0 (x + z, t + z0, x̂, t̂) · K(x + z, t + z0; y, τ)| dydτ <
ε

24C̃q
. (8)Âèáåðåìî δ1 < min{δ0;

η2

2 }. Ïðè (x, t) ∈ Q η1
2
, (z, z0) ∈ R

n+1 òàêèõ, ùî
||z|| 6 δ1(<

1
4η1), |z0| 6 δ1(<

1
4η1), ìà¹ìî (x + z, t + z0) ∈ Q η1

4
. Ïðè (x, t) ∈ Q η1

4
,

(y, τ) ∈ Qη1 \Uη2(x, t), ||x− y|| > η2, |t− τ | > η2
2 , à îòæå, (x, t) 6= (y, τ). Òîìó �óíêöiÿ

̺−α
0 (x, t, x̂, t̂)K(x, t; y, τ) ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà â îáëàñòi

V = {(x, t; y, τ) : (x, t) ∈ Q η1
4

, (y, τ) ∈ Qη1 \ Uη2(x, t)}.Òîäi iñíó¹ δ2 = δ2(ε) ∈ (0; δ1] òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (z, z0) ∈ R
n+1, ||z|| < δ2,

|z0| < δ2, (x, t) ∈ Q η1
2
⊂ Q η1

4
, (y, τ) ∈ Qη1 \ Uη2(x, t) ïðè αq > −n− 2 âèêîíó¹òüñÿ

|̺−α
0 (x + z, t + z0, x̂, t̂) · K(x + z, t + z0; y, τ) − ̺−α

0 (x, t, x̂, t̂) · K(x, t; y, τ)| <
ε

24AC̃q
,äå A =

∫
Qη1\Uη2(x,t) ̺αq

0 (y, τ, x̂, t̂) dydτ , òîäi
∫

Qη1\Uη2 (x,t)

̺αq
0 (y, τ, x̂, t̂) · |̺−α

0 (x + z, t + z0, x̂, t̂) · K(x + z, t + z0; y, τ)−

−̺−α
0 (x, t, x̂, t̂) · K(x, t; y, τ)| dydτ <

ε

24AC̃q

∫

Qη1\Uη2(x,t)

̺αq
0 (y, τ, x̂, t̂) dydτ <

ε

24C̃q
(9)Îòæå, ïðè (x, t) ∈ Q η1

2
iç (7), (8) òà (9) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ δ2 = δ2(ε) > 0 òàêîãî,ùî äëÿ äîâiëüíèõ (z, z0) ∈ R

n+1, ||z|| < δ2, |z0| < δ2

I 12(x, t, x̂, t̂; z, z0) = C̃q

∫

Qη1

̺αq
0 (y, τ, x̂, t̂) · |̺−α

0 (x + z, t + z0, x̂, t̂) · K(x + z, t + z0; y, τ)−

−̺−α
0 (x, t, x̂, t̂) · K(x, t; y, τ)| dydτ 6 C̃q

∫

Uη2 (x,t)

̺αq
0 (y, τ, x̂, t̂) · |̺−α

0 (x + z, t + z0, x̂, t̂)×

×K(x+ z, t+ z0; y, τ)| dydτ + C̃q

∫

Uη2(x,t)

̺αq
0 (y, τ, x̂, t̂) · |̺−α

0 (x, t, x̂, t̂) ·K(x, t; y, τ)| dydτ+
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+C̃q

∫

Qη1\Uη2(x,t)

̺αq
0 (y, τ, x̂, t̂)·|̺−α

0 (x+z, t+z0, x̂, t̂)·K(x+z, t+z0; y, τ)−̺−α
0 (x, t, x̂, t̂)×

×K(x, t; y, τ)| dydτ <
ε

24
+

ε

24
+

ε

24
=

ε

8
,à îòæå,

sup
(x,t)∈Q η1

2

I 12(x, t, x̂, t̂; z, z0) <
ε

8
.Ïðè (x, t) ∈ Q \ Q η1

2
, (z, z0) ∈ R

n+1, ||z|| < δ1(<
η1

4 ), |z0| < δ1(<
η1

4 ) áóäå
(x + z, x + z0) ∈ Q \ Q 3η1

4
⊂ Q àáî (x + z, t + z0) /∈ Q. Çà ðiâíîìiðíîþ íåïåðåðâíiñòþ�óíêöi¨ ̺−α

0 (x, t, x̂, t̂)K(x, t; y, τ) íà çàìêíåíié ìíîæèíi V1 = (Q \ Q 3η1
4

) × Qη1 âðàõî-âóþ÷è, ùî −α > 0, ̺−α
0 (x, t, x̂, t̂) 6 1, îäåðæó¹ìî: iñíó¹ δ3 = δ3(ε) ∈ (0, δ1] òàêå, ùîäëÿ äîâiëüíèõ (x, t) ∈ Q \ Q η1

2
⊂ Q \ Q 3η1

4
, (y, τ) ∈ Qη1 , (z, z0) ∈ R

n+1, ||z|| < δ3,
|z0| < δ3 âèêîíó¹òüñÿ
|̺−α

0 (x + z, t + z0, x̂, t̂) · K(x + z, t + z0; y, τ) − ̺−α
0 (x, t, x̂, t̂) · K(x, t; y, τ)| <

ε

8BC̃q
,äå B =

∫
Qη1

̺αq
0 (y, τ, x̂, t̂) dydτ , çâiäêè
sup

(x,t)∈Q\Q η1
2

(x+z,t+z0)∈Q

I 12(x, t, x̂, t̂; z, z0) 6 C̃q ε

8BC̃q

∫

Qη1

̺αq
0 (y, τ, x̂, t̂) dydτ =

ε

8
.Äëÿ òèõ òî÷îê (x, t) ∈ Q \ Q η1

2
, (y, τ) ∈ Qη1 , (z, z0) ∈ R

n+1, ||z|| < δ1, |z0| < δ1,äëÿ ÿêèõ (x + z, t + z0) /∈ Q îòðèìà¹ìî
sup

(x,t)∈Q\Q η1
2

(x+z,t+z0)/∈Q

I 12(x, t, x̂, t̂; z, z0) 6 sup
(x,t)∈Q\Q η1

2
(x+z,t+z0)/∈Q

C̃q

∫

Qη1

̺αq
0 (y, τ, x̂, t̂) · |̺−α

0 (x, t, x̂, t̂)×

×K(x, t; y, τ)| dydτ 6 sup
(x,t)∈Q\Q η1

2
(x+z,t+z0)/∈Q

C̃q

∫

Qη1

ηαq
1 |̺−α

0 (x, t, x̂, t̂) · K(x, t; y, τ)| dydτ 6

6 sup
(x,t)∈Q\Q η1

2
(x+z,t+z0)/∈Q

C̃qηαq
1 η−α

1

∫

Qη1

|K(x, t; y, τ)| dydτ 6 C̃qC̃0η
α(q−1)
1 6

ε

8
,äå îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ çãiäíî ç âèáîðîì η1. Çàóâàæèìî, ùî ïðè q ∈ (0, 1)òàêîæ α(q − 1) > 0.Ïîêàçàíî, ùî iñíó¹ δ̃1 = min{δ1, δ2, δ3} > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (x, t) ∈ Q,

(z, z0) ∈ R
n+1, ||z|| < δ̃1, |z0| < δ̃1

sup
(x,t)∈Q

I 1(x, t, x̂, t̂; z, z0) <
ε

4
.
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I 2(x, t, x̂, t̂; z, z0) = ̺−α

0 (x + z, t + z0, x̂, t̂)

t+z0∫

t

dτ

∫

Ω

|K(x + z, t + z0; y, τ)| · |v(y, τ)|q dy.Ïðîâîäÿ÷è ïîäiáíi ìiðêóâàííÿ òà âðàõîâóþ÷è, ùî m(Ω×(t, t+z0)) = m(Ω) · |z0|,ç ëåìè 1 îäåðæó¹ìî: iñíó¹ δ̃2 = δ̃2(ε) > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (z, z0) ∈ R
n+1,

||z|| < δ̃2, |z0| < δ̃2 òà äîâiëüíèõ v ∈ M̃α, C̃(Q, P̂ ) îäåðæó¹ìî
sup

(x,t)∈Q

I 2(x, t, x̂, t̂; z, z0) <
ε

4
.Îòæå, iñíó¹ δ̂2 = min{δ̃1; δ̃2} > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (z, z0) ∈ R

n+1, ||z|| < δ̂2,
|z0| < δ̂2 âèêîíó¹òüñÿ

sup
(x,t)∈Q

I(x, t, x̂, t̂; z, z0) <
ε

2
.Îòæå, ìíîæèíà {H1v : v ∈ M̃α, C̃(Q, P̂ )} � îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà. Çà òåîðåìîþØàóäåðà òà çà óìîâ ëåì 1, 2 iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (4) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê u ∈ M̃α(Q, P̂ ).

�Çàóâàæèìî, ùî â [9℄, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèíöèï ñòèñíåíèõ âiäîáðàæåíü, âèçíà-÷åíî õàðàêòåð òî÷êîâèõ ñòåïåíåâèõ îñîáëèâîñòåé ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (4) ïðè q > 1.2.3. Çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ äî ðîçâ'ÿçíîñòi êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿïiâëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ. Íåõàé D(Σ) = C∞(Σ), D(Ω) = C∞(Ω);
D0(Σ) = {ϕ ∈ D(Σ) : ∂k

∂tk ϕ | t=T = 0, k = 0, 1, . . .},
D0(Ω) = {ϕ ∈ D(Ω) : ϕ|S = 0}, ν � îðò âíóòðiøíüî¨ íîðìàëi äî S.Íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç (D0(Σ))

′ , (D0(Ω))
′ � ïðîñòîðè ëiíiéíèõ íåïåðåðâ-íèõ �óíêöiîíàëiâ âiäïîâiäíî íà ïðîñòîðàõ �óíêöié D0(Σ), D0(Ω), ÷åðåç (ϕ, F )1 �çíà÷åííÿ óçàãàëüíåíî¨ �óíêöi¨ F ∈ (D0(Σ))′ íà îñíîâíié �óíêöi¨ ϕ ∈ D0(Σ), ÷åðåç

(ϕ, F )2 � çíà÷åííÿ F ∈ (D0(Ω))′ íà ϕ ∈ D0(Ω).Äëÿ äîâiëüíî¨ �iêñîâàíî¨ òî÷êè (x̂, t̂) ∈ Σ ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó
∂u(x,t)

∂t −△u(x, t) = |u(x, t)|q, (x, t) ∈ Q,

u |Σ = F1(x, t), (x, t) ∈ Σ, u | t=0 = F2(x), x ∈ Ω,
(10)äå q ∈ (0, 1);

F1(x, t) =
∑

|l|6p1

p2∑
m=0

ClmDl
xδ(x − x̂)δ(m)(t − t̂),

F2(x) =
∑

|r|6p3

CrD
r
xδ(x − x̂),

Clm, Cr � ñòàëi, p1, p2, p3 � íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà. (11)Ïîäiáíî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 [11℄ ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i (10) ó ïðîñòîði
M̃α(Q, P̂ ) çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçíîñòi iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (4) ç ÿäðîì G �



232 Îêñàíà ×ÌÈ��óíêöi¹þ �ðiíà ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, äå
h0(x, t) = g1(x, t) + g2(x, t) = (

∂G(x, t; y, τ)

∂νy
, F1(y, τ))1 + (G(x, t; y, 0), F2(y))2.Ïîêàæåìî, ùî �óíêöiÿ h0 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 1.Ëåìà 3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ (11) òà α 6 min{−(1+p1+2p2); −p3}−n.Òîäi h0 ∈ M̃α(Q, P̂ ), à ñàìå, iñíó¹ äîäàòíà ñòàëà Ĉ òàêà, ùî ||h0; P̂ || ′α 6 Ĉ < +∞.Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ (11) òà âëàñòèâiñòü �óíêöi¨ �ðiíà G (àíàëî-ãi÷íó äî äðóãî¨ âëàñòèâîñòi ÿäðà K(x, t; y, τ) ïðè s = −n), ìàòèìåìî

|g1(x, t)| 6
∑

|l|6p1

p2∑

m=0

|Clm| ·
∣∣∣∣
∂m

∂t̂m
Dl

x̂

∂G(x, t; x̂, t̂)

∂νx̂

∣∣∣∣ 6

6 C14

∑

|l|6p1

p2∑

m=0

(|x − x̂|2 + |t − t̂|)
−n−1−|l|−2m

2 6 C14[̺0(x, t, x̂, t̂)]−(n+1+p1+2p2) =

= C14[̺0(x, t, x̂, t̂)]α[̺0(x, t, x̂, t̂)]−(n+1+p1+2p2+α)
6 Ĉ[̺0(x, t, x̂, t̂)]αïðè α 6 −(n + 1 + p1 + 2p2);

|g2(x, t)| 6
∑

|r|6p3

|Cr| · |Dr
x̂G(x, t; x̂, 0)| 6 C15

∑

|r|6p3

(|x − x̂|2 + t)
−n−|r|

2 6

6 C15[̺0(x, t, x̂, t̂)]−(n+p3) = C15[̺0(x, t, x̂, t̂)]α[̺0(x, t, x̂, t̂)]−(n+p3+α) 6 Ĉ[̺0(x, t, x̂, t̂)]αïðè α 6 −(n + p3), äå C14, C15 � äîäàòíi ñòàëi. �Ç ëåìè 3 òà òåîðåìè 1 âèïëèâà¹ íàñëiäîê.Íàñëiäîê 1. Ïðèà)



p3 > 2 − n,
p1 + 2p2 > p3 − 1,
0 < q < 2

n+1+p1+2p2
,

− 2
q < α 6 −(1 + p1 + 2p2) − n,

àáî á)



p1 + 2p2 > 1 − n,
p3 > p1 + 2p2 + 1,
0 < q < 2

n+p3
,

− 2
q < α 6 −p3 − niñíó¹ ðîçâ'ÿçîê u ∈ M̃α(Q, P̂ ) êðàéîâî¨ çàäà÷i (10), ÿêèé ïðè k > −α − n − 2 íàëå-æèòü äî ïðîñòîðó Mk(Q, P̂ ).Äëÿ óçàãàëüíåíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i Íåéìàíà

∂u(x,t)
∂t −△u(x, t) = |u(x, t)|q , (x, t) ∈ Q,

∂u
∂ν |Σ = F1(x, t), (x, t) ∈ Σ, u | t=0 = F2(x), x ∈ Ω,

(12)îäåðæó¹ìî ïîäiáíèé ðåçóëüòàò.Íàñëiäîê 2. Ïðèà)



p3 > 2 − n,
p1 + 2p2 > p3,
0 < q < 2

n+p1+2p2
,

− 2
q < α 6 −(p1 + 2p2) − n,

àáî á)



p1 + 2p2 > 2 − n,
p3 > p1 + 2p2,
0 < q < 2

n+p3
,

− 2
q < α 6 −p3 − n



ÒÎ×ÊÎÂI ÎÑÎÁËÈÂÎÑÒI �ÎÇÂ'ßÇÊÓ ÍÅËIÍIÉÍÎ�Î IÍÒÅ��ÀËÜÍÎ�Î ... 233iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê u ∈ M̃α(Q, P̂ ) êðàéîâî¨ çàäà÷i (12), ÿêèé ïðè k > −α − n − 2 íàëå-æèòü äî ïðîñòîðó Mk(Q, P̂ ).3. Âèñíîâêè. Ñòàòòÿ ïðèñâÿ÷åíà àêòóàëüíié ïðîáëåìi äîñëiäæåííÿ iñíóâàí-íÿ ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà ç ïîëÿðíèì ÿäðîì óâàãîâîìó L1- ïðîñòîði �óíêöié, ÿêi ìîæóòü ìàòè îñîáëèâîñòi â îêðåìèõ òî÷êàõ ìå-æi îáëàñòi. Âèçíà÷åíî õàðàêòåð òî÷êîâèõ ñòåïåíåâèõ îñîáëèâîñòåé ðîçâ'ÿçêó öüîãîðiâíÿííÿ.1. Ëîïóøàíñüêà �.Ï. Êðàéîâi çàäà÷i ó ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ �óíêöié D′ / Ëîïóøàíñü-êà �.Ï. � Ëüâiâ: Âèä-âî Ëüâiâ. íàö. óí-òó iì. I. Ôðàíêà, 2002.2. Ëîïóøàíñüêà �.Ï.Óçàãàëüíåíi êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ëiíiéíèõ òà íàïiâëiíiéíèõ åëiïòè÷íèõðiâíÿíü / Ëîïóøàíñüêà �.Ï. //Óêð. ìàò. âiñíèê. � 2005. � Ò. 2, �3. � C. 377-394.3. Ëîïóøàíñüêà �.Ï. Ïðî ðîçâ'ÿçîê ïàðàáîëi÷íî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i iç ñèëüíèìè ñòåïåíå-âèìè îñîáëèâîñòÿìè â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ / Ëîïóøàíñüêà �.Ï. //Ìàòåìàòè÷íi Ñòóäi¨. �2001. � Ò. 15, �2. � Ñ. 179-190.4. Ëîïóøàíñüêà �.Ï. Óçàãàëüíåíi êðàéîâi çíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ ut = △u+
+F0(x, t, u) / Ëîïóøàíñüêà �.Ï., ×ìèð Î.Þ. //Ìàòåìàòè÷íi Ñòóäi¨. � 2004. � Ò. 22,�1. � Ñ.45-56.5. Ëîïóøàíñüêà �.Ï. Õàðàêòåð îñîáëèâîñòåé ðîçâ'ÿçêó óçàãàëüíåíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿêâàçiëiíiéíî¨ ïàðàáîëi÷íî¨ ñèñòåìè / Ëîïóøàíñüêà �.Ï., ×ìèð Î.Þ. //Äîïîâiäi ÍÀÍÓêðà¨íè. � 2007. � �7. � Ñ. 12-17.6. Èâàñèøåí Ñ.Ä. Î êîìïîçèöèè ïàðàáîëè÷åñêèõ ÿäåð / Èâàñèøåí Ñ.Ä. //Óêð. ìàò.æóðí. � 1980. � Ò. 32, �1. � Ñ. 35-45.7. Èâàñèøåí Ñ.Ä. Ìàòðèöû �ðèíà ïàðàáîëè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ / Èâàñèøåí Ñ.Ä. �Ê.: Âèùà øê., 1990.8. Ýéäåëüìàí Ñ.Ä. Èññëåäîâàíèå ìàòðèöû �ðèíà îäíîðîäíîé ïàðàáîëè÷åñêîé ãðàíè÷íîéçàäà÷è / Ýéäåëüìàí Ñ.Ä., Èâàñèøåí Ñ.Ä. //Òðóäû Ìîñê. ìàò. î-âà. � 1970. � Ò. 23. �Ñ. 179-234.9. ×ìèð Î.Þ. Òî÷êîâi ñòåïåíåâi îñîáëèâîñòi ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿí-íÿ Âîëüòåððè / ×ìèð Î.Þ. //Ìàòåì. Âiñíèê íàóê. òîâ-âà iì. Ò.�. Øåâ÷åíêà. � 2009. �Ò. 6. � Ñ. 73-87.10. Ïðóäíèêîâ À.Ï. Èíòåãðàëû è ðÿäû / Ïðóäíèêîâ À.Ï., Áðû÷êîâ Þ.À., Ìàðè÷åâ Î.È.� Ì.: Íàóêà, 1981.11. ×ìèð Î.Þ. Ïðî �îðìóëþâàííÿ óçàãàëüíåíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ïiâëiíiéíîãî ïàðàáî-ëi÷íîãî ðiâíÿííÿ / ×ìèð Î.Þ. //Âiñí. Ëüâiâ. óí-òó. Ñåð. ìåõ.-ìàò. � 2003. � Âèï. 62. �Ñ. 134-143.
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