
ÂIÑÍÈÊ ËÜÂIÂ. ÓÍ-ÒÓ VISNYK LVIV UNIV.Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2009. Ser. Meh. Math. 2009.Âèï. 71. Ñ. 71�77 Is. 71. P. 71�77ÓÄÊ 517.547ÎÁÅ�ÍÅÍI ÔÎ�ÌÓËÈ ÄËß ÊÎÅÔIÖI�ÍÒIÂ ÔÓ�'�ÌÅ�ÎÌÎ�ÔÍÈÕ Ó ÊIËÜÖßÕ ÔÓÍÊÖIÉÌàð'ÿíà �ÎËÄÀÊ1, Àíäðié Õ�ÈÑÒIßÍÈÍ2Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,79000, Ëüâiâ, âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1e-mail: 1marianagoldak�rambler.ru, 2khrystiyanyn�ukr.netÎòðèìàíî îáåðíåíi �îðìóëè äëÿ êîå�iöi¹íòiâ Ôóð'¹ ìåðîìîð�íèõ óêiëüöÿõ �óíêöié.Êëþ÷îâi ñëîâà: êîå�iöi¹íòè Ôóð'¹, êîå�iöi¹íòè Ôóð'¹-Ñòiëüòü¹ñà, àíà-ëiòè÷íà �óíêöiÿ, ìåðîìîð�íà �óíêöiÿ.1. Âñòóï. Ìåòîä âèâ÷åííÿ àñèìïòîòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé öiëèõ i ìåðîìîð�íèõ�óíêöié, ÿêèé  ðóíòó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi ðÿäó Ôóð'¹ äëÿ �óíêöi¨ log |f(teiθ)| ÿê�óíêöi¨ âiä θ, çàñòîñîâóþòü ó ïðàöÿõ áàãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ ([1℄-[6℄). Îñêiëüêè êîå-�iöi¹íòè Ôóð'¹ òàêî¨ �óíêöi¨ âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ¨¨ íóëi òà ïîëþñè, òî çà äîïîìîãîþöèõ êîå�iöi¹íòiâ ìîæíà äîñëiäæóâàòè ¨õíié ðîçïîäië, à òàêîæ àñèìïòîòè÷íó ïîâå-äiíêó �óíêöi¨.Ïðÿìi �îðìóëè äëÿ êîå�iöi¹íòiâ Ôóð'¹ �óíêöi¨ log |f(teiθ)|, äå f ìåðîìîð�íàâ êiëüöi, âèÿâèëè â [6℄. Ó öié ïðàöi ìè äîâîäèìî îáåðíåíi �îðìóëè. Äëÿ ìåðîìîð�-íèõ ó êðóçi �óíêöié àíàëîãi÷íi ñïiââiäíîøåííÿ äîâåëè â ([7, ñ. 106-107℄). Ó [8℄, [9℄îòðèìàíî âiäïîâiäíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ δ-ñóáãàðìîíiéíèõ ó ïiâïëîùèíi �óíêöié.2. Îáåðíåíi �îðìóëè äëÿ êîå�iöi¹íòiâ Ôóð'¹ ìåðîìîð�íèõ ó êiëü-öÿõ �óíêöié. Íåõàé f � ìåðîìîð�íà �óíêöiÿ â A = {z : 1/R0 < |z| < R0},
1 < R0 ≤ +∞, ç ïîñëiäîâíiñòþ íóëiâ {aj} i ïîñëiäîâíiñòþ ïîëþñiâ {bj}. ×åðåç ck(t, f)ïîçíà÷èìî êîå�iöi¹íòè Ôóð'¹ �óíêöi¨ log |f(teiθ)|,

ck(t, f) =
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Nk(r, f) =

r∫

1

nk(t, f)

t
dt, k ∈ Z. (2)Äëÿ ïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî àíàëiòè÷íó â A �óíêöiþ f i ïðèïóñòèìî, ùî æîäåíç ¨¨ íóëiâ íå ëåæèòü íà îäèíè÷íîìó êîëi. Òîäi ¨¨ ëîãàðè�ìi÷íà ïîõiäíà äîïóñêà¹ðîçâèíåííÿ â ðÿä Ëîðàíà

f ′(z)

f(z)
=
∑

k∈Z

βkzk, (3)â äåÿêîìó êiëüöåâîìó îêîëi îäèíè÷íîãî êîëà.×åðåç A∗ ïîçíà÷èìî A áåç ïðîìåíiâ {z = τa, τ ≥ 1}, ÿêùî |a| > 1, òà {z = τa,
0 ≤ τ ≤ 1}, ÿêùî |a| < 1, äå a ¹ íóëåì �óíêöi¨.Iñíó¹ m = m(f) ([6, .14℄) òàêå, ùî ìîæíà âèáðàòè îäíîçíà÷íó ãiëêó log F ,
F (z) = z−mf(z) â A∗. Îñêiëüêè F íå ìà¹ íóëiâ íà îäèíè÷íîìó êîëi, òî log F (z)ãîëîìîð�íà â äåÿêîìó êiëüöåâîìó îêîëi îäèíè÷íîãî êîëà, òîìó äîïóñêà¹ ðîçâèíåííÿâ ðÿä Ëîðàíà

log F (z) =
∑

k∈Z

αkzk. (4)Ç (4) âèïëèâà¹, ùî
F ′(z)

F (z)
=
∑

k 6=0

k αkzk−1, (5)àáî
f ′(z)

f(z)
=

m

z
+
∑

k 6=0

k αkzk−1, (6)â äåÿêîìó êiëüöåâîìó îêîëi îäèíè÷íîãî êîëà. Ïîðiâíþþ÷è (3) òà (6), ç ¹äèíîñòiðîçâèíåííÿ â ðÿä Ëîðàíà çíàõîäèìî βk−1 = k αk, êîëè k 6= 0 i β−1 = m.Íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ ([6, .58℄) ïîâ'ÿçóþòü êîå�iöi¹íòè ck(r, f) ç íóëÿìè�óíêöi¨ f òà ïîñëiäîâíiñòþ {αk}

c0(r, f) + c0(
1

r
, f) − 2c0(1, f) = N0(r, f),

ck(t, f) =
1

2
(αktk + α−kt−k) +

sign(t − 1)

2k

∑

max(1, 1
t
)<|aj |6

6max(1,t)

((
t

aj

)k

−

(
aj

t

)k
)

, (7)
k 6= 0, 1

R0
< t < R0.Îñíîâíèé ðåçóëüòàò öi¹¨ ñòàòòi � äîâåäåííÿ îáåðíåíèõ �îðìóë äëÿ êîå�iöi¹í-òiâ Ôóð'¹, ÿêi âèðàæàþòü êîå�iöi¹íòè Ôóð'¹-Ñòiëüòü¹ñà Nk(r, f) ïîñëiäîâíîñòi íóëiâ

{aj} ó òåðìiíàõ ïîñëiäîâíîñòi {ck(r, f)}.Òåîðåìà 1. Íåõàé �óíêöiÿ f ãîëîìîð�íà â A ç ïîñëiäîâíiñòþ íóëiâ {aj}, �óíêöi¨
ck(r, f) òà Nk(r, f) âèçíà÷åíi ñïiââiäíîøåííÿìè (1) òà (2) âiäïîâiäíî. Òîäi

N0(r, f) = c0(r, f) + c0(
1

r
, f) − 2c0(1, f),
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Nk(r, f) = ck(r, f) + ck(

1

r
, f) − k2

r∫

1

dt

t

t∫

1
t

ck(u, f)

u
du + Ck(1, f), (8)äå Ck(r, f) = 1

k

∑
|aj |=1

e−ikγj − ck(1, f), 1 6 r < R0, k ∈ Z \ {0}.Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî æîäåí ç íóëiâ �óíêöi¨ f íå ëåæèòü íà îäè-íè÷íîìó êîëi. Ìà¹ìî,
r∫

1

dnk(t)

tk
=

∑

1<|aj |6r

e−ikγj

|aj|k
+

∑

1
r

6|aj|61

|aj |
ke−ikγj .Ïðèéìåìî Ak =

αk + α−k

2
. Ç (7) âèïëèâà¹

ck(r, f) + ck

(
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r
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)
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(
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1
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)
+
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2π
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t

)k

−

(
t

r

)k
]

dnk(t, f).Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè öå ñïiââiäíîøåííÿ, îòðèìà¹ìî
ck(r, f)+ck

(
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r
, f

)
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(
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1
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)
+

k

2
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1

[(r

t

)k

−

(
t

r

)k
]

Nk(t, f)

t
dt+Nk(r, f). (9)Ìè ìîæåìî ðîçãëÿäàòè (9) ÿê iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ ñòîñîâíî Nk(t, f). Äëÿ éîãîðîçâ'ÿçàííÿ ïîçíà÷èìî

Φk(r, f) =
k

2

r∫

1

[(r

t

)k

−

(
t

r

)k
]

Nk(t, f)

t
dt, k ∈ Z. (10)Çíàõîäÿ÷è ïîõiäíó äðóãîãî ïîðÿäêó Φk(r, f) ñòîñîâíî log r îòðèìó¹ìî òàêå äè�åðåí-öiàëüíå ðiâíÿííÿ

d2Φk(r, f)

(d log r)2
=k2

(
ck(r, f)+ck

(
1

r
, f

))
−Ak

(
rk+

1

rk

)
, Φk(1, f) = 0, Φ′

k(1, f) = 0. (11)�îçâ'ÿçóþ÷è äè�åðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (11) i âèêîðèñòîâóþ÷è (9) òà (10), îòðèìó¹ìî
ck(r, f) + ck

(
1

r
, f

)
= k2

r∫

1




τ∫

1

ck(t, f) + ck(1

t , f)

t
dt


 dτ

τ
+ αk + α−k + Nk(r, f). (12)Ç îãëÿäó íà (4)

αk =
1

2π

2π∫

0

log F (eiθ)e−ikθdθ =
1

2π

2π∫

0

log(e−imθf(eiθ))e−ikθdθ.Òîìó
αk + α−k =

1

π

2π∫

0

log |e−imθf(eiθ)|e−ikθdθ = 2ck(1, f). (13)
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τ∫

1

ck(1

t , f)

t
dt =

1∫

1/τ

ck(v, f)

v
dv. (14)Ñïiââiäíîøåííÿ (2), (13) i (14) äàþòü (8).Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, êîëè �óíêöiÿ f ìà¹ íóëi {aj} íà îäèíè÷íîìó êîëi, pîç-ãëÿíåìî �óíêöiþ

f̃(z) =
f(z)∏

|aj |=1

(1 − z
aj

)
.Òîäi

ck(τ, f̃) = ck(τ, f) −
∑

|aj |=1

ck

(
τ, 1 −

z

aj

)
, k ∈ Z. (15)Ôóíêöiÿ f̃ àíàëiòè÷íà â A i íå ìà¹ íóëiâ íà îäèíè÷íîìó êîëi. Çà òåîðåìîþ 1

N0(r, f̃) = c0(r, f̃) + c0

(
1

r
, f̃

)
− 2c0(1, f̃),

Nk(r, f̃) = ck(r, f̃) + ck

(
1

r
, f̃

)
− k2

r∫

1

dt

t

t∫

1
t

ck(u, f̃)

u
du − 2ck(1, f̃),

(16)
1 6 r < R0, k ∈ Z \ {0}.Àëå

Nk(r, f̃) = Nk(r, f) − nk(1, f) · log r.Îòæå, ïðè k = 0, âðàõîâóþ÷è (15), ìà¹ìî çãiäíî ç (16)
N0(r, f) = c0(r, f) −

∑

|aj|=1

c0

(
r, 1 −

z

aj

)
+ c0

(
1

r
, f

)
−
∑

|aj |=1

c0

(
1

r
, 1 −

z

aj

)
+

+n0(1, f) log r − 2c0(1, f), r > 1.Çàóâàæèìî, ùî
∑

|aj |=1

c0

(
r, 1 −

z

aj

)
= n0(1, f) log r,

∑

|aj |=1

c0

(
1

r
, 1 −

z

aj

)
= 0, r > 1,(äèâ., íàïðèêëàä, [7, . 10℄).Îòîæ, îäåðæó¹ìî (8) äëÿ f ïðè k = 0, îñêiëüêè c0(1, f) = c0(1, f̃) (äèâ. [10,. 34℄).Íåõàé òåïåð k 6= 0. Ìà¹ìî

ck

(
τ, 1 −

z

aj

)
=





−
τk

2k
e−ikγj , 0 < τ < 1,

−
e−ikγj

2krk
, τ > 1.

(17)
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Nk(r, f)=ck(r, f)+

1

2k

∑

|aj |=1

e−ikγj

rk
+ ck

(
1

r
, f

)
+

1

2k

∑

|aj |=1

e−ikγj

rk
−
∑

|aj |=1

k2e−ikγj

2k
×

×

r∫

1

dt

t




t∫

1
t

τk−1dτ +

t∫

1

τ−k−1dτ


−k2

r∫

1

dt

t

t∫

1
t

ck(τ, f)dτ+nk(1, f) · log r − 2ck(1, f̃)=

= ck(r, f) + ck

(
1

r
, f

)
− k2

r∫

1

dt

t

t∫

1
t

ck(τ, f)dτ − 2ck(1, f̃). (18)Çãiäíî ç (15)
ck(1, f̃) = ck(1, f) −

∑

|aj |=1

ck

(
1, 1 −

z

aj

)
, k ∈ Z.Ç îãëÿäó íà íåïåðåðâíiñòü êîå�iöi¹íòiâ ck(τ, f), âðàõîâóþ÷è (17), ìà¹ìî

ck

(
1, 1 −

z

aj

)
= −

e−ikγj

2k
.Ïiäñòàâëÿþ÷è öå ó (18), îäåðæèìî (8). Òåîðåìó äîâåäåíî. �ßêùî f ìåðîìîð�íà, òî íàÿâíiñòü ïîëþñiâ ñóòò¹âî íå óñêëàäíþ¹ äîâåäåííÿ, iìè îòðèìà¹ìî òàêó çàãàëüíiøó òåîðåìó.Òåîðåìà 2. Íåõàé f � ìåðîìîð�íà �óíêöiÿ â A = {z : 1/R0 < |z| < R0},

R0 ≤ +∞, âiäìiííà âiä òîòîæíîãî íóëÿ ç ïîñëiäîâíiñòþ íóëiâ {aj}, aj = |aj |e
iγjòà ïîñëiäîâíiñòþ ïîëþñiâ {bj}, bj = |bj |e

iδj . Òîäi
Nk(r, f) = ck(r, f) + ck

(
1

r
, f

)
− k2

r∫

1

dt

t

t∫

1
t

ck(u, f)

u
du − 2ck(1, f)+

+
1

k

∑

|aj |=1

e−ikγj −
1

k

∑

|bj |=1

e−ikδj ,äå
Nk(r, f) =

r∫

1

nk(t, f)

t
dt,

nk(t, f) =
∑

1
t
≤|aj |≤t

e−ikγj −
∑

1
t
≤|bj |≤t

e−ikδj ,

1 6 r < R0, k ∈ Z.1. Rubel L.A. A Fourier series method for entire funtions / Rubel L.A. //Duke Math. J. �1963. � Vol. 30. � P. 437-442.
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