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��������� �� 	
���
��� ����	�� ������� ���������� 	����������
���� I n

λ � �����
��� h���������� � ���	� ���������������
� ����	�
�
������ � ��������� ����	���� ��
	��� �	� ��������� �� �������� ����
������ ��������� τ �� ������� I n

λ ����� �� (I n
λ , τ )  ���	��!��� ������

����������� ��������

012��� ���
! 	
���
��� ����	�� ������� ���������� 	����������
����� ���������������� �������� �������"�#�

�� ������ � 
���� ��� �
���
� ��������� ������
������� ������ �� ������
 �
�������� �
��!�����"� � ��#!�$�!!��� # %&' �' 	' (' )' ��' �	*�

/�01�2'34 !�#���"��� !���
��!� ����!���!� # #���!�� !� !�+ ��!�
!�� ���,
-����!�� ���
�-�"�� .���
��� S !�#���"��� �50��6534' � /� ��� ������!��� 00
�����!� x ��!�" "��!�+ �����! y # S � �+' /� x = xyx � y = yxy� � -���� ��,
��� � ������ ����
��' /� �����! y " �50��65&� �� x � ��#!�$������ +��� $�
�#
x−1� 1����
���!!�' � � �����  ��!��� �����!��� �!��
�!�0 ����
��� �!��
�!�+
�� !���� �����!' !�#���"��� �50��6�74�

1��!�2�!!� � ������!!��� R !� ����
��� S !�#���"��� 8351�2�59�74' � /�
# ���' /� aRb' ��� a, b ∈ S' �������" acRbc � daRdb' ��� ������!�3 c, d ∈ S� ��
 ��!�+ ����
��� S ��!��� � �  �!�
��!-�04 3:&5&;5� 5:��135�<=6 Δ = {(s, s) | s ∈ S}
� 25�0��6�<=5� Ω = S × S� 7��!�$!� � �!���
����!�  �!�
��!-�0 $��� !�#�����
��&0��<=5&�&  �!�
��!-�����

8����! e ����
��� S !�#���"��� �:��'3��5�3�' � /� ee = e� /�:�53>&52
�:��'3��5��0 50?�@826 ����
��� S ��#!�$������ $�
�# E(S)�

��3�+ α : X ⇀ X 9 $�� ��� �����
���!!� 5$�� ��� ��
���
�!!�6 �!���!�
X � :�
�# domα � ranα ��#!�$������ ������ ��#!�$�!!� � ������ #!�$�!�' ���,
�����!�' $�� ����� ��
���
�!!� α� ; /� α 9 $�� ��� ��" ��!� ��
���
�!!�' �

�© ����� ��	 
���� ��	 ����
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����!��� �!���!� domα ������ !�#���� ��513� $�� ����� �����
���!!� α' �
��#!�$������ rankα�

��3�+ X 9 �!���!� ����!��� λ � 1� :�
�# Iλ ��#!�$��� �!���!� ���3
$�� ���3 �#�"�!� ��!�#!�$!�3 ��
���
�!� �!���!� X # ����
������ ���
�-�"�

x(αβ) = (xα)β, � /� x ∈ dom(αβ) = {y ∈ domα | yα ∈ domβ}, ��� α, β ∈ Iλ.

.���
��� Iλ !�#���"��� 6&����&;534 �50��6534 '�01�2'34 !�� �!���!��X 5����
%	*6� <���
�$!� �!��
�!� ����
��� ���
2� ���� 1��!�
 � %�' �* � ��!� �����
�" ���,
���� 
��� � ��
�0 ����
���

.�#!�$��� I n
λ = {α ∈ Iλ | rankα � n}, ��� n = 1, 2, 3, . . .� 7$����!�' /� I n

λ 9
�!��
�!� ����
���' � � " ������� � Iλ ��� ���3 n = 1, 2, 3, . . .� ������ !�#��������
����
��� I n

λ 6&����&;534 �50��6534 '�01�2'34 68�5;�55&� '����03��5= ��512 n
�53>&5& '3�2>536�� λ� 8����!� ����
��� I n

λ !�#������� 68�5;�55&�& 0@�7��
53 3:53@5�;5&�& '����03��55��& 5;�6�830&�& A�789���&6 �!���!� X � :�
�#(

x1 x2 · · · xn

y1 y2 · · · yn

)
��#!�$������ $�� ��� �#�"�!� ��!�#!�$!� ��
���
�!!�' � � �����
���" �����!
x1 � y1' x2 � y2' . . . � xn � yn' � $�
�# � 9 ��
��!" ��
���
�!!�� 7$����!�' � -����
����� � ��"�� xi �= xj � yi �= yj ��� i �= j 5i, j = 1, 2, 3, . . . , n6� =� �� #������,
��' /� ����
�$!� �!��
�!� ����
��� I 1

λ � �!$�!!�3 ��
���
�!� 
�!�� 1 �!���!�
����!��� λ �#���
�!� ����
��� λ× λ,��
�$!�3 ���!�-� Bλ�

������"�� �#!�$�!!� ���!�2�!� >
�!� !� ����
��� S 5���� %?* � %	' @ ���*64

aL b ��� � ��2� ��� � ���'  ��� {a} ∪ Sa = {b} ∪ Sb' a, b ∈ SA
aRb ��� � ��2� ��� � ���'  ��� {a} ∪ aS = {b} ∪ bS' a, b ∈ SA
D = L ◦ R = R ◦ L A
H = L ∩ R�

B�#����
��!�� # �#!�$�!� ���!�2�!� >
�!� �������" ��
���!!��

�	
��
��� �� B<� α, β ∈ I n
λ 0&83524�=6� ��8� 2�30&C

(i) αL β �3:� � <&D� ��<=8& �3:�E 83<& ranα = ranβF
(ii) αRβ �3:� � <&D� ��<=8& �3:�E 83<& domα = domβF
(iii) αDβ �3:� � <&D� ��<=8& �3:�E 83<& rankα = rankβF
(iv) αH β �3:� � <&D� ��<=8& �3:�E 83<& ranα = ranβ � domα = domβ	

��'�0�3'3<31�;5� 5�3'3<31�;5�6 '�01�2'� 9 -� ������
����+ �������$!�+
�
���
 �# #���!�� !� !���� !�
�#!� !���
�
�!�� 5�� ��!� !���
�
�!��6 !�����
�,
����� ���
�-�"�� ; /� � �!��
�!�+ �������$!�+ ����
��� �!��
��� !���
�
�!�' �
� � ����
��� !�#���"��� �3'3<31�;534 �50��6534 '�01�2'34�

<���
�$!� �!��
�!� ����
��� ������!��� � �!$�!!��� 
�!�� I n
λ � �������$,

!� � !�����������$!� ���
2� ���$��� � %�C*' �� ������!�' /� ��!� " !�����
���� #�
2���!��� ������!��� 
�����' � � ������ � ����
���I n

λ �����
�$!� #�� !�!� �  ����
!�����������$!�3 �!��
�!�3 ����
�� # !���
�
�!�� �!��
��"�� � %�&* ������!�' /�
����
��� I n

λ �����
�$!� h,#�� !�!� �  ���� �������$!�3 �!��
�!�3 ����
��' � � ��
�����!� B�
���� �  ���� ��� �-�� !�� �!$�!!�0 ����
��� I n

λ �  ���� �������$!�3
����
��� � %��* ����!� ����!� ����� ��� ���' /�� ����
��� I n

λ ���� H,#�� !�!��
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$� ������!� H,#�� !�!�� �  ���� �������$!�3 ����
��� =� �� � %�C* ������!�' /�
!� ����
�$!�+ �!��
�!�+ ����
��� � �!$�!!��� 
�!�� I ∞

λ =
⋃∞

n=1 I n
λ !� ��!�"  ��,

�� !�0 �������0' �����!� � �0 ��!� ���� � !�����������$!�� ����
����� 1��!�$��
� %��* �����!� ���  ���� !� � #��$�!!�  ���� !� �������0 !� ����
��� I 1

λ ' #� � �3
��!� " !�����������$!�� ����
�����

D� �����"�� ��� !�
������!�  �!�
��!-�0 !� ����
��� I n
λ ' ��������' /� ������,

!�+ ������
�!�+ ��
�# ����
��� I n
λ " ����
���� #� /���!��� ������!��� 
�����' �

���' ����
��� I n
λ " �����
�$!� h,#�� !�!�� ����
���� �  ���� !�����������$!�3

�!��
�!�3 ����
�� # !���
�
�!�� �!��
��"�� D� � �� �����"�� ���  ���� !� �
#��$�!!�  ���� !� �������0 τ !� ����
��� I n

λ � �' /� (I n
λ , τ) " !�����������$!��

����
�����
�� ��� ������
���� �� ��	����� I n

λ �� �� ���
������ ��	�����

E �#!�$�!!� ����
��� I n
λ �������" ��
���!!��

�	
��
��� �� B<� :30�<=5&� 5��2��<=5&� m � nE '�:'�01�2'� I m
λ 7 G:036�3�

�355��H �:��<3� '�01�2'& I n
λ 	

�	
��
��� �� B<� :30�<=5&� α, β ∈ I n
λ ��8&�E I3 rankα � rankβE �6524�=

γ, δ ∈ I n
λ ��8�E I3 α = γβδ � rankα � rank γ = rank δ � rankβ	

B30�:�55�	 ��3�+ α =

(
x1 · · · xk

y1 · · · yk

)
� β =

(
a1 · · · al
b1 · · · bl

)
' �� k � l � n� 7#,

!�$��� γ =

(
x1 · · · xk ak+1 · · · al
a1 · · · ak ak+1 · · · al

)
� δ =

(
b1 · · · bk bk+1 · · · bl
y1 · · · yk bk+1 · · · bl

)
�

=��� �$����!�' /� α = γβδ� �

�
�� �� ����J R + 8351�2�59�� 5� '�01�2'� I n
λ 	 K8I3 αR� :<� :��8313 �<���5��

α '�01�2'& I n
λ E �3 βR� :<� 06�� β ∈ I n

λ ��8&�E I3 rankβ � rankα	

B30�:�55�	 E� ��
���!!�� � ��!��� γ, δ ∈ I n
λ � �' /� β = γαδ � rankβ � rank γ =

rank δ � rankα� ��3�+ πR : I n
λ → I n

λ /R 9 �
�
��!�+ ������
��#�' ��
����!�+
 �!�
��!-�"� R� =���

(β)πR = (γαδ)πR = (γ)πR · (α)πR · (δ)πR = (γ)πR · (� )πR · (δ)πR = (γ�δ)πR = (� )πR,

� ���' βR � �

�
�� �� ����J R + 8351�2�59�� 5� �50��65�J '�01�2'� S � a, b ∈ S	 K8I3 aRbE �3
0&83524�=6� ��8� �0��:>�55�C

(i) a−1Rb−1E (aa−1)R(bb−1) � (a−1a)R(b−1b)F
(ii) �<���5�& aE bE aa−1bE ba−1aE bb−1a � ab−1b 7 R��80�0�<�5�5&�&F
(iii) �:��'3��5�& aa−1E bb−1 � aa−1bb−1 7 R��80�0�<�5�5&�&F
(iv) �:��'3��5�& a−1aE b−1b � a−1ab−1b 7 R��80�0�<�5�5&�&	

B30�:�55�	 =��
���!!� (i) �������" # ���� FFF���� %��* � �#!�$�!!�  �!�
��!-�0�
=��
���!!� (ii)− (iv) ��������� # ��
���!!� (i) � ���� F�&�( %��*� �

�
��
�� �� ����J R + 8351�2�59�� 5� '�01�2'� I n
λ � α, β ∈ I n

λ ��8�E I3 rankα <
< rankβ	 K8I3 αRβE �3 βRγ :<� 06�� γ ∈ I n

λ ��8&�E I3 rank γ � rankβ	

B30�:�55�	 G�#���!��� ������� ����� �4
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�6 domα ∩ domβ = ∅A
�6 ranα ∩ ranβ = ∅A
�6 domα ⊂ domβA
&6 ranα ⊂ ranβA
�6 domα ∩ domβ �= ∅ � domα �⊂ domβA
	6 ranα ∩ ranβ �= ∅ � ranα �⊂ ranβ�

.� �����' /� � ���3 -�3 ����� �3 �� �!����� ����� ���� ��

.
�������' /� �� �!�"��� ������ �� =���
(
ββ−1α

)
R
(
ββ−1β

)
' ��� β = ββ−1β

� ββ−1α =  ' � ���' βR �
� ����� � � ��
 ���!!� �!�����$!��

.
�������' /� �� �!�"��� ������ �� ��3�+ α =

(
a1 a2 · · · ak
b1 b2 · · · bk

)
'

β =

(
a1 a2 · · · ak xk+1 · · · xl

y1 y2 · · · yk yk+1 · · · yl

)
' εα = αα−1 � εβ = ββ−1� =��� #� ����� �

��"�� εαRεβ� ��3�+ ε 9 �������! ����
��� I n
λ � �+' /� εα � ε � εβ � =���

ε = ε · εβ � εα = εα · ε' � # ���' /� εαRεβ' �������"' /� (ε · εα)R(ε · εβ)' � ���' εαRε
� εβRε�

��3�+
↑lεα = {γ ∈ I n

λ | γ · εα = εα · γ = εα � rank γ � l}.
=���' �$����!�' /� ↑lεα 9 �!��
�!� �������
��� ����
��� I n

λ � εα 9 !��� � ↑lεα� 7��'
��� ������!��� �����!� χ ����
��� ↑lεα ��"�� χχ−1χ = χ � χχ−1εα = εα' � ���'
χRεα�

��3�+ ε̃1 =

(
a1 a2 · · · ak x1

a1 a2 · · · ak x1

)
' �� x1 /∈ {a1, a2, . . . , ak}� =���' �$���,

�!�' /� ε̃1 ∈ ↑lεα� 7#!�$��� γ1 =

(
a1 a2 · · · ak x1

x1 a2 · · · ak a1

)
� =��� γ1γ

−1
1 = ε̃1 �

γ1ε̃1γ
−1
1 = ε̃1' � ���' ε̃1R

(
γ1εαγ

−1
1

)
' εαR

(
γ1εαγ

−1
1

)
� εβR

(
γ1εαγ

−1
1

)
� 7$����!�' /�

rank(γ1εαγ
−1
1 ) = k� .�#!�$��� ε1 = γ1εαγ

−1
1 � E� �!�� -�"� ������"�� ���H� ������,

�!�� {εi | i = 2, . . . , k} � � ��3�+

ε̃i =

(
a1 a2 · · · ak xi

a1 a2 · · · ak xi

)
,

�� x1 /∈ {a1, a2, . . . , ak, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xl} � ��#!�$���

γi =

(
a1 · · · ai−1 ai ai+1 · · · ak xi

a1 · · · ai−1 xi ai+1 · · · ak ai

)
.

=���' �$����!�' /� ε̃i ∈ ↑lεα' γiγ
−1
i = ε̃i � γiε̃iγ

−1
i = ε̃i' � ���' ε̃iR

(
γiεαγ

−1
i

)
'

εαR
(
γiεαγ

−1
i

)
� εβR

(
γiεαγ

−1
i

)
� .�#!�$��� εi = γiεαγ

−1
i � 7$����!�' /� rank εi = k�

7��' ��"�� εiRεα ��� ���3 i = 1, 2, . . . , k' � ���' εiRεj ��� ���3 i, j = 1'
2, . . . , k� =��� εiR(εi)

k' � ���' εiR(ε1ε2 . . . εk)� I�� ε1ε2 . . . εk =  ' � ��� εαR �
7� ��� � β = εββ � α = εαα' �

(β)πR = (εββ)πR = (εβ)πR · (β)πR = (εα)πR · (β)πR = ( )πR · (β)πR = ( · β)πR =

= ( )πR,

� ���' βR �
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� ����� � & ��
 ���!!� �!�����$!��
� ����� � � ��� εα = αα−1 � εβ = ββ−1 ��"�� εβ · εα < εβ � ; /� εβ · εα =  '

� ��
���!!� ��
��� �������" # ���� �� ; /� � εβ · εα �=  ' � �� �!�"���
������ �4 ε = εβ · εα < εβ �

� ����� � 	 ��
 ���!!� �!�����$!�� �
E ���� � � ��
��� � �������" !������ �

!������� �� ����J R + 8351�2�59�� 5� '�01�2'� I n
λ �� �<���5�& α � β '�01�2�

'& I n
λ 7 R��80�0�<�5�5&�& � 5� 7 R��80�0�<�5�5&�& :3 '3�3>5=313 ;�6�830313

0�:3A��>�55� �	 �3:� rankα = rankβ	

�	
��
��� "� ����J R + 8351�2�59�� 5� '�01�2'� I n
λ �� �<���5�& α � β '�0�

1�2'& I n
λ 7 R��80�0�<�5�5&�& � 5� 7 R��80�0�<�5�5&�& :3 '3�3>5=313 ;�6�830313

0�:3A��>�55� �	 �3:� domα = domβ � ranα = ranβE � 3�>�E αH β	

B30�:�55�	 E� !����� �� � ��"�� rankα = rankβ� .
�������' /� 3�$� � ��!�
# ���� domα = domβ $� ranα = ranβ !� �� �!�"���� ��3�+ domα �= domβ�
7� ��� � αRβ' � α = αα−1α �

(
αα−1α

)
R
(
αα−1β

)
' � ���' αR

(
αα−1β

)
� .�#�� 

domα �= domβ' � rankα > rank
(
αα−1β

)
� 7��' �� �!����� ����� ��
��� �' �

���' αR ' /� ����
�$�� �
���/�!!�� � ����� � ranα �= ranβ ��
 ���!!� �!�,
����$!�� �
�
��
�� �� ����J R + 8351�2�59�� 5� '�01�2'� I n

λ �� �<���5�& α, β '�01�2'& I n
λ

5�<�>��= ��@5&� H �8<�6��	 K8I3 αRβE �3 βRγ :<� 06�� γ ∈ I n
λ E I3 @�:303<=�

5�4�= 2�302 rankγ � max{rankα, rankβ}	
B30�:�55�	 � ����� �'  ��� rankα �= rankβ' ��
���!!� ��
��� �������" # �,
�
��� �' ��� ����������' /� rankα = rankβ� =��� # �#!�$�!!� ����
��� I n

λ

�������"' /� ��� �������!�� εα = αα−1' ε−α = α−1α' εβ = ββ−1 � ε−β = β−1β

�� �!�"��� 3�$� � ��!� # ����4 εα �= εβ ��� ε−α �= ε−β � .
�������' /� εα �= εβ� �

����� � ε−α �= ε−β ��
 ���!!� �!�����$!��
7� ��� � rankα = rankβ' � rank εα = rank εβ' � # ����� εα �= εβ �
���"��'

/� �������!� εα � εβ " !���
��!���!���� ��3�+ ε0 = εα · εβ� =��� εαRεβ ' � ���'
(εα · εβ)R(εβ · εβ) � ε0Rεβ� 7��' �� �!����� ����� ��
��� �� �
�
��
�� �� ����J R + 8351�2�59�� 5� '�01�2'� I n

λ �� α � β + ��@5� �<���5�&
5�'�01�2'& I n

λ 	 K8I3 αRβ �� �<���5� β 5� 7 R��80�0�<�5�5&�& :3 '3�3>5=313
'����03��55� �E �3 26� �<���5�& '�01�2'& I n

λ E ��51 �8&� ��5D&J @� rankαE 7
R��80�0�<�5�5&�&E � 26� �<���5�& '�01�2'& I n

λ E ��51 �8&� A�<=D&J @� rankαE 7
R��80�0�<�5�5&�& <&D� 6��&� 63A�	

B30�:�55�	 E� ��
���!!�� & ��"�� domα = domβ � ranα = ranβ� 7� ��� �
α �= β' � ��!�" �����! x �!���!� domα � �+' /� (x)α �= (x)β� .�#!�$���
A = domα \ {x}� =��� (x)α /∈ (A)α� 7� ��� � ((x)α) β−1 �= x' �

(
((x)α)β−1

)
β ∈

(A)β' ��� (A)β �= (A)α� ��3�+ εA 9 ���!� $�� ��� ��
���
�!!� �!���!� A
� ε(A)α 9 ���!� $�� ��� ��
���
�!!� �!���!� (A)α� =��� # αRβ �������"' /�(
εA ·α·ε(A)α

)
R
(
εA ·β ·ε(A)α

)
� .�#�� rank

(
εA ·α·ε(A)α

)
> rank

(
εA ·β ·ε(A)α

)
' � #� ��,


���� � ��� $�� ��� ��
���
�!!� 
�!�� i � rank
(
εA ·α ·ε(A)α

)
" R,� ������!!����



$%� &'$()*�$�+�,(-&( ./01*%/-&( (&)1%.&( $(),%2$/ ��� 33

�������� �
��� ��
���!!� ��
���� ��3�+ γ � δ 9 R,� ������!!� �����!,
� !�����
��� I n

λ ' �
�$��� rankγ > rankα � rank δ > rankα� .� �����' /� �,
�� γ = δ� .
�������' /� γ �= δ� =��� # ��
���!!� & � ��
��� � �������"' /�
dom γ = dom δ � ran γ = ran δ� ��3�+ rankα = k� =��� ��!�" ����!���!� {x1, . . . , xk}
� domγ � �' /�

({x1, . . . , xk}
)
γ �= ({x1, . . . , xk}

)
δ� ��3�+ ε1 =

(
x1 · · · xk

x1 · · · xk

)
�

ε2 =

(
(x1)γ · · · (xk)γ
(x1)γ · · · (xk)γ

)
. =��� # γRδ �������"' /�

(
ε1 · γ · ε2

)
R
(
ε1 · δ · ε2

)
� I��

rank
(
ε1·γ·ε2

)
= k > rank

(
ε1·δ·ε2

)
' � #� ��
���� � �����!� α � β "R,� ������!!���

�� ��
��!���� ��
���
�!!�  ' /� ����
�$�� �
���/�!!�� E �
���!��� �
��,

�$$� �������" �
��� ��
���!!� ��
���� �
#$���
��� � 5%�C*6� /�:�53>&5� D '�01�2'& S 5�@&0�7�=6� ω�5�6��J834E �8I3
D + 5�68�5;�55� � aB ∪ Ba � D :<� :30�<=5&� �<���5�� a @ D �� 5�68�5;�553L
'�:�53>&5& B 0 D	

��� ������!��� !�� �!$�!!���  �
��!��� λ � !��
���!��� k � n �!���!�
D = I k

λ \ I k−1
λ " ω,!���+ �� %�C*�

E ��
�� � � � �������" ��
��� &�

�
��
�� "� ����J S + '�01�2'� � h : I n
λ → S + 64�?78�&05&J 5��52<44;&J 13�3�

�3�M�@�	 �3:� :<� :30�<=5313 5�68�5;�55313 8��:&5�<� λ �� 5��2��<=5313 k � nE
�8I3 (I k

λ )h �= (I k−1
λ )hE �3 �53>&5� (I k

λ )h \ (I k−1
λ )h 7 ω�5�6��J834	

�:��<=5&� ��:3� ����
��� S !�#���"��� ��!-�� ������� I0 ⊆ I1 ⊆ . . . ⊆ Im = S
%	*�

#$���
��� � 5%�C*6� �:��<=5&J ��: I0 ⊆ I1 ⊆ . . . ⊆ Im = S '�01�2'& S 5�@&0�7�=6�
I�<=5&�E �8I3 I0 + 68�5;�55� �53>&5� � Ik \ Ik−1 7 ω�5�6��J834 �53>&534 :<�
06�� k = 1, . . . ,m	

.���
��� #� /���!��� ������!��� 
����� #��
������� � �!$�!!��� �
�����
���� ��� � ������
��#����' ��� � �3  ���! �����! # ��
�#� ��" � �!$�!!�+
�
���
�# %�C*� E�������� � ��' /� ����
��� I n

λ ��" /���!�+ ������!�+ 
��
{0} ⊆ I 1

λ ⊆ . . . ⊆ I n
λ �

E ��
��� & �������" ��
��� ��

�
��
�� %� B30�<=5&J 5���&0��<=5&J 13�3�3�M5&J 3A��@ '�01�2'& I n
λ 7 '�01�2'34

@� I�<=5&� �:��<=5&� ��:3�	

; /� !�����������$!� �!��
�!� ����
��� S # !���
�
�!�� �!��
��"� �����
�!��
�!� �������
��� T ' /� " ����
���� #� /���!�� ������!�� 
����' � T 9 #�� !�!�
�������
��� � S %�C' ��
���!!� �C*�

��3�+ S 9  ��� !�����������$!�3 ����
���

#$���
��� � 5%�' ��' �(' �)*6� ��'�0�3'3<31�;5� '�01�2'� S ∈ S 5�@&0�7�=6�C

• H�@��85�534 0 8<�6� S E �8I3 035� 7 @��85�534 '�:'�01�2'34 2 83>5�J
5�'�0�3'3<31�;5�J '�01�2'� T ∈ S E I3 ��6�&�= S �8 '�:'�01�2'2F

• �A63<4�53 H�@��85�534 0 8<�6� S E �8I3 :30�<=5&J 5�'����05&J 13�3�3�M�
5&J 3A��@ '�01�2'& S 2 '�01�2'2 T ∈ S 7 H�@��85�534 '�01�2'34 0 8<�6�
S F



899 ���� ����	
 ����� ������

• �<1�A�&;53 h�@��85�534 0 8<�6� S E �8I3 '�01�2'� S @ :&68���534 �3'3<3�
1�74 d 7 �A63<4�53 H�@��85�534 0 8<�6� S � (S, d) ∈ S 	

E ��
��� � �������" ��
��� 	�

�
��
�� &� /�01�2'� I n
λ 7 �<1�A�&;53 h�@��85�534 0 8<�6� 5�'�0�3'3<31�;5&� �5�

0��65&� '�01�2' @ 5�'����0534 �50��6�74	

�� ��������$���� ��	����� I n
λ �

��� ������!��� �����!� α ����
��� I n
λ ��#!�$���

↑lα = {γ ∈ I n
λ | αα−1γ = α} � ↑rα = {γ ∈ I n

λ | γα−1α = α}.
�	
��
��� %� B<� :30�<=5313 �<���5�� α '�01�2'& I n

λ 0&83527�=6� ��05�6�=
↑lα = ↑rα	
B30�:�55�	 ��3�+ γ ∈ ↑lα� =��� ��� ������!��� x ∈ domα ��"�� (x)αα−1γ = (x)α'
��� (x)αα−1 = x' � ���' (x)γ = (x)α� =��� (x)γα−1α = (x)αα−1α = (x)α � ��"��
γ ∈ ↑rα� 7��' ↑lα ⊆ ↑rα� ������!!� � ��$�!!� ↑rα ⊆ ↑lα �!�����$!�� �

��� ������!��� �����!� α ����
��� I n
λ �#!�$���

↑α = ↑lα = ↑rα.
�	
��
��� &� �3>5� 1�26:3�M30� �3'3<31�� τ 5� '�01�2'� I n

λ ��8�E I3 (I n
λ , τ)

+ 5�'�0�3'3<31�;5� '�01�2'� 7 9�<83� ��12<��534	

B30�:�55�	 E !����� � ) %�C* �
���"��' /� ��� ������!��� �����!� α !�����
�,
�� I n

λ # rankα = k �$ � α " �#������!�� � I k
λ ' �� ��� � #���� � ����
��� I n

λ "
!���
�
�!��� �����
���!!���' � ↑α 9 ��� 
��,#�� !�!� ����!���!� � (I n

λ , τ)�
��3�+ α � β 9 ������!� 
�#!� �����!� ����
��� I n

λ � =��� �� �!�"��� 3�$� �
��!� # ����4 α /∈ ↑β ��� β /∈ ↑α� .
�������' /� α /∈ ↑β� 7#!�$��� �����
���!!�
f : I n

λ → [0, 1] #� ��
�����

(χ)f =

{
1, � /� χ ∈ ↑β;
0, � /� χ /∈ ↑β.

7� ��� � ����!���!� ↑β ��� 
��,#�� !�!� � (I n
λ , τ)' � � ��#!�$�!� �����
���!,

!� f " !���
�
�!��� � ����� � β /∈ ↑α �����
���!!� f : I n
λ → [0, 1] ��#!�$�"���

�!�����$!�� 7��' (I n
λ , τ) 9 -�� �� 
�����
!�+ �������$!�+ �
���
� �

=�������$!�+ �
���
 X !�#���"��� 83<�8�&053 53���<=5&�' � /� X " T1,
�
���
�� � ��� ������!�0 ��� 
�!�0 ���H0 {Fs}s∈S #�� !�!�3 ����!���! � X ��!�"
��� 
�!� ���H� {Us}s∈S ��� 
��3 ����!���! � X � �' /� Fs ⊆ Us ��� ���3 s ∈ S
%)*�

�	
��
��� '� B<� :30�<=5313 λ � 1 '�36��� 1�26:3�M303L 5�'�0�3'3<31�;53L '�0�
1�2'& (I 1

λ , τ) 7 83<�8�&053 53���<=5&�E � 3�>�E 53���<=5&�	

B30�:�55�	 ; /� λ < ω' � ��
���!!� �$����!�' ��� ����������' /� λ � ω� ��,
3�+ F = {Fs}s∈S 9 ��� 
�!� ���H� #�� !�!�3 ����!���! � (I 1

λ , τ)� E� ����� � %��*
 ���! !�!������+ �����! ����
��� I 1

λ " �#�����!�� �$ �� � �
���
� (I 1
λ , τ)�

; /� ����! �����! ���H0 F !� ����� !���  ����
���I 1
λ ' � ��
���!!� �������"

# ��
��� �����( %)*� .
�������' /�  ∈ Fs0 ' ��� ��� ��� s0 ∈ S � ��3�+ U( ) 9
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��� 
��+ � �� !���  ����
��� I 1
λ ' /� ��
��!�" !� ����2�' !�� ���! �����! ���H0

F � .
�+���� Us0 = U( )∪Fs0 � Us = Fs ��� ���3 s ∈ S \ {s0}� =��� Us ∩Ut = ∅ ���
���3 s �= t' s, t ∈ S � #� ��
���� �����( %)* �������$!�+ �
���
 (I 1

λ , τ)  ��� ��!�
!�
����!�+� �

N�20�>�55� �	 ��� ������!��� !�#��$�!!���  �
��!��� λ !� ����
��� I 1
λ ��!�" ���,

�
����� 5�!��
�!�6 �������� τmv 5τmi6 � �' /� �������$!�+ �
���
 (I 1
λ , τmv)

5(I 1
λ , τmh)6 !� " ��� �!��� !�
����!�� %��*�

N�20�>�55� �	 ��3�+ V (ℵ0) 9 #��$�!!� ����� J
�2�,�
���!� 5���� %)' �����)5K6*6�
7#!�$��� �������� τ !� #��$�!!�+ ����
��� I 1

ℵ0
� 4 ��� !�!������ �����!� !����,

�
��� I 1
ℵ0

" �#������!��� �$ ���' �H�# � E(I 1
ℵ0
) 9 ��� 
�� ����!���!� � I 1

ℵ0
�

����!�"��� # V (ℵ0) � ' /�� !��� ����
��� I 1
ℵ0

��� !��#������!�� �$ �� �

V (ℵ0)� L�� � ��$��' /� (I 1
ℵ0
, τ) 9 �������$!� �!��
�!� ����
���' � � !� ��" #��,

$�!!�0 ��#� � !����

=�������$!�+ �
���
 X !�#���"��� �3@��:>�5&�' � /� ��! !� ����� !���,

��!� /���!� � ���� ����!� ����!���!� %)*� 7$����!�' /� �������$!�+ �
���
 X
" 
�#
����!��' � /�  ��!� !���
��!� ����!���!� A � X ����� �#������!� �$ �
� A�

�	
��
��� (� B<� :30�<=5&� 5��2��<=5313 n � λ � 1 '�36��� 1�26:3�M303L 5��
'�0�3'3<31�;53L '�01�2'& (I n

λ , τ) 7 �3@��:>�5&�	

B30�:�55�	 ; /� λ < ω' � ��
���!!� �$����!�' ��� ����������' /� λ � ω� .�,
 �����' /�  ��!� #�� !�!� ����!���!� � (I n

λ , τ) ����� �#������!� � ���� �$ ��
��3�+ A 9 #�� !�!� ����!���!� � (I n

λ , τ)� =��� # �#!�$�!!� ����
��� I n
λ �������"'

/� ��!�" �����! α ����
��� I n
λ � �+' /� α ∈ A � rankβ � rankα = k ��� ���3

β ∈ A� E� !����� �� ) %�C*' {α} 9 ��� 
�� ����!���!� � ����
���
� I k
λ ' � ���' α

9 �#������!� �$ � � A� �

=�������$!�+ �
���
 X !�#���"��� 52<=0&���5&�' � /� � X ��!�" ��#� ���,
����0' /� � ����"��� # ��� 
��,#�� !�!�3 ����!���! %)*�

N�20�>�55� �	 E ���� � %��* �������"' /� ��� ������!���  �
��!��� λ � 1 �
���

!�����������$!�0 ����
��� I 1

λ " !�������
!���

�	
��
��� )� B<� :30�<=5&� 5��2��<=5313 n � λ � 1 '�36��� 1�26:3�M303L <3�
8�<=53 83�'�8�53L 5�'�0�3'3<31�;53L '�01�2'& (I n

λ , τ) 7 52<=0&���5&�	

B30�:�55�	 E��� ��"�� ������!�+ �����! α ����
��� I n
λ � 7� ��� � #���� � ����
���

(I n
λ , τ) " !���
�
�!��� �����
���!!���' � # !����� � ) %�C* �
���"��' /� ↑α 9

��� 
��,#�� !�!� ����!���!� � (I n
λ , τ)� ��3�+ U(α) 9 ��� 
��+ � �� �$ � α �

(I n
λ , τ) #  ���� !�� #��� �!!�� U(α)� �� #��!2��$� #�����!���' ������ ���,

���' /� U(α) ⊆ ↑α� =��� U(α) \ U(α) 9  ���� !� ����!���!� � (I n
λ , τ)' α /∈

U(α) \U(α) � Γ = {↑β | β ∈ U(α) \U(α)} 9 ��� 
�� �� 
�� �!���!� U(α) \U(α)�

��3�+ Γ0 = {↑βi | i = 1, 2, . . . , k} ⊆ Γ 9 � �!$�!!� ����� 
�� �!���!� U(α) \U(α)�

=��� V (α) = U(α) \⋃k
i=1 ↑βi 9 ��� 
��,#�� !�!�+ � �� �$ � α � V (α) ⊆ U(α)� �



89: ���� ����	
 ����� ������

7#!�$��� �������� τc !� ����
��� I n
λ � 4 ���H�

B = {Uα(α1, . . . , αk) = ↑α \ (↑α1 ∪ · · · ∪ ↑αk) | αi ∈ ↑α \ {α}, α, αi ∈ I n
λ , i = 1, . . . , k}

" ��#�� �������0 τc !� I n
λ �

�	
��
��� � � B<� :30�<=5&� λ � 1 � 5��2��<=5313 nE (I n
λ , τc) + 1�26:3�M30�

83�'�8�5� 5�'�0�3'3<31�;5� '�01�2'� @ 5�'����0534 �50��6�74	

B30�:�55�	 7� ��� � ��� ������!�3 α, β ∈ I n
λ �� �!�"��� 3�$� � ��!� # ����

α /∈ ↑β ��� β /∈ ↑α' � �
���
 (I n
λ , τc) " ������
������ 7$����!�' /� �
���
 (I n

λ , τc)
 ���� !�+�

.� �����' /� � ����
��� (I n
λ , τc) #���� " !���
�
�!��� �����
���!!���� ���

-���� 
�#���!��� ������� ����� ��
(i)  · =  � =��� ��� ������!��� ��� 
���� � ��� U�(α1, . . . , αk) !���  ����
���

I n
λ ��"��

U�(α1, . . . , αk) ·  =  · U�(α1, . . . , αk) = { } ⊆ U�(α1, . . . , αk).

(ii) α · =  � =��� ��� ������!��� ��� 
���� � ��� U�(α1, . . . , αk) !���  ��"��

Uα(α1, . . . , αk) ·  = { } ⊆ U�(α1, . . . , αk).

��3�+ U�(α1, . . . , αk) 9 ������!�+ � �� !���  ����
��� I n
λ � �� #��!2��$� #�����,

!���' ������ ������' /� rankα1, . . . , rankαk � rankα� 7#!�$���

B = {γ ∈ I n
λ | rank γ = 1, domγ ⊆ domα � ran γ ⊆ ranα1 ∪ . . . ∪ ranαk}.

=��� B 9 � �!$�!!� ����!���!� � I n
λ � α · U�(B) ⊆ U�(α1, . . . , αk)�

(iii)  ·α =  � =��� ��� ������!��� ��� 
���� � ��� U�(α1, . . . , αk) !���  ��"��

 · Uα(α1, . . . , αk) = { } ⊆ U�(α1, . . . , αk).

��3�+ U�(α1, . . . , αk) 9 ������!�+ � �� !���  !�����
��� I n
λ � �� #��!2��$� #�����,

!���' ������ ������' /� rankα1, . . . , rankαk � rankα� 7#!�$���

B = {γ ∈ I n
λ | rank γ = 1, dom γ ⊆ domα1 ∪ . . . ∪ domαk � ran γ ⊆ ranα}.

=��� B 9 � �!$�!!� ����!���!� � I n
λ � U�(B) · α ⊆ U�(α1, . . . , αk)�

(iv) α · β = γ �=  � rankα = rankβ = rankγ' ��� ranα = domβ� =��� ���
������!�3 � ���� Uα(α1, . . . , αk)' Uβ(β1, . . . , βn)' Uγ(γ1, . . . , γm) �����!�� α, β � γ'
��������!�' ��"��

Uα(α1, . . . , αk) · β = α · Uβ(β1, . . . , βn) = {γ} ⊆ Uγ(γ1, . . . , γm).

(v) α · β = γ �=  � rankα = rank γ < rankβ' ��� ranα � domβ� =��� ���
������!�3 � ���� Uβ(β1, . . . , βn) � Uγ(γ1, . . . , γm) �����!�� β � γ' ��������!�' ��"��

α · Uβ(β1, . . . , βn) = {γ} ⊆ Uγ(γ1, . . . , γm).

; /� α =

(
a1 · · · ai
b1 · · · bi

)
� β =

(
b1 · · · bi bi+1 · · · bi+j

c1 · · · ci ci+1 · · · ci+j

)
' �� i + j � n' �

γ =

(
a1 · · · ai
c1 · · · ci

)
� ��3�+ Uγ(γ1, . . . , γk) 9 ������!�+ ��� 
��+ � �� �����!� γ �
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γl =

(
a1 · · · ai ali+1 · · · ali+sl
c1 · · · ci cli+1 · · · cli+sl

)
' �� l = 1, . . . , k� �� #��!2��$� #�����!���'

������ ������' /� s � j� ��3�+ X = {ci+1, . . . , ci+j} ∩
⋃k

l=1{cli+1, . . . , c
l
i+sl

} �

Xα = {(a, b) | a ∈ dom γ1 ∪ · · · ∪ dom γk, b ∈ X}.
; /� Xα = ∅' � ��� ������!��� � ��� Uα(α1, . . . , αk) �����!� α ���
��"��

Uα(α1, . . . , αk) · β = {γ} ⊆ Uγ(γ1, . . . , γk).

; /� � Xα �= ∅' � �!���!� Xα 9 � �!$�!!� + �#!�$���

Aα =

{(
a1 · · · ai a
b1 · · · bi b

) ∣∣∣∣ (a, b) ∈ Xα

}
.

=��� �!���!� Aα 9 � �!$�!!�' Aα ⊆ ↑α � �� �!�"��� � ��$�!!�

Uα(Aα) · β ⊆ Uγ(γ1, . . . , γk).

(vi) α · β = γ �=  � rankβ = rank γ < rankα' ��� domβ � ranα� � -����
����� � ��
 ���!!� �!�����$!� �� ����� � (v) # �$!��� �� �����!����

(vii) α · β = γ �=  � rankγ < max{rankα, rankβ}� ��3�+

α =

(
a1 · · · ai ai+1 · · · ai+k

b1 · · · bi bi+1 · · · bi+k

)
, β =

(
b1 · · · bi xi+1 · · · xi+j

c1 · · · ci yi+1 · · · yi+j

)
,

γ =

(
a1 · · · ai
c1 · · · ci

)
, �� i+ k, i+ j � n.

��3�+ γ1 =

(
a1 · · · ai p1
c1 · · · ci q1

)
, . . . , γm =

(
a1 · · · ai pm
c1 · · · ci qm

)
� ; /�

q1, . . . , qm1 ∈ ranβ' m1 � m' � Uα(α1, . . . , αm1) · β ⊆ Uγ(γ1, . . . , γm)' ��

αt =

(
a1 · · · ai ai+1 · · · ai+k pt
b1 · · · bi bi+1 · · · bi+k x

)
, t = 1, . . . ,m1 � (x)β ∈ {q1, . . . , qm1}.

; /� p1, . . . , pm2 ∈ domα' m2 � m' � α · Uβ(β1 . . . , βm2) ⊆ Uγ(γ1, . . . , γm)' ��

βt =

(
b1 · · · bi xi+1 · · · xi+j y
c1 · · · ci yi+1 · · · yi+j qt

)
, t = 1, . . . ,m2, � (y)α

−1 ∈ {p1, . . . , pm2}.

7��' #���� � (I n
λ , τc) " !���
�
�!���� F!��
��� !���
�
�!� � (I n

λ , τc)' �� ��� �
��� ������!�3 α, α1, . . . , αi ∈ I n

λ ' �� α1, . . . , αi ∈ ↑α \ {α}' i = 1, 2, . . . , �� �!�"���


��!��� (Uα(α1, . . . , αi))
−1 = Uα−1(α−1

1 , . . . , α−1
i )� �

N�20�>�55� &	 E �#!�$�!!� �������0 τc !� ����
��� I n
λ �������"' /� ��� ������,

!�0 �������0 τ !� I n
λ � �0' /� (I n

λ , τ) 9 ������
���� !�����������$!� ����
���'
�� �!�"��� � ��$�!!� τc ⊆ τ �

�
��
�� '� ����J λ � ωE n = 1, 2, . . . � τ + 1�26:3�M30� �3'3<31�� 5� '�01�2'� I n
λ 	

�3:� ��8� 2�30& �80�0�<�5�5�C

(i) (I n
λ , τ) + 83�'�8�5� 5�'�0�3'3<31�;5� '�01�2'�F

(ii) (I n
λ , τ) + �3'3<31�;53 �@3�3�M5� :3 '�01�2'& (I n

λ , τc)F
(iii) (I n

λ , τ) + 83�'�8�5� 5�'�0�3'3<31�;5� '�01�2'� @ 5�'���0534 �50��6�74F
(iv) (I n

λ , τ) + @<�;�553 83�'�8�5� 5�'�0�3'3<31�;5� '�01�2'�	
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 ����� ������

B30�:�55�	 F���� �-�0 (ii) ⇒ (i)' (ii) ⇒ (iii)' (iii) ⇒ (i)' (i) ⇒ (iv)' (ii) ⇒ (iv) �
(iii) ⇒ (iv) " �$����!����

(i) ⇒ (ii)� F# #������!!� & �
���"��' /� τc ⊆ τ ' �� ��� � τ 9  ���� !�
�������� !� ����
��� I n

λ ' � #� !����� �� �����& %)* ���
��"�� τ = τc�
(iv) ⇒ (i)� ��3�+ τ 9 �������� !� I n

λ � �' /� (I n
λ , τ) 9 #��$�!!�  ���� !�

!�����������$!� ����
���� ������!!� ������ �
������ �!�� -�"� �� n� E� ��
�,
��� � %��* ��� n = 1 !�����������$!� ����
��� (I n

λ , τ) "  ���� !��� ��������' /�
# ���' /� ��� ������!��� k < n !�����������$!� ����
��� (I k

λ , τ) "  ���� !��'
�������"' /� ����
��� (I k

λ , τ) "  ���� !�� ��� k = n�

E �
���/�!!� �!�� -�0 � ��
��� ���C�& %)* �
���"��' /� ����
��� I n−1
λ #

�!�� ���!�� # (I n
λ , τ) �������"�' "  ���� !��' �� ��� � I n−1

λ 9 #�� !�!�+ ���,
�
���
 � (I n

λ , τ)� .
�������' /� τ 9 !� ���� !� �������� !� I n
λ � =��� ��!�"

��� 
�� �� 
�� Γ = {Uι}ι∈A ����
��� I n
λ ' /� !� ����� � �!$�!!� ����� 
�,

�� 7� ��� � I n−1
λ 9  ���� !� �������
��� � (I n

λ , τ)' � ��!�" � �!$�!!� ������H�

Γn−1 = {U1, . . . , Um} � Γ = {Uι}ι∈A � �' /� I n−1
λ ⊆ ⋃m

i=1� 7� ��� � �
���
 (I n
λ , τ)

!� "  ���� !��' � ��!�" �����! U �� 
�� Γ � �+' /�
⋃
Γn−1 �= ⋃

Γn−1 ∪ U �
E� �!�� -�"� ������"�� #��$�!!� ������H� Γ∗ = {Uj | j = 1, 2, 3, . . .} ���H0 Γ � �' /�⋃
Γn−1 �= ⋃

Γn−1 ∪ U1 �⋃
Γn−1 ∪ U1 ∪ . . . ∪ Uj �=

⋃
Γn−1 ∪ U1 ∪ . . . ∪ Uj ∪ Uj+1,

��� ������!��� !��
���!��� j� E��������' /� #� #��$�!!�0  ���� !��� �
���
�
(I n

λ , τ) �������"' /�
⋃
Γn−1∪

⋃{Uj | j = 1, 2, 3, . . .} �= I n
λ ' �� ��� � #� �
���/�!!��

(I n
λ , τ) 9 !� ���� !�+ �
���
� E� !����� �� ) %�C* �!���!�

V = I n
λ \

(⋃
Γn−1 ∪

⋃
{Uj | j = 1, 2, 3, . . .}

)
����� ��2� �#������!� �$ � � (I n

λ , τ)' � ���' Γ̃ = Γn−1∪{V }∪{Uj | j = 1, 2, 3, . . .}
9 ��� 
�� #��$�!!� �� 
�� �
���
� (I n

λ , τ)' /� !� ����� � �!$�!!� ����� 
�,
�' � -� ����
�$�� #��$�!!�+  ���� !��� �
���
� (I n

λ , τ)� E �
���!�0 ����
�$,
!��� �������"  ���� !��� �
���
� (I n

λ , τ)� �

8� 3
4	�� 3�3� = ���

 ��	�
��>� ����������
? @ 3
4	�� 3�3� @@�'& ...%�  834:�
 *� 7<� A4�  .� 54;�545�

:� 3
4	�� 3�3� �����B��>� ����> @ 3
4	�� 3�3� @@�'& ...%�  834:�  *� 7<� A4�  
.� 8883�88::�

;� 5���� 6�3� H��������� ����������� ������
 �� λ���C
���# D����� @ 5���� 6�3��

7
��� 0�7� @@0��� �����
 !�������� ���#�  :998�  *� <<� A;�  .� :9�:7�
<� 8�))$%. 9�:� EFG EFGHIJ HK EHLHMHN�OPM QGR�NIHSLT� UHM� ( @ 8�))$%. 9�:�� :� ,�;)�*% 9�<��

="/. >�9�  VGW XHIY PZ[ \PTGM] ^PIOGM _GYYGI (ZO�� 837;�
4� 8�))$%. 9�:� EFG EFGHIJ HK EHLHMHN�OPM QGR�NIHSLT� UHM� (( @ 8�))$%. 9�:�� :� ,�;)�*% 9�<��

="/. >�9�  VGW XHIY PZ[ \PTGM] ^PIOGM _GYYGI (ZO�� 8375�
5� 8 �?"), <�:� EFG `MNGaIP�O EFGHIJ HK QGR�NIHSLT� UHM� ( @ 8 �?"), <�:�� @)�A%"* B�C�  

`RGI� ^PbF� QHO� QSIcGJT 6� dIHc�[GZOG� e�(�� 8358�
6� 8 �?"), <�:� EFG `MNGaIP�O EFGHIJ HK QGR�NIHSLT� UHM� (( @ 8 �?"), <�:�� @)�A%"* B�C�  

`RGI� ^PbF� QHO� QSIcGJT 6� dIHc�[GZOG� e�(�� 8356�
7� D*#� &�*# >� fGZGIPM EHLHMHNJ� :Z[ G[� @ D*#� &�*# >�  \GIM�Z� 8373�
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3� B)��* 9�<� gZ bFG TbISObSIG HK TGR�NIHSLT @ B)��* 9�<� @@`ZZ� HK ^PbF�  8344�  UHM� 7<�
 d� 85;�86:�

89� B$%�& E� QGR�NIHSL OMHTSIGT HK hZ�bG IPZY TJRRGbI�O �ZcGITG TGR�NIHSLT @ B$%�& E��

F�GA"* 9�� >�H"+IA J� @@ QGR�NIHSL iHISR�  :993�  UHM� 67� A:�  d� ;:5�;;5�
88� B$%�& E� EHLHMHN�OPM \IPZ[b λ�GjbGZT�HZT HK PaTHMSbGMJ H�OMHTG[ bHLHMHN�OPM �ZcGITG TGR��

NIHSLT @ B$%�& E�� @�+ -& =� @@)�	�� +k���� ������ .��# ���������  :99;�  )
�� 58�  
A:�  .� 37�894�

8:� B$%�& E� EHLHMHN�OPM TGR�NIHSLT HK RPbI�j SZ�bT @ B$%�& E�� @�+ -& =� @@`MNGaIP _�TOIGbG
^PbF�  :994�  A� ;�  .� 8�86�

8;� B$%�& E�K� EHLHMHN�OPM TGR�NIHSLT HK RPbI�j SZ�bT PZ[ OHSZbPaMJ OHRLPOb \IPZ[b λ0�
GjbGZT�HZT @ B$%�& E�K�� @�+ -& =�@�� >��%�) <�>� @@0��� 	������  :993�  *� ;:� A:�  .�
884�8;8�

8<� B$%�& E�K� QJRRGbI�O �ZcGITG bHLHMHN�OPM TGR�NIHSLT HK hZ�bG IPZY � n @ B$%�& E�K��

>��%�) <�>� @@0��� �����
 !�������� ���#�  :993�  *� 4:� A;�  .� 6�8<�
84� @�%)�/. L� (ZcGITG QGR�NIHSLT @ @�%)�/. L�  VGW XHIY] lHFZ m�MGJ & QHZT� 837<�
85� >$HH�)% M� nHRLPOb QGR�bHLHMHN�OPM QGR�NIHSLT] `Z (ZbI�ZT�O EFGHIJ @ >$HH�)% M�  

oGObSIG VHbGT �Z ^PbFGRPb�OT�  UHM� 8963  \GIM�Z� 837<�
86� N%�HH 9�M� ` ZHbG HZ RPj�RPM MHOPMMJ OHRLPOb TGR�NIHSLT @ N%�HH 9�M� @@dIHO� `RGI�

^PbF� QHO�  8353�  UHM� :9� A� 8  d� :48�:4;�
87� N%�HH 9�M� `MNGaIP�O RPj�RPM TGR�MPbb�OGT @ N%�HH 9�M� @@ dPO�hO l� ^PbF�  8364�  UHM� 47�

A� 8  d� :<;�:<7�

��  !"�#�$�%�&�'(%  )""!#*�' ��+!* !  !"�&*�,$ 
�- ( .�,�/!/ -���#! *(�0

�123 &,#�0� (456�7 *!�#!*

�+�* O)�*&" P�%�"*� Q*�+�)A�%- "( FR+�+�

����� FR+�+� Q*�+�)A-%�%AR&� N%)�� �

����� ! " #$%�&'()�*&"� +�+�$�� )��%�) �*,)�-'-�.""�/"�

mG LIHcG bFPb bFG TJRRGbI�O �ZcGITG TGR�NIHSL HK P aHSZ[G[ hZ�bG IPZY
I n

λ �T PMNGaIP�OPMMJ h�OMHTG[ �Z bFG OMPTT HK TGR�bHLHMHN�OPM �ZcGITG TGR�NIHSLT
W�bF OHZb�ZSHST �ZcGIT�HZ� `MTH WG [GTOI�aG PMM OHRLPOb PZ[ OHSZbPaMJ OHRLPOb
bHLHMHN�GT τ HZ I n

λ TSOF bFPb (I n
λ , τ ) �T P pPST[HIq TGR�bHLHMHN�OPM TGR�NIHSL�

=�- G"),A! TJRRGbI�O �ZcGITG TGR�NIHSL HK P aHSZ[G[ hZ�bG IPZY� TGR��
bHLHMHN�OPM TGR�NIHSL� OHZNISGZOG�

� ��	�����	�
����8 ����������8
������98 ��	�
�����8 �
��������
�

�������
� ���
�

���� 
���� ������ ������
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��������� ��� 	
����
��	��# 
���	��# ��������� ����
�������
��������� ���� I n

λ ������
��	�
 h��������� � ���		� �����������
��	�
�
� 
���	�>� �������� 	 ����>���? 
���	
�?� ��
	��> �	� ����
�����>� 
 	�B��� ��������>� �������

 τ �� ��������� I n

λ ���
�� ���
(I n

λ , τ )  ���	��!��� �����������
��	��# ����������

012��S� ���
! 	
����
��	��# 
���	��# ��������� ����
������
�� ��������� ����� �����������
��	��# ���������� �����r�"
#�
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