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�� ������ �� ����������� ������ ������������ ���������� ��� ����� 
���!"�# $��%����� ������!�� & �$�����'�&�� ������� (��������� �����) ��� � 
�������!"�#) $����*!"�# $�$�����#�+ $�*!��� �$���� ������&) � '� �!$����� 
�!,�#�� ���������� �� �������� -�������) ��� *��!�# !����# ! -���!����� ��� 
���# ���!�#������+ ������+ .�) �/� 0�-����'�&��" *���" ��� ���� ���������# ,
��������� ��������#) ��� ��, ���%! $������� ������! $�������� $����%�� � 
�������%� $�����!� 1���&��) ��� ����� ���������� �*2,���� ���!, ���� ������
-�������) $����! ���#����# ���� ������ ���� *!� �����#��"�

3�$�����) ���& $����� ��������!"�# ! �!�����& �����+ $���-��� .�/� 4+ ����
5 �����*� �����) �� ��$���%�" ��� �������� ���� �*��� �$����#�& ���
�#�%� $���-��# � �����������+ ���#����� ������� ��� ���6���� $����� $��
���"����� �����%� ���%���!����%� '����%� $�$��! � $���-��# ��������! ���*� �'� 
�� &�%� ����!���! ���������# � ���������� ��������� ����� � !���� �������'���
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��� '� '���� $�$����� 7���� �� $����'� �*��% ������!���� $� ������� 
�� �������'�& '���� $�$���� �*��#6!,�#�� �� �*��#6����� +��#�+ ���#�����) *�%��� 
������ ��������� �*������� ���"�# %��������� 8��� ������ ���� *!� ��#��
�$������ �� ��$���%�" $�*!��� ������ $��'��! -���!����� ���������� �� '����
$�$����) ��*�� ���������+ ������) ��� ������� ���*����& �����# �*������������
1 �%���! �� '� ����, $����*� ���$����� �� ���� $�����	

1) �� �$����#�� �*��� � ����� ������ 9-�������: ��) ��� ���������!�#
���!��!�! -�������+ ������) �* !���!� %�������� ������& �� �����;

2) �� ���&� ���#����# � ����� -�������) ��� *!�!�# ����� � �����#;
3) ������#� ��%��& ����� -����� ! -���!����� �������� �������+ ������+;

��6!� ���$�����& �$��!��, �� �������� $��6�%� � �������&�� ������%�
����! -��������%� ������! 5 ���*��! �����!"�� ������� <������) '� ��& ���$)
�������� ���%� $����*!, ������ *!�# ���%� ����������%� ���� 9��$�����) �� 
��������� �$��! '�� �� $����) �����������%�") �*������ ����* �� �����! �� 
���! �����%� �����$�����%� $��$�,����� :�

���#�#�& ����������� =����% ��$��$��!��� ����� .>/ ����%� ���*��!) �����
-!��'���!����� *!�# ���+ ����������+ ����� 9� ��� ���� ��"��%� $��$�,�����:
���*!��,�#�� � !����� �������+ ���,����+ ���$����! �� �6� ��!���6���) � & ��� 
��6��� -�������� ?$�����) ����) �� $������� ��� � *!���� �����"��� $�� 
�� ����) ��*!��"�# ����� ������# � ����� ������ ���!) � '� �������� �������
������"�#�� $�� �$���� �����6�#�%� ���������� 1������) &���#�� $�� ����� $���+
����������) ��� ������"�# ���� �������� �'����!) �� ���$������ �����%� ������� 
��%� $��$�,������ 3�6 ���� �� , ���*��#��) ��������� ��� �� , ���������") ���!
���� � ����!������ �������� ++ ��&*!��#�%� ����! �!����""�# ������! *��#6����
���������� ������ 7���) ����, $����*� � �����! $������ �� �*��! �������# 
�� -�������) ��& * *!� �������#� �-������ � !����� ������������� �� ������!
��� �%�����%��

@����� �!�����& ��!'� ������ ���������� ��� .�) >/ �$!���"�# �����������
���%���!�� $��*���� (��� ��6�+ $��'� 5 $�6!� !��%��#����%� ��������! �*��!
�������#��%� ��*��! -������� �� ����%� $�����! �� ���6���� ���!��#��+ $��*�� 
� -��������'�+ ����������%� $��'��! � !����� �������������� A ����� $�*!�� 
�� �� ������ �*���� �%���� � '� ���������� �����!"�� -������� ��������+
-�������+ ������) ����������� ��������� ���*��#����� '�,+ ��%����+ �� �����������
$��������� �������

�� 	�
��
 ����������� ��$!����) �� �������!���� ���������� ����
-���!,�#�� �� $������� �$��! �$������ ������ X1, X2, . . . , Xn � �$������"
$��*��" �$����������� ε

Y = α1X1 + α2X2 + . . .+ αnXn + ε,

$������� α1, . . . , αn 5 �!������� �������+ ������+ �� ���$������ -������� 9� �� 
%��#���! �$���! ��������) �'��""�#�� �� $������� ��������� ���� :�

3���& ����� A1, A2, . . . , Ak 5 $���� %�!$� $�$���� ���!����� $���&

⋃
i∈1,k

Ai = Ω; Ai

⋂
Aj = ∅, i �= j, i ∈ 1, k, j ∈ 1, k,
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����) �� P (A1) = p1) P (A2) = p2) � � � ) P (Ak) = pk�
@���������) �� ����� $���� A

′
1, A

′
2, . . . , A

′
k) ��� ���� ���*!��# � �����6�#� 

�! ���������) �$��!��, �� ��%�) �� � �������'� ������,�#�� ���� � ��!�'�&
A1, A2, . . . , Ak) � ���& -����� �$�����!�# �� ����� ���������� ���� � �����"
���"� 8�*�� �����& $���+ �����#�� ! ���$��������# ����& ��*�� ������# -����� 
�� ������� � '#��! ���� ��������) ��� ���� $���� �������) ���� ���$����� ��
����� ����� $����*��� ������� $���&� ����+ �����6�#�%� ���������) ��� ���
������# �������!���� ���������� ������) ��"�# ���������& ��������) ��*��
�$���"�# �� ��+ �$������ .B) C/�

D��� n 5 ���#����# ������) m 5 ���#����# ���$��������) n < m) �� ��� 
������ ���� ��� �����+ ������+ ��!�'�+ Ak � �������'� ��$6��� � �������&
-����

X =

⎛
⎜⎜⎜⎝

xAk
11 xAk

12 . . . xAk
1n

xAk
21 xAk

22 . . . xAk
2n

���
���

� � �
���

xAk
n1 xAk

n2 . . . xAk
nn

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

1��*�� ���#�� $�$!���#	 -������� ������ ���������� �������) ��*�� Xi �
Xj 5 �����#�����) r(Xi, Xj) = rij ) �� ������"�# ���!�#���) r(Xi, Y ) = ri) i, j ∈ 1, n�
@��$������ ����'� ������'�& RAl = (rAl

ij )
n
i,j=1) R

Al �= I �� RAl
0 = (rAl

i )ni=1) $����!
R · A = R0 $� A = (a1, . . . , an)E aj = α̂j �

� �����& ��!�'�+ Al �������� ��*�� �����!"�� -������� �� ��$���%�" �� 
����%� ��%����! =����%� ���*��! �������#�� ������ .>/�

�� 1������� ��� ������ ���*���'�+ -�������) ��*�� *!�!,�� ��� $�������
-������� ������ {X1} , {X2} , . . . , {X1, X2} , {X1, X3} , . . . , {X1, . . . , Xn}� ������ 
�� +�) ���$������) Ci) i ∈ 1, 2n − 1� 0����� ������ ! �����& ���������& Ci ���!�� 
�!,�� � �����! I = {i1, i2, . . . , ik} , k ≤ n�

�� @����,�� ��� �������#�& -����� ��� �����+ ������+ ����� -���� 
���� ?�! �$��! �����%� -������ Xp, p ∈ I � ���*���'�+ Ci ������� ������!��#��"
��-����'�&��" �*2,�����"� 7����!,��

hi,i1 =
r2i1∑

p∈Ii

|rpi1 |
, hi,i2 =

r2i2∑
p∈Ii

|rpi2 |
, . . . , hi,ik =

r2ik∑
p∈Ii

|rpik |
.

(������#�� �������� ����� ���� hi,ij ) j = 1, k) ������# $�� �����!"�& -�� 
��� ! �����& � ������ ���*���'�& Ci, i ∈ 1, 2n − 1�

B� 1������� -���! ����&��+ ��%����+) ��� ��&��$6� �$�!, $�������! �������+
������+) ��*�� �$����#�! ���*���'�" -�������) �� , �������#��" ��� �������� 
��%� �����

?!�!$�& �$�� ���� -�������) ������ � ������ Ci) ���������� ����%���# 
��" 9���������": ��-����'�&��" �*2,�����" Hi =

∑
is∈I hi,is ) s ∈ 1, k� F!���!

�����!"�! $�������! �*��,�� ����� !��� Ci 6����� ��������'�+ ��*�����
������# ����%���#��+ ��-����'�&��+ �*2,�������

1�!�����) �� ��� '�������# �� ���#� ��������� -�����) ��� -���!"�# ��� 
*���'�" � ��&*��#6�" ����%���#��" ��-����'�&��" �*2,�����") � & �������� -���!
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��������� � ����!������ � ������ G����� H ���*���'�&) ���� �������) �� ��������
Hi ��� ����� Ci ���!�# *!� *��#���

3���!$�� ������ �������� � �����# ������������� , $��������� �*���� !
�����& ��!�'�+ ��*���� �����!"�� -�������	 (����� ���� �� �$����

-��.&/ 0&'�123	 ∀ j, p	 {XAj

i1
, . . . , X

Aj

is
} = {XAp

i1
, . . . , X

Ap

is
} 5 ! �����& ��!�'�+

Al ����!,�� ��& ���& ��*��� 8��� �����,��) �� '�& ��*�� -������� , �������# 
�� $�� ��� -���!����� ����������%� �����

4�56&/ 0&'�123� ∃ q1, q2 ∈ Ii ∀ j, p	 X
Aj
q1 = X

Ap
q2 5 � ��*����) ������� ���

�����+ ��!�'�+ Al) , ��� �*� *��#6� �$��#�� -�������� I�& �$���� ����� , �� 
����#��� J��!�#��� ������& 5 ���� '� -����� , �������#�� ��� ����������%�
����) � ��� ��6� 5 ��!��,�� � �������

�����/ 0&'�123	 ∀ j, p ∀ q1, q2 ∈ Ii	 X
Aj
q1 �= X

Ap
q2 5 � ��*���� ! ����� ��!�'���

Al ����, �$��#�� -��������
� �����! �$���! $��$��!"�# *!�!��� !��%��#���� ����'� �%���!

R =

k∑
l=1

p(Al)R
Al �� R0 =

k∑
l=1

p(Al)R
Al
0 .

1�����!����� �� !��%��#���� ����'# ����%� �%���! ������+ ��� ������ ��,
���%! ����� � �����# ������������# � !���!� ���!��,�� ����������

����� ��%�) �� -������! ��%����&�! �����# *!�� $�*!������) $���&���� �� ��� 
���! �� �'��� ++ $����������

�� �������

� � ���������
��� ���������� @���� �����!� !��%! ��
����"'�" �����6��� ������ ! ����� 1�����) *!�� * ��!���) ��� * �� -�����) ��
+��� �������� �� ����"����# ��� $�����! �� $�����!� 8��� *) ��$�����) ��� �'��" 
����� ���������� '���� $�$���� �� ����& $����� ���! ����� *!�� * ������!���
��������� $��'��!� & ������ -������! �����# � !���� ���*����� ��������
8��� -������� �����#) �-������ ��� ����%� ������%� $������!) *!�� * �-���� 
��" ��� ����!$��%� $�����!� 7���� ���� �� ������!, ��" �����6�#�%� ����������
3��$����� � ���*�) ��* $�*!������ �����# ������!���� �������! $����! ����� 
�����%� ���������) � �����! �$���! ��� �$��! -������� �� ���� *!� ���� 
������ ��������� 8��! $� $����&�� �$������ �����6��� �$����) ��������� �
���������� ! ����� ������ ���!) ����������� $����*!, ��� ������) ������ �� �� 
$���%�" ��������+ -�������+ ��%����+� 0�6� ������) ���*� $�*!�!��� �����#)
��� * G��*��H �$�!���� ����! ���������! �����! $�� �$���� �����6�#�%� ������ 
��� $����%�� �������#� ���%�%� $�����! ���!� 7���) $����, $����� $�� ���!�����
����������%� �������� ���!�#������+ ������+�

@$�� �����6�#�%� ��������� � ����� ������ ���! ����,�#�� ��%����," Yt =
= a1(t)X1+ a2(t)X2 + . . .+ an(t)Xn) �� ai 5 ���-�'�,��) ��� �����"�# ��! �$��!
���$������ ���-�'�,����)

∑
ai = 1) i = 1, . . . , n�

1� !��� ���*��#����� �������� � m ������ ��!�'�& 9���� �� �$��) �����&)
$��&�� ����: ���*!������ * �6� ����� ��!�'�� i) ���! -������� �����# �$���� 
���# * �� Y (i) = a1(i)X1 + a2(i)X2 + . . .+ an(i)Xn�

������ ��������� 5 ���� �������� � $����&�� ����",�#��) �� ���*� ���%�����
����"'�" ����+ ��%����+ � ����) ��*�� �������!��� �������! -������! �����#

Y (ξ(t)) = a1(ξ(t))X1 + a2(ξ(t))X2 + . . .+ an(ξ(t))Xn.
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�����, $����� 5 ��) ������!"� '� *��$������� ����) ������ ξ(t)) �$��%�� 
�!��� ���!�#��� Yt ��� �����%� ����# �����%� t; 0�6� ������) � ������
������� $�*!�����! �����# �� ���*��#����#�

@���������) �� ����! ������ ������6�#�%� ��������� ����� ������"���
��������� ���'"%�� (������ ξ(t) � �������� 9��$�������: ����� � ���������"
������" ������ X .C/�

J��%������ -!��'�" ak(ξ)) k = 1, n) �������! �� ������ ������ X ���'"%�
(������ ξ(t)� K�* ������ ����!���& $� t → ∞ ���!�#���) ���*� ��*���
����! � -!��'�& ak(ξ)� ��� '#�%� ��������!,�� !��������� �����������) ��*��

������, �������� '� -!��'�& ������ ���,�����+ $��'��! ξ(t) �%���! 1
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