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 ����$����� ������ ��	�
���%�# ���������� ��� ��������� �� ����&

�	��
� γ = μ1/μ2� h � m� �� μ1� μ2 ' ��	��������	� ������������ �
�����(��
 ��"�
� 	� � ��"�
� ���������� ����������� h ' ����� ����&
����� 
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�� ������ � 	�
 ������ ������� �������������� �������� � ��� � ������
!����� �������������� �"������ #��������� #� ����� !�"���$���� ���%����� #�&
������% � ������� #�'����� !�"������� "���� h !����(�%�� ���������� !����� #�&
������%� $� �"���( �) '� #���*���� ���%����� #�������% '� ���� n � h � !"�!�&
��(�%�� � ������ !����� �������������� �"������ #���������� + ������ !�����
���������� �,�'���� !����� #���-(�%�� ������������% ��������������� .�$� �����&
�������% #���%*�(�%��� �� ��)��%� $� ������� !�"�,�'��% �� /*��'��0 ���������&
������ 1 !"�!������� ���������� �,�'���� !����� ��'����(�%�� !�"�,�' �� #����
������������% ���������������

��� �!�����2 ������� �������������� � 	�
 "�#�3�#��� #�'�� ������#�4�2 ��"&
�����, 5���4�������� ��� ,�"����"�#�-�% �5���������% 5���4��������� ��������
���� �� "�#������� �!����#�4� �� #�'�� '�� �'��(2 # �� ��)����*�, ���4����"��,
,�"����"����� ������ �������������� # �"��- 6 ��"�'�%��� ��� ��������� tr� ���
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����)��% '� ����� #�'� �!�����%���� �����#� ������ # #�'����� ,�"����"������&
�� 	�
�

75�"���-(�� �'�� # ����, #�'�� ��� ��#���� �	
	�� ��� 8 /�0�1234�5& 42�
�65� '�������&7 4�8 �1&� /�9�:&�; 2���86�< =�2 >=�134�66�7 4&?���& /6�=�66�
'�������� h ��1&�7 @>? 3 2��A�>6��6>�3 ��:&�� 2���86�< =�2 >=�134�66� tr 6�
'���4&@34�4 /�8�6� =&29> τ �

.�$� #��)��� #3�������� *� 5���4�� tr(h) (� ��!"����'� #"����-�-� �� ����&
"��� '�� ��#������ �� ���%*��� #������ !�"����"� h� ��� � ��"�������� !��"����
#������ ��"�'�%��� ��� ���������� �����'����� ���8

hmax = max { h ∈ N : tr(h) ≤ τ }.
9�)�� #3�������� ���� ������������ tr �� 5���4�2 *������� !�"����"� �����&

�� ��'�"���( *��, '� "�#�3�#���� #�'�� �!����#�4�2� :��� '��� �� '����'��� ��
�����������% 5���4�2 tr(h) �� tr(m)� '� m 6 ��������%�� '�#������ '��)��� �"���

� 	;� <
 ������ ������� ��!� ��=���� �� ����>�� # ��'����-���%��� "�����
�,�'���� !������ .�$� '��)��� �"�� '�����( ����m� �� ��',�')���� #�������% �
���� ������� �����(�%�� � ��'����-(�%�� � ������ !����� �������������� ���� #�&
��������� '�� ����� ���%����% #�������% � ������� �� !�"���$�( #�'��� !�"����� 
"����% h ∈ [1; m− 1]�

���� �� "�#������� ������� ������� # ��'����-���%��� "����� �,�'���� !�&
����� � ��� �� �� ���������� !����� #�������% #���-(�%�� ������������% �������&
�������� ��� ����2 ������� '����'��� #�'�� �!����#�4�2 ��"�'�%��� ��� �������&
���

�� ����
��� �	� ������	��� 
�� ������� � ��������� ������	����

� �
���� ������� ?�#������� �'�������%�� ������� ��������������� '�� ���2 '��&
)��� �"�� �� ��)� !�"���$����� ���� m� 1��������� � ������� ��',�'��% !�
�'����� � !"���)�� ��� ��) ��������� ��',�')���� #�������% 6 ��#���)�� ��&
!�'���� �������� "�#!�'����� #� !���#������� #������ # !�"����"�� λ�

s0

λ
��
s1

μ1

��

λ
�� · · ·

μ1

��

λ ��
sh

μ1

��

λ
��
sh+1

λ ��
μ1

�� · · ·
μ1

��

λ �� sm

μ1

		

λ �� sm+1

μ1




xh+1

μ2

��

· · ·μ2

�� xmμ2

��

?��� �
9������������� #�������% ��)� ��'�������% � '��, "�)���,� @�� ���������&

����� � ��)���� # ��, "�#!�'����� #� !���#������� #������ # !�"����"��� μ1 �
μ2� ��'!���'��� .�$� μ1 < μ2� �� !�"*� "�)�� /!����%�� 0� � '"��� /*��'�� 0�
9������������� # ������������- μ2 ��'����(�%�� #� ������ $� � ������ t !�����
�������������� �"������ #��������� n(t) > h� '� n(t) 6 ���%����% #�������% � ���&
����� h = 1,m− 1� A�' �� "����� ������� � "�)��� # ������������- μ2 ��'����(�%��
���������� �,�'���� !����� #�������%� ����� )�'�� #��������� �� '�!����(�%�� �
�"��� .�$� � ������ t !����� �������������� �"������ #��������� n(t) ≤ h� ��
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���������� �,�'���� !����� !"�!���(�%�� � ��'����-(�%�� "�)�� �������������� #
������������- μ1�

+��'��� ����"�4�- ������ ������� B'��� "��� �C8 s0 6 ������� ���%��D sk
(k = 1, m+ 1 ) 6 � ������� ( k #�������%� ����"������(�%�� "�)�� ��������������

# ������������- μ1D xk (k = h+ 1, m ) 6 � ������� ( k #�������%� ��������������
��'����(�%�� # ������������- μ2� �,�'�� !���� #���������� �

E�,� p k(t) Bq k(t)C 6 �����"����% ����� $� ������� � ������ ��� t !�"�����( �
����� sk BxkC� 9���'�� 	�
� $� ����-�% �"���4� p k = lim

t→∞ p k(t)� q k = lim
t→∞ q k(t)�

7��4����"��  ����"����� p k� q k � ���4����"�� ,�"����"������ ������� #�� '��� � 	�
�

+��'��� !�#������8 β = 1/α� γ = μ1/μ2� β̃ = 1 + β� α̃ = 1 − α� '� α = λ/μ1 6
���5�4�(�� #������)���� ������� � "�)��� �������������� # ������������- μ1�

1�!�*��� 5�"���� '�� ��"�'�%��� ��� ��������� � �"#� 	�


tr = T (m,h, β, γ, λ) =
T1(m,h, β, γ)

λβ2(β − 1)
(
(βh+2 − 1)β̃m−h + 1− β

) , β �= 1; B�C

tr = T (m,h, 1, γ, λ) =
m

2λ
+

+

(
h2 + h+ 2−mh− 2m+ 2γ(h+ 1)

)
2m +

(
m− 2− 2γ(m+ 1)

)
2h

2λ
(
(h+ 2)2m − 2h

) , β = 1;
B�C

'� T1(m,h, β, γ) = β(βh+2 − hβ2 + hβ − 2β + 1)β̃m−h − β(β − 1)2 + γ(β − 1)2
(
(hβ+

+1)β̃m−h −mβ − 1
)
�

A�"�,�' � �!����'��*����, B�C � B�C '� �"���4� !"� m → ∞ '�( ��'!���'�� 5�"&
���� '�� ������� ��# ����)��% �� '��)��� �"��

tr = T (∞, h, β, γ, λ) =

=
β
(
βh+2 − β(β − 1)h− 2β + 1

)
+ γ(β − 1)2(hβ + 1)

λβ2(β − 1)(βh+2 − 1)
, β �= 1;

B;C

tr = T (∞, h, 1, γ, λ) =
h2 + h+ 2 + 2γ(h+ 1)

2λ(h+ 2)
, β = 1. B<C

1 5�"��� B�C6B<C �'�")�(�� ���� �"����� �!����'��*����8

lim
h→∞

T (∞, h, β, γ, λ) = ∞, β ≤ 1; lim
h→∞

T (∞, h, β, γ, λ) =
1

λβ(β − 1)
, β > 1; B�C

lim
h→m

T (m,h, β, γ, λ) =
βm+1 − β −m(β − 1)

λβ(β − 1)(βm+1 − 1)
, β �= 1; lim

h→m
T (m,h, 1, γ, λ) =

m

2λ
. BFC

.�$� h = m� �� ��(�� ������� ������� �������������� # ����)���- �"��-�
!� "	
	�	 �������	#�$ �	 �	�	������ γ� ��� ������ �������������� # ����&

)���- Bm < ∞C �� ������)���- �"��- Bm = ∞C "�#������� #�'�� �!����#�4�2�
��� ��#��������� �	
	�� �γ� 8 /�0�1234�45& 42� �65� '�������&7 4&?���& '����
���� γ ��17 @>? 2���86�< =�2 >=�134�66� tr 6� '���4&@34�4 /�8�6� =&29> τ �

?�#�3�#�� #�'�� /γ0 ��#���( ���� ���"����
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%�����	 �� �	 B1@> m < ∞7 β �= 1 � 4&1>63C�;2� 3�>4�

τ >
a1
c1

, BGC

�> �>/4D�/>1 /�8�=� EγF 4&/6�=�C�;2� 6���46�2�G

γ ≤ c1τ − a1
b1

, BHC

8� a1 = β
(
βh+2 + β(h− 2)− hβ2 + 1

)
β̃m−h − β(β − 1)2H

b1 = (β − 1)2
(
(hβ + 1)β̃m−h −mβ − 1

)
; c1 = λβ2(β − 1)

(
(βh+2 − 1)β̃m−h − β + 1

)
	

�	 B1@> m < ∞7 β = 1 � 4&1>63C�;2� 3�>4�

τ >
a2
c2

, B�C

�> �>/4D�/>1 /�8�=� EγF 4&/6�=�C�;2� 6���46�2�G

γ ≤ c2τ − a2
b2

, B�IC

8� a2 = (h2 + h+ 2)2m−h−1 − 1H b2 = (h+ 1)2m−h −m− 1H c2 = λ
(
(h+ 2)2m−h − 1

)
	

)	 B1@> m = ∞7 β �= 1 � 4&1>63C�;2� 3�>4�

τ >
a3
c3

, B��C

�> �>/4D�/>1 /�8�=� EγF 4&/6�=�C�;2� 6���46�2�G

γ ≤ c3τ − a3
b3

, B��C

8� a3 = βh+2 − β(β − 1)h− 2β + 1H b3 = (β − 1)2(hβ + 1)H c3 = λβ(β − 1)(βh+2 − 1)	
*	 B1@> m = ∞7 β = 1 � 4&1>63C�;2� 3�>4�

τ >
a4
c4

, B�;C

�> �>/4D�/>1 /�8�=� EγF 4&/6�=�C�;2� 6���46�2�G

γ ≤ c4τ − a4
b4

, B�<C

8� a4 = h2 + h+ 2H b4 = 2(h+ 1)H c4 = 2λ(h+ 2)	

I>4�8�66�	 ��� �'�")���� �!����'��*��% BHC� B�IC� B��C � B�<C � ��)���� # ���"%�,
��!�'��� "�#�3�#�(�� $�'� γ ��"������% tr ≤ τ � ��� ������( �����'�

ai + biγ

ci
≤ τ.

:"��� ��*� '������� $� bi > 0 � ci > 0� ��� i = 3; 4 4� ��"������� ����'��� ����'���
2, '�� i = 1; 2� 9����%��

(hβ + 1)(1 + β)m−h −mβ − 1 > (hβ + 1)(1 +mβ − hβ)−mβ − 1 = hβ2(m− h) > 0,

�� b1 > 0�
��� β > 1 ����'��� $� c1 > 0� .�$� ) β < 1� �� �'�")�(��

(βh+2 − 1)(1 + β)m−h + 1− β < (βh+2 − 1)(1 +mβ − hβ) + 1− β =

= (βh+2 − β) + (m− h)(βh+3 − β) < 0,



�<@ ��������� �	
����

���� c1 > 0�
E�"������% c2 > 0 ����'��� ��� b2 �'�")�(��

b2 = (h+ 1)2m−h −m− 1 > (h+ 1)(1 +m− h)−m− 1 = h(m− h) > 0.

����� BGC� B�C� B��C � B�;C �'�")�(��� ������-�� $�� !"��� ������ ��"������� 
BHC� B�IC� B��C � B�<C ���� '�'������� ����*� # ��, ��"���(��� $� γ ≤ 0� :��"���
'���'���� �

&� "	
	�	 �������	#�$ �	 �	�	������ h� ?�#������� #�'�� /h0� �5�"��&
�%����� � !� �� .�$� m = ∞ � β = 1� �� "�#�3�#�� #�'�� /h0 ��)�� #�� �� � ������
�����'��

%�����	 �� B1@> m = ∞7 β = 1 � 4&1>63C�;2� 3�>4�

τ ≥ 2(1 + γ)

3λ
, B��C

�> �>/4D�/>1 /�8�=� EhF 4&/6�=�C�;2� 6���46�2�G

h ≤ 1

2

(
2λτ − 1− 2γ +

√
(2λτ − 1− 2γ)2 + 8(2λτ − 1− γ)

)
. B�FC

I>4�8�66�	 E�"������% tr ≤ τ ������������ ���� 

h2 − (2λτ − 1− 2γ)h− 2(2λτ − 1− γ) ≤ 0. B�GC

9����%��
∂T (∞, h, 1, γ, λ)

∂h
=

h2 + 4h+ 2γ

2λ(h+ 2)2
> 0,

�� 5���4�� T (∞, h, 1, γ, λ) #"����-� #� #�����- h� ����

tr ≥ T (∞, 1, 1, γ, λ) =
2(1 + γ)

3λ
.

9�)�� ��"������% tr ≤ τ ��( "�#�3�#�� ��*� '�� ����, τ � ��� #�'����%��-�% �����
B��C� .�$� 4� ����� ������(�%��� �� ��"������% B�GC ��( "�#�3�#��� ��� ��#���-�%��
5�"����- B�FC� :��"��� '���'���� �

.�$� m = ∞� β �= 1� �� �� ���%*� "�#�3�#�� #�'�� /h0 #� '����, ���� ��)��
#�� �� #� ����"�����

hmax = max { h ∈ N : T (∞, h, β, γ, λ) ≤ τ }. B�HC

%�����	 !� B1@> m = ∞7 β �= 1 � 4&1>63G�;2� 3�>4&

β̃(β + γ)

λβ2(β2 + β + 1)
≤ τ <

1

λβ(β − 1)
; 0 < γ ≤ 1; B��C

89� β > 17 �

τ ≥ β̃(β + γ)

λβ2(β2 + β̃)
; γ > 0; B�IC

89� β < 17 �> 6�<?�9;5&< �>/4D�/>1 /�8�=� EhF �>:6� /6�<�& /� 8>'>�>J>G ��4�
6>2�� K�,L	
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I>4�8�66�	 1� '�!�����- B;C '�� β �= 1 � ����"��%��, h �'�")���

T (∞, h+ 1, β, γ, λ)− T (∞, h, β, γ, λ) =
(β − 1)2F (h, β, γ)

λβ(βh+2 − 1)(βh+3 − 1)
,

'�

F (h, β, γ) = (1− γ)hβh+2 + (h+ 1)βh+1 +

h∑
k=0

(γ + k)βk =

= hβh+2 + (h+ 1)βh+1 +

h∑
k=1

kβk + γ − γβ(β − 1)

(
hβh +

h−1∑
k=0

(k + 1)βk

)
.

9�)�� ��$� 0 < γ ≤ 1 � β ∈ (1; ∞) ��� γ > 0 � β ∈ (0; 1)� �� T (∞, h + 1, β, γ, λ)−
−T (∞, h, β, γ, λ) > 0� ����� ��"�'�� �� ��������� tr ( ��������� #"����-�-
5���4�(- ��' h� ���� �� ���%*� "�#�3�#�� #�'�� /h0 ��#���(�%�� # B�HC� A�"*�
# ��"������� B��C � !�"*� ����� B�IC ��!����-�% # ����� $� #�'�� /h0 �� ��(
"�#�3�#��� ��$� τ < T (∞, 1, β, γ, λ)� �"��� # ��"������� B��C ������������ �����
τ < T (∞,∞, β, γ, λ) � ( ����,�'��- '�� #���#!����� ('������ "�#�3�#�� h��� #�'��
/h0 #� ����"����� B�HC� J')� #��'�� # B�C T (∞,∞, β, γ, λ) = 1/

(
λβ(β−1)

)
'�� β > 1�

� ��$� τ ≥ T (∞,∞, β, γ, λ)� �� # B�HC �'�")���� $� h��� = ∞� :��"��� '���'���� �

:����4� �� ?�#�3�#������ #�'�� /h0 '�� "�#��, τ

τ h∗ h��� tr(h���) tr(h���) B=KLL MNOPQC
� ���<� � ��G�< ��G��
; ;��<� ; ���I; ���I<
< <��H; < ;��HG ;�FI�
� ���F; � <���� <�;I�
F G�;�G G ��GF� ��GG<
G H�F�� H F��IH F���I
H ����G � G���� G��F�
� ���;;� �� H�G�� H�G��
�I ���FFF �� ���I� ���I<

M�34�:�66� �	 .�$� ����� ���"��� ; ������-�%��� �� '�� "����#�4�2 ����"����
B�HC '������%� #�� �� ('��� '�'���� "�#�3�#�� h=h∗ "������� T (∞, h, β, γ, λ)=τ
B'�� 5��������, β� γ � λC� :�'� h��� = max

h∈N

{ h ≤ h∗}� ?�#��%���� "����#�4�2 4%���

����"���� ����'��� � ����� � '�� λ = 2D μ1 = 1D μ2 = 2D β = γ = 0, 5� ��� ����,
#����% !�"����"�� # B�IC ��"���(�� ����)���� �� τ 8 τ ≥ 1, 714� + ������%��� ����!&
4� �����4� '�� !�"������� #�!����� #������ ��"�'�%��� ��� ��������� tr(h���)�
��"����� '�� #������ ��� ��'��-����� t = 106 #� '�!�����- ������� �����4� ����
��'��-����� =KLL MNOPQ 	�� F
�

.�$� m < ∞� β = 1� �� �� ���%*� "�#�3�#�� #�'�� /h0 #� '����, ���� ��)��
#�� �� #� ����"�����

h��� = max { h ∈ N : T (m,h, 1, γ, λ) ≤ τ }. B��C



�BC ��������� �	
����

%�����	 &� B1@> 3 ≤ m < ∞7 β = 1 � 4&1>63G�;2� 3�>4&

0 < γ <
5m2 − 3m− 8

2(m2 −m− 3)
; B��C

τ ≥ m

2λ
− (3m− 4γ − 4)2m−1 −m+ 2+ 2γ(m+ 1)

2λ(3 · 2m−1 − 1)
, B�;C

�> 6�<?�9;5&< �>/4D�/>1 /�8�=� EhF �>:6� /6�<�& /� 8>'>�>J>G �9J>�&��3 K��L	

I>4�8�66�	 1� '�!�����- B�C '�� ����"��%��, h < m− 1 Bh+1 ≤ m− 1C �'�")���

T (m,h+ 1, 1, γ, λ)− T (m,h, 1, γ, λ) =
2m−1fh(m,h, γ)

λ
(
(h+ 2)2m − 2h

)(
(h+ 3)2m − 2h+1

) ,
'� fh(m,h, γ) = 2h

(
(h2 + 5h+ 2γ + 2)2m−h + h2 − 3h− 2γmh− 2γ(m+ 1)− 2

)
.

13���(��� '�� ���, #����% γ ������(�%�� ��"������% fh(m,h, γ) > 0 '�� ���, h ≥ 1�
m ≥ 3� E�"������% fh(m,h, γ) > 0 ������������ ���� 

(mh+m+ 1− 2m−h)γ < (h2 + 5h+ 2)2m−h + h2 − 3h− 2. B�<C

E�"������% B�<C ������(�%�� '�� ���, γ > 0� ��$� mh+m+ 1 − 2m−h ≤ 0� .�$� )
m � h ����� $� mh+m+ 1− 2m−h > 0� �� # B�<C �'�")��� ����)���� �� γ

γ <
(h2 + 5h+ 2)2m−h + h2 − 3h− 2

2(mh+m+ 1− 2m−h)
.

A"� ���*� � 4� ��"������� m − h = k ≥ 2� �'�")��� ��"������% γ < Φ(m, k)� '�
Φ(m, k) = Φ1(m, k)/Φ2(m, k)�

Φ1(m, k) = (2k + 1)(m− k)2 + (5 · 2k − 3)(m− k) + 2(2k − 1);

Φ2(m, k) = 2
(
m2 − (k − 1)m− 2k + 1

)
.

9����%��

∂Φ1(m, k)

∂k
= 2k ln 2 · (m− k)2 +

(
(5 ln 2− 2)2k − 2

)
(m− k) + (2 ln 2− 5)2k + 3 > 0

'�� k ≥ 2� m − k = h ≥ 2� � Φ2(m, k) 6 �!�'�� 5���4�� ��' k� �� 5���4�� Φ(m, k)
#"����( #� #�����- k '�� k ≥ 2� m− k ≥ 2� 9�)�� ��$�

γ < Φ(m, 2) =
5m2 − 3m− 8

2(m2 −m− 3)
, m ≥ 4,

�� ��"������% γ < Φ(m, k) ������(�%�� '�� m− k = h ≥ 2� m ≥ 4� k ≥ 2�
.�$� h = 1� �� mh+m+ 1− 2m−h > 0 '�� m = 3 � m = 4� � '�� m ≥ 5 ��(��

mh + m + 1 − 2m−h < 0� ��� h = 1� m = 3 ���)��� "�#�3�#��� γ ��"������� 
B�<C � γ < Φ(m, 2) #����-�%��� � '�� h = 1� m = 4 ���)��� "�#�3�#��� ��"�������
γ < Φ(m, 2) ( !�'���)���- ���)��� "�#�3�#��� ��"������� B�<C� 9�)�� ����� B��C
#���#!��( ��������� ��"������� fh(m,h, γ) > 0 '�� ���, h ≥ 1� m ≥ 3� � 4� �#��&
�(� $� T (m,h + 1, 1, γ, λ) − T (m,h, 1, γ, λ) > 0� ����� ��"�'�� �� ��������� tr (
��������� #"����-�- 5���4�(- ��' h� ���� �� ���%*� "�#�3�#�� #�'�� /h0 ��#��&
�(�%�� # B��C� 1�'�� /h0 �� ��( "�#�3�#��� ��$� τ < T (m, 1, 1, γ, λ)� ���� ������%��
����� τ ≥ T (m, 1, 1, γ, λ)� ��� ��( �����' B�;C� :��"��� '���'���� �
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M�34�:�66� �	 1��'�� # BFC T (m,m, 1, γ, λ) = m/(2λ)� ���� !"� τ ≥ m/(2λ) #�'��
/h0 ��( �"�����%�� "�#�3�#�� h��� = m− 1�

'� "	
	�	 �������	#�$ �	 �	�	������ m� ��� ������� �������������� #
����)���- �"��- Bm < ∞C "�#������� #�'�� /m08 /�0�1234�45& 42� �65� '����
����&7 4&?���& '������� m ��17 @>? 2���86�< =�2 >=�134�66� tr 6� '���4&@34�4
/�8�6� =&29> τ � +�#����� ������ #� ���, �� ���%*� "�#�3�#�� #�'�� /m0 ��)��
#�� �� #� ����"�����

mmax = max {m ∈ N : T (m,h, β, γ, λ) ≤ τ }. B��C

%�����	 '� B1@> 2 ≤ m < ∞ � 4&1>63G�;2� 3�>4&

γ > max

{
0;

h2 − h− 2

2h2 + 4h+ 3

}
; B�FC

h2 + h+ 1 + γh

λ(2h+ 3)
≤ τ <

h2 + h+ 2 + 2γ(h+ 1)

2λ(h+ 2)
B�GC

89� β = 1 � 3�>4&

γ > max

{
0;

β2β̃
(
2βh+1 − βh+2 − h(β − 1)− 1

)
(β − 1)

((
(h+ 1)βh+3 − 2β − hβ2 + 1

)
β̃ + β − 1

) }; B�HC

(βh+2 − hβ2 + hβ − 2β + 1)β̃ − β(β − 1) + γhβ(β − 1)2

λβ2(β − 1)
(
βh+1β̃ − 2

) ≤ τ <

<
β
(
βh+2 − β(β − 1)h− 2β + 1

)
+ γ(β − 1)2(hβ + 1)

λβ2(β − 1)(βh+2 − 1)

B��C

89� β �= 17 �> 6�<?�9;5&< �>/4D�/>1 /�8�=� EmF �>:6� /6�<�& /� 8>'>�>J>G ��4�
6>2�� K�NL	

I>4�8�66�	 1� '�!�����- B�C '�� ����"��%��, m > h Bm ≥ 2C �'�")���

T (m+ 1, h, 1, γ, λ)− T (m,h, 1, γ, λ) =
2−(m+1−h)fm(m,h, γ)

2λ
(
h+ 2− 2−(m−h)

)(
h+ 2− 2−(m+1−h)

) ,
'� fm(m,h, γ) = h+ 2− h2 + 2γf(m,h)� f(m,h) = (m− 1)(h+ 2) + 1 + 2−(m−h)�
R���4�� f(m,h) '�'���� � #"����( #� #�����- m '�� m ≥ h + 1� ��� h = 1 � h = 2
fm(m,h, γ) > 0 '�� ���, γ > 0� ��� h > 2 fm(m,h, γ) > 0� ��$�

γ >
h2 − h− 2

2f(h+ 1, h)
>

h2 − h− 2

2f(m,h)
.

9����%�� 2f(h+ 1, h) = 2h2 + 4h+ 3� �� ����� B�FC #���#!��( ��������� ��"�������
T (m+1, h, 1, γ, λ)−T (m,h, 1, γ, λ) > 0� ��� �#���(� $� ��"�'�� �� ��������� tr (
��������� #"����-�- 5���4�(- ��' m� E�"������� B�GC �'�")��� # ����

T (h+ 1, h, 1, γ, λ) ≤ τ < T (∞, h, 1, γ, λ)

� #���#!��-�% ��������� ('����� "�#�3�#�� m��� #�'�� /m0 !"� β = 1� ��� ��)��
#�� �� #� ����"����� B��C�



�BD ��������� �	
����

� ��!�'�� β �= 1 #� '�!�����- B�C '�� ����"��%��, m > h Bm ≥ 2C �'�")�(��

T (m+ 1, h, β, γ, λ)− T (m,h, β, γ, λ) =

=
β̃m+hϕm(m,h, β, γ)

λβ
(
(βh+2 − 1)β̃m − (β − 1)β̃h

)(
(βh+2 − 1)β̃m+1 − (β − 1)β̃h

) ,
'� ϕm(m,h, β, γ) = β2

(
βh+2 − 2βh+1 + h(β − 1) + 1

)
+ γfhβ(m)�

fhβ(m) = (β − 1)
(
mβ(βh+2 − 1)− (β − 1)(hβ + 1− β̃−(m−h))

)
.

9����%�� ln(1 + β) < β� �� '�� m ≥ h � β �= 1 !�,�'��

f ′
hβ(m) = β(β − 1)(βh+2 − 1)− (β − 1)2β̃−(m−h) ln(1 + β) > 0,

����

fhβ(m) ≥ fhβ(h) = hβ2(β − 1)(βh+1 − 1) > 0.

.�$� βh+2 − 2βh+1 + h(β − 1) + 1 ≥ 0� �� ϕm(m,h, β, γ) > 0 '�� ���, γ > 0� � !"�&
����)���� ��!�'�� ϕm(m,h, β, γ) > 0 ��*� #� ������ $�

γ >
β2

(
2βh+1 − βh+2 − h(β − 1)− 1

)
fhβ(h+ 1)

≥ β2
(
2βh+1 − βh+2 − h(β − 1)− 1

)
fhβ(m)

,

'� fhβ(h+ 1) = β−1
β+1

(((
h+ 1)βh+3 − 2β − hβ2 + 1

)
β̃ + β − 1

)
.

9�)�� ����� B�HC #���#!��( ��������� ��"�������

T (m+ 1, h, β, γ, λ)− T (m,h, β, γ, λ) > 0.

E�"������� B��C �'�")��� # ���� T (h + 1, h, β, γ, λ) ≤ τ < T (∞, h, β, γ, λ) � #���#!�&
�-�% ��������� ('����� "�#�3�#�� m��� #�'�� /m0 !"� β �= 1� ��� ��)�� #�� ��
#� ����"����� B��C� :��"��� '���'���� �

(� ������	 � ��
�����	�)��� ������ � �
���� ������� ?�#������� ���&
���� �������������� # ��'����-���%��� "����� �,�'���� !������ �!����� � !� ��
�������������� � ��� ��)� ��'�������% � '��, "�)���,� @�� �������������� �
��)���� # ��, "�#!�'����� #� !���#������� #������ # !�"����"��� μ1 � μ2� ��'&
!���'��� A�"�������� �� �������������� # ������������- μ2 ��'����(�%�� � ������
!����� �������������� !�"*��� #��������� !���� ����� �� "�#!������ ����������
�,�'���� !������

s0

λ
��
s1

μ1

��

λ
�� · · ·

μ1

��

λ ��
sh

μ1

��

λ ��
sh+1

λ


μ1

�� · · ·
μ1

��

λ ��
sm

μ1

��
λ �� sm+1

μ1




xh+1

μ2

��

· · ·
μ2

�� xmμ2

��

?��� �
1��"��*� !�#������� ���'��� � !� �� ��"����-��% �"�5�� ������ �������

B"��� �C� #�!�*��� "������� '�� ��#������ ���4����"��, �����"����� p k � q k
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μ1p 1 − λp 0 = 0; λpm−1 − (λ+ μ1)pm = 0;

λp k−1 + μ1p k+1 − (λ+ μ1)p k = 0
(
k = 1, h− 1; k = h+ 1, m− 1

)
;

λph−1 + μ1ph+1 + μ2qh+1 − (λ + μ1)ph = 0; λpm − μ1pm+1 = 0;

μ1pm+1 − μ2qm = 0; qm = q k

(
k = h+ 1, m− 1

)
;

m+1∑
k=0

p k +

m∑
k=h+1

q k = 1.

B;IC

?�#�3�#�� ������� "�����% B;IC #"��� *������ ��"�)�-� ��� ����'��� �&
"�# p 0� A"�!����-�� $� α �= 1� ��"���(�� ���� "�#��%���8

p k = αkp 0

(
k = 1, h

)
; p k =

(
αk − αm+1(1− αk−h)

1− αm−h+1

)
p 0

(
k = h+ 1, m

)
;

pm+1 =
αm+1α̃p 0

1− αm−h+1
; q k = γpm+1

(
k = h+ 1, m

)
;

p 0 =
α̃(1 − αm−h+1)

1− αm−h+1 − αm+1α̃
(
α− (m− h)(α̃γ − 1)

) .
B;�C

9�"��� #�!�*��� 5�"���� '�� ���4����"��, �����"����� � ��!�'��� ����
α = 1�

p k = p 0

(
k = 1, h

)
; p k =

(m+ 1− k)p 0

m+ 1 + h− k

(
k = h+ 1, m

)
;

pm+1 =
p 0

m+ 1 + h− k
; q k =

γp 0

m+ 1 + h− k

(
k = h+ 1, m

)
;

p 0 =
2(m− h+ 1)

(m− h+ 1)(m+ h+ 2) + 2γ(m− h) + 2
.

B;�C

+���"������-� �!����'��*���� B;�C � B;�C� #� 5�"������ S����� �'�")��� 5�"&
���� '�� ��"�'�%��� ��� ��������� � �"#�

tr = T̃ (m,h, α, γ, λ) =
T1(m,h, α, γ)

2λT2(m,h, α)
, α �= 1;

tr = T̃ (m,h, 1, γ, λ) =
T11(m,h, γ)

3λ(m− h+ 1)(m+ h+ 2)
, α = 1,

B;;C

'�

T1(m,h, α, γ) = α2

(
2

(m−h∑
k=0

αk −mαm−1 + (h− 1)αm

)
+

+α̃αm−1
(
(m− h)(m+ h− 1)(γα̃− 1) + 2mα̃

))
;

T2(m,h, α) = (1− αm+1)(1− αm−h+1)− αm+1
(
(m− h)α̃− α(1− αm−h)

)
;

T11(m,h, γ) = 3h(h− 1)(m− h+ 1) + 3(m+ γ)(m+ h− 1)(m− h)+

+6m+ h(h− 1)(2h− 1)−m(m− 1)(2m− 1).



�BB ��������� �	
����

.�$� h = m� �� �������� ������� ������� �������������� # ����)���-
�"��-� '�� ���2 # B;;C ��"���(��

tr = T̃ (m,m,α, γ, λ) =
α2

(
1− (m+ 1)αm +mαm+1

)
λα̃(1− αm+1)

, α �= 1;

tr = T̃ (m,m, 1, γ, λ) =
m

2λ
, α = 1.

B;<C

1����)���� $� !"��� ������ �!����'��*��% B;<C � BFC #����-�%���
*� "	
	�	 �γ� 
�� ������� � ��
�����	�)��� ������ � �
���� �������

%�����	 (� �	 B1@> α �= 1 � 4&1>63C�;2� 3�>4�

τ >
T1(m,h, α, 0)

2λT2(m,h, α)
, B;�C

�> �>/4D�/>1 /�8�=� EγF 4&/6�=�C�;2� 6���46�2�G

γ ≤ 2λτT2(m,h, α)− T1(m,h, α, 0)

(m− h)(m+ h− 1)α̃2αm+1
. B;FC

�	 B1@> α = 1 � 4&1>63C�;2� 3�>4�

τ >
T11(m,h, 0)

3λ(m− h+ 1)(m+ h+ 2)
, B;GC

�> �>/4D�/>1 /�8�=� EγF 4&/6�=�C�;2� 6���46�2�G

γ ≤ 3λτ(m− h+ 1)(m+ h+ 2)− T11(m,h, 0)

3(m− h)(m+ h− 1)
. B;HC

I>4�8�66�	 7!����'��*���� B;FC � B;HC �'�")��� �� "�#�3�#�� ��"������� tr ≤ τ
$�'� γ� ����� B;�C � B;GC #���#!��-�% '�'������% !"���, ����� ��"������� B;FC �
B;HC� :��"��� '���'���� �

+� "	
	�	 �h� 
�� ������� � ��
�����	�)��� ������ � �
���� �������

%�����	 *� B1@> α = 17 0 < γ < 2, 5 � 89� 0�12>4�6>J> m ≥ 2 4&1>63C�;2� 3�>4�

τ ≥ (m− 1)(m+ 1 + 3γ) + 6

3λ(m+ 3)
, B;�C

�> 6�<?�9;5&< �>/4D�/>1 /�8�=� EhF �>:6� /6�<�& /� �9J>�&��>�

hmax = max { h ∈ N : T̃ (m,h, 1, γ, λ) ≤ τ }. B<IC

I>4�8�66�	 1� '�!�����- '"����� �!����'��*���� B;;C '�� ����"��%��, h ≤ m− 2
�'�")���

T̃ (m,h+ 1, 1, γ, λ)− T̃ (m,h, 1, γ, λ) =
g(m,h, γ)

3λ(m− h+ 1)(m+ h+ 2)(m− h)(m+ h+ 3)
,

'�

g(m,h, γ) = 6γ
(
(m− h)2 − 2mh−m− h

)
+ h(h− 1)(h2 + 5h− 2)−

−3mh(h− 1)(m+ 3) + 2m(m2 + 5)(h+ 1).
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����'��� ����'�� ����������2 ��'��4�2� $� g(m,h, γ) > 0 '�� 1 ≤ h ≤ m− 2�
'� m ≥ 2� .�$� h = m− 2� ��

g(m,m− 2, γ) = 6
(
5m2 − 3m− 8− 2γ(m2 −m− 3)

)
.

��� m = 2 ��"������% g(m,m − 2, γ) > 0 ������(�%�� '�� ���, γ > 0� ?�#�3�#�-�
��"������% g(m,m− 2, γ) > 0 '�� m ≥ 3� �'�")��� ����)���� �� γ

γ <
5m2 − 3m− 8

2(m2 −m− 3)
.

��� ���, m ≥ 3 ������(�%�� ��"������%

5m2 − 3m− 8

2(m2 −m− 3)
≥ 5

2
,

���� '�� γ ∈ (0; 2, 5) g(m,m− 2, γ) > 0�

A"�!������� $� g(m, h̃, γ) > 0� '� 1 < h̃ ≤ m − 2� ����'���� $� g(m,h, γ) > 0

'�� h = h̃− 1�
9'�")�(��

g(m, h̃− 1, γ) = g(m, h̃, γ) + 12γ(2m− h̃+ 1)+

+2(m3 + 5m− h̃3 − h̃2 + 2h̃) + 2(h̃− 1)(3m2 + 9m− h̃2 − 3h̃+ 6) > 0,

���� $� '�� ���, m ≥ 2� 1 < h̃ ≤ m− 2

m3 + 5m− h̃3 − h̃2 + 2h̃ ≥ m3 + 5m− (m− 1)3 − (m− 1)2 + 2(m− 1) =

= 2(m2 + 3m− 1) > 0.

9�)�� g(m,h, γ) > 0 '�� 1 ≤ h ≤ m− 2� m ≥ 2� ����

T̃ (m,h+ 1, 1, γ, λ)− T̃ (m,h, 1, γ, λ) > 0.

T� �#���(� $� ��"�'�� �� ��������� tr ( ��������� #"����-�- 5���4�(- ��' h�
���� "�#�3�#�� h��� #�'�� /h0 ��#���(�%�� #� ����"����� B<IC� 1�'�� /h0 �� ��(

"�#�3�#��� ��$� τ < T̃ (m, 1, 1, γ, λ)� ���� ������%�� ����� τ ≥ T̃ (m, 1, 1, γ, λ)� ���
��( �����' B;�C� :��"��� '���'���� �
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%�����	 +� B1@> α = 1 � 89� 0�12>4�6>J> h ≥ 1 4&1>63C�;2� 3�>4�

τ ≥ h(h− 1)(2h+ 5) + 6h(γ + h+ 1)− (h+ 1)(2h2 + h− 6)

6λ(2h+ 3)
, B<�C

�> 6�<?�9;5&< �>/4D�/>1 /�8�=� EmF �>:6� /6�<�& /� �9J>�&��>�

mmax = max {m ∈ N : T̃ (m,h, 1, γ, λ) ≤ τ }. B<�C

I>4�8�66�	 1� '�!�����- '"����� �!����'��*���� B;;C '�� ����"��%��, m ≥ h+ 1
�'�")���
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T̃ (m+ 1, h, 1, γ, λ)− T̃ (m,h, 1, γ, λ) =

=
G(m,h) + 6γ

(
(m− h)2 +m2 + h2 + 2(2m− h)

)
3λ(m− h+ 1)(m+ h+ 2)(m− h+ 2)(m+ h+ 3)

,

'�

G(m,h) = 3(m− h+ 1)(m+ h+ 2)(m2 +m+ 2) + 2(m+ 2)h(h− 1)(h− 2)−
−2m(m+ 2)(m2 + 5).

����'��� ����'�� ����������2 ��'��4�2� $� G(m,h) > 0 '�� 1 ≤ h ≤ m − 1�
'� m ≥ 2� .�$� h = m − 1� �� G(m,m − 1) = 6(m2 + 7m − 2) > 0 '�� ���, m ≥ 2�

A"�!������� $� G(m, h̃) > 0� '� 1 < h̃ ≤ m − 1� ����'���� $� G(m,h) > 0 '��

h = h̃− 1�
9'�")�(��

G(m, h̃− 1) = G(m, h̃) + 6h(m2 +m+ 2)− 6(h− 1)(h− 2)(m+ 2) >

> G(m, h̃) + 6h
(
m2 +m+ 2− (m− 3)(m+ 2)

)
= G(m, h̃) + 12h(m+ 4) > 0.

9�)�� G(m,h) > 0 '�� 1 ≤ h ≤ m− 1� m ≥ 2� ����

T̃ (m+ 1, h, 1, γ, λ)− T̃ (m,h, 1, γ, λ) > 0.

T� �#���(� $� ��"�'�� �� ��������� tr ( ��������� #"����-�- 5���4�(- ��' m�
���� "�#�3�#��m��� #�'�� /m0 ��#���(�%�� #� ����"����� B<�C� 1�'�� /m0 �� ��(

"�#�3�#��� ��$� τ < T̃ (h + 1, h, γ, λ)� ���� �����'�(�%�� ����� τ ≥ T̃ (h + 1, h, γ, λ)�
��� ��( �����' B<�C� :��"��� '���'���� �

:����4� �� ?�#�3�#������ #�'�� /m0 '�� "�#��, τ

τ m∗ m��� tr(m���) tr(m���) B=KLL MNOPQC
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M�34�:�66� ;	 .�$� ����� ���"��� H ������-�%��� �� '�� "����#�4�2 ����"����

B<�C '������%� #�� �� ('��� '�'���� "�#�3�#��m=m∗ "������� T̃ (m,h, 1, γ, λ)=τ
B'�� 5��������, h� γ � λC� :�'� m��� = max

m∈N, m≥h+1
{m ≤ m∗}� ?�#��%���� "����#�4�2

4%��� ����"���� ����'��� � ����� � '�� λ = μ1 = 2D μ2 = 4D γ = 0, 5D h = 5� ���
����, #����% !�"����"�� # B<�C ��"���(�� ����)���� �� τ 8 τ ≥ 1, 288� + ������%�&
�� ����!4� �����4� '�� !�"�������� #�!����� #������ ��"�'�%��� ��� ���������
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tr(m���)� ��"����� '�� #������ ��� ��'��-����� t = 2 ·106 #� '�!�����- �������
�����4� ���� ��'��-����� =KLL MNOPQ�
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