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(��� � �������� ���������� �� ����), ��
��"� ��� ���� ���������
"���7 �����#
�������� ����/����� �	��
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 ���
�
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 ���� ���
)
������
.��, ���������� 1��.���( ) ������
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������+���� ����
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Sα =
d4

dx4
+ V (x) + αδ′′′(x),
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� ���� ��	����
g(x)δ′′′(x) ��+�
 ����
.��� �
 !������(

g(x)δ′′′(x) =
3∑

i=0

(−1)iCi
3g

(i)(0)δ(3−i)(x),

�� Ci
3 - 	�����
��� ���!�"�)���� 8��
���� ��� !������� ϕ �
������

〈
g(x)δ′′′(x), ϕ(x)

〉
= −

〈
δ(x),

(
g(x)ϕ(x)

)′′′〉
= −

〈
δ(x),

3∑
i=0

Ci
3g

(i)(x)ϕ(3−i)(x)

〉
=

= −
3∑

i=0

Ci
3g

(i)(0)ϕ(3−i)(0) =

〈 3∑
i=0

(−1)iCi
3g

(i)(0)δ(3−i)(x), ϕ(x)

〉
.

6����� ������ <� ��	���� g(x)δ′′′(x) �������� ����
.��� � �������� ���������� ���
!���"� � ��� ) ���.� ���������� ��!����"� ��
�� � ����� G��� ����/���� ��������
Sαu = λu 4��
������ � C3(a, b)� 1�����4��� �������� � �������

u′′′′ − λu = −u(0)δ′′′(x) + 3u′(0)δ′′(x)− 3u′′(0)δ′(x) + u′′′(0)δ(x).

6�
+
(.� �
 ��� <� ���
 .
����
 "�), �������� ) ���������( ��
�
�����(!���"�)(�
������)�� u(0) = u′(0) = u′′(0) = u′′′(0) = 0� D�+�� �������� Sαu = λu �
) ��4�
������ ����/���� � �������� ���������� ��� α �= 0�

8���4� ������� ���/( ����
����� � ��
����� ���!�"�)��
��� ��� 
��������(�
���������� ���
��� αδ′′′(x)� �
�� ���.
������ 
��������.�� ��������� ������
 �

��
���� !���"� "�), ���/,� *������ ���+��� M = {f ∈ C∞

0 (R) : suppf = [−1, 1]} �

���������� ���/( ����
�����

Sε(α,Ψ) =
d4

dx4
+ V (x) + αε−4Ψ(ε−1x),

D(Sε(α,Ψ)) = {f ∈ W 4
2 (a, b) : f(a) = f ′(a) = 0, f(b) = f ′(b) = 0}.

G�� ε - �
�� ���
��� �
�
����� �
 Ψ - �������
��
 !���"�� � ���+��� M�
?���"�( Ψ �
���
������ '�/=�1�� ���
����� �	������� ��� ������ ���!���� �
M ������������ ε−4Ψ(ε−1x) �	��
)��� �� δ′′′(x) � ��������, �����������

B� ��+�� �
�� (α,Ψ) ∈ R×M ����
���� � ������������ ��
��.�� ����
���
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��+�� ��� ���!��� ���
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��.���� ����
���
 S(α,Ψ)�

�	�	 ���0:�0�� 8�����	 � ������� % ������+��� ��������� ������
 ���/, �	���#
��� ����
����� Sε(α,Ψ)� ��������� <� ��� ��
��� ��
.���� ) ������������ �
 �	��#
+����� ������ !���"���� �
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�
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��� ������� |α| ����) ����#
.���
 ������� ��
���� ��
.��� ��� �����(� �� −∞ ��� ε → 0� B��+��� ��
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.�� Sε(α,Ψ)� ��� ��� ε → 0 �
��4
(��� �	��+����� ������ �� �
���
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 ����������� ��
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 !���
����� �����
�����
�� ��
��.�� ����
���� S(α,Ψ)� *������ ������
��� �
�
���������� ���!�#
�� Ψ� 
 �
��� �����
���� ���+��� ΣΨ� ��
 ) �������� �
�
.�

w(4) + αΨw = 0, ξ ∈ (−1, 1), w′′(−1) = w′′′(−1) = 0, w′′(1) = w′′′(1) = 0

�������� ������
����� �
�
����
 α� A�<� α �� �
��+�� �� �����
����, ���+����
�� �
���
������ α �������
����( ��
��( ��/���� J3&'�6/: 3�680�4/8�� ��5/4�480K�
� �������+���� ���
��� - �����
����( J3&'�6/: ��5/4�480K� A�<� ��
�
 ��/����
α ) ������� ��
���� ��
.����� "�), �
�
.�� 
 ���������
 ��
��
 !���"�� �
�����#
��) ����� w′

α(−1) �= 0 �
 w′
α(1) �= 0� �� �
�� ����
"�( �
���
������ 3&'�6:/� 4��

3&�/6<�4/>/ ��5/4�480� � ���
��� �������+����� �����
��� ������ �����4����
θΨ(α) = w′

α(1)/w
′
α(−1)� A�<� ��
�
 ��/���� α - �������
���
� �� S(α,Ψ) ) �����(

����( ����
����� ������� �
 ������
�
� (a, 0) �
 (0, b)� ����������� � ���
��� ����#

���+����� �����
��� S(α,Ψ) ) ����
����� d4

dx4 + V (x) � �	�
��( ����
.����

D(S(α,Ψ)) = {f ∈ W 4
2 ((a, b) \ 0) : f(a) = f ′(a) = f(b) = f ′(b) = 0, f(0) = 0,

f ′(+0)− θΨ(α)f
′(−0) = 0, θΨ(α)f

′′(+0)− f ′′(−0) = 0}.
� ������� � ��	����
�� ��������� 
��������.��� �������� ��
���� ��
.�� �

��
���� !���"� ����
����� Sε(α,Ψ)� 	� �������� .����� ������
���� <�	 �	H���#
���
�� !���
��� 
����������� G�� ���������� ��4� ��
 ���
���2 α /∈ ΣΨ �
 ���
#
��� �
�
����� ����+����� 8
�� ��� "�� ���
���� 	���� �������� 
�������
"� ��
��������

L����� � ������ ������� ������
� ��
���� G�� �������� �	�+���� ��
����
��
.�� ����.������ ������
 ����
����� Sε(α,Ψ) �� ��
���� ��
.�� ����
���

S(α,Ψ)� 
 �
��+ �	�+���� � L2(a, b) ����������� ��
���� �������������

� ������� ' �����
�� ��
��.�� ����
��� � ���
��� �����+����� �����
����
�� ���������� ������
��� 
�����
��� Sε(α,Ψ)� M������ Ψ ���+��� M

�
���
������ δ(n)�'/6�?4&� '�/=�1��� ��<�

ε−(n+1)Ψ(ε−1x) → δ(n)(x) ��� ε → 0

� ��������, D′(R)� *������ ������� !���"�, 〈f〉k = (k!)
−1 ∫∞

−∞ ξkf(ξ) dξ�

���� �� @/81�6/34�8�A ε−(n+1)Ψ(ε−1x)B 6� Ψ ∈ MB 5?�>�C�A8� '�& ε → 0 6/ δ(n)(x)
3 �/'/1/>�; D′(R) �/6� D 1&E� �/6�B :/1& 〈Ψ〉j = 0 '�& j = 0, . . . , n− 1 ��

〈Ψ〉n = (−1)n	

F/3�6�44�	 ��� ���� ϕ ∈ C∞
0 (R) ��� ε → 0 �
������

(
ε−(n+1)Ψ(ε−1x), ϕ

)
= ε−(n+1)

ε∫
−ε

Ψ(ε−1x)ϕ(x) dx = ε−n

1∫
−1

Ψ(ξ)ϕ(εξ) dξ =

= ε−n

1∫
−1

Ψ(ξ)
(
ϕ(0) + εξϕ′(0) + . . .+ (n!)−1εnξnϕ(n)(0) +O(εn+1)

)
dξ =

= ε−n〈Ψ〉0ϕ(0) + ε−n+1〈Ψ〉1ϕ′(0) + . . .+ 〈Ψ〉nϕ(n)(0) +O(ε).
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(
ε−(n+1)Ψ(ε−1x), ·

)
�
) ����.���� ��
��"(

(
Ψ0, ·

)
����  ��4� ����� ���� 〈Ψ〉j = 0 ��� j = 0, . . . , n−1� 6
��
+���� <� � "��� ���
���

��
��.�� !���"���
� Ψ0 = (−1)n〈Ψ〉nδ(n)(x) ) �������
���� ��� 〈Ψ〉n �= 0� �

A� �
������ "�), ����� ����+��� ���� ���+��� ���� δ′′′#����	��� ���!���� ��#
�
����� �	������

M0 = {Ψ ∈ M : 〈Ψ〉j = 0, j = 0, 1, 2, 〈Ψ〉3 = −1}.

����
 〈Ψ〉0 = 0 ���
�
) ��
����������� �����"�
��Ψ� 6
��
+���� <�+���� ���!��
� M0 �� ��+� 	��� �
����� 	� ���� ξ3Ψ ) ���
���( !���"�)(� ��+�� 〈Ψ〉3 = 0�

1��� ���� �� ����� ������
���� ��
�������� ���/, �	������ ����
������ ���
��+���� ε > 0 ������ ����
���
 Sε(α,Ψ) ) �� ���� � ����������� >� ) �
�������
�
������+������ ����
���
 �
 ����
�������  ��� ����������� =��
 {λε

k(α,Ψ)}∞k=1

- ��
��� ��
.���� Sε(α,Ψ)� �����������
�� �
 �����
���� �� ��
���
���� ��
�������

 {uk

ε(x;α,Ψ)}∞k=1 - ����������
�
 � L2(a, b) ������
 ��
���� !���"� �

��
���� �� F1� :/<4/>/ 4�?/�0 (α,Ψ) ∈ R×M 31�84� 54�7�44� λε
k = λε

k(α,Ψ) C 4��

'����34&�& =04:G���& '�������� ε ∈ (0, 1)B /?��<�4&�& 53���0 '�& ε → 0	 H:I/

Ψ + 54�:/5��44� =04:G��B � 3�1&7&4� |α| 6/8���4A/ 3�1&:�B �/ 8'�:�� Sε(α,Ψ) C

4�/?��<�4&� 54&50B 5/:����B λε
1 � −cε−4 61� 6��:/; 6/6��4/; 8��1/; c	 �840C 4�

?�1AE�B 4�< 8:�47�44� :�1A:�8�A N(α,Ψ) 31�84&� 54�7�4AB �:� 5?�>�2�A8� 6/ −∞
'�& ε → 0	

F/3�6�44�	 6
!����)�� �
�� (α,Ψ) ∈ R ×M � ��� ���� Ψε(x) = ε−4Ψ(ε−1x)� G���
��
��
��.�
 !���


aε[u] =

b∫
a

(
|u′′|2 + V (x)|u|2 + αΨε(x)|u|2

)
dx, u ∈ C∞

0 (a, b),

�����() ���/( ������
 �� ����������� �������� u ∈ {v ∈ L2(a, b) : ‖v‖ = 1} !���"� 
������, ε �
 (0, 1)� 6
 ����"���� �����
��� $��� N� I�I&

λε
k = inf

Ek

sup
u∈Ek, ‖u‖=1

aε[u],

�� Ek - ���� �� ���������� C∞
0 (a, b) ���������� k� 
 ‖·‖ - ����
 � L2(a, b)� D�+�� ���

λε
k ��+ ���������� �
��+
� ��� ε�

*�	����� k#������� ���������� E∗
k �
�� � <� ����, ����  ��� ��������� �� ���#

��� ��.
��� �������
�� G���

λε
k � sup

u∈E∗
k , ‖u‖=1

aε[u].

1�� ����
��� �
��� ε ���+���� aε �
 E∗
k �� �
��+
���� ��� ε� 	� ����, !���"� Ψε

�
 u ∈ E∗
k �� �������
(���� 6����� ������)�� �	��+����� ��
���� ��
.�� ������

��� ε → 0�
A�<� !���"�� Ψ ) ��
��������(� �� ��	����� ������
�� � L2(a, b) !���"�(

u ∈ C∞
0 (a, b) �
��� <� suppu = [c, d] �������+��� � ����� �� Ψ ���/)��
� L���������
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������������ uε(x) = ε−1/2u(ε−1x)� ‖uε‖ = 1� 
 �
��+ ����������� <� α > 0� G���

λ1(ε, α) = inf
u∈C∞

0 (a,b), ‖u‖=1
aε[u] � aε[uε] =

dε∫
cε

(
|u′′

ε |2 + V (x)|uε|2 + αΨε(x)|uε|2
)
dx =

=ε−4

d∫
c

(
|u′′(ξ)|2 − α|Ψ(ξ)||u(ξ)|2

)
dξ +

d∫
c

V (εξ)|u(ξ)|2 dξ.

6��������� <� ������
�� ��� ������ V � �	��+��� � 1�� ����

r =

d∫
c

|u′′(ξ)|2 dξ ·
( d∫

c

|Ψ(ξ)||u(ξ)|2 dξ
)−1

.

G��� ��� α > r � ������� c > 0 ������)��� ��������� λ1(ε, α) � −cε−4� � ���
����
���� α < 0� � ��������� ���	
 ����� !���"�( u � ����)�� �������+���� �
 ����� ��
!���"�� Ψ ) ���
���(�

=��
 N−
ε (α,Ψ) - .���� ���/)���� ��
���� ��
.�� ����
���
 Sε(α,Ψ) ��� !��#

���
���� ε� D.������� <� N(α,Ψ) � lim supε→0 N
−
ε (α,Ψ)� � ���
��� ������������

�����"�
�� ������)��� ��������� $�%&

N−
ε (α,Ψ) � m+ C|α|

b∫
a

|x|3 |Ψε(x)| dx, J�K

�� m �
 C - ����� ��
��� =��� Ψε(·) �������� � ������
�� [−ε, ε]� ����

b∫
a

|x|3 |Ψε(x)| dx = ε−4

ε∫
−ε

|x|3 |Ψ(ε−1x)| dx =

1∫
−1

|ξ|3 |Ψ(ξ)| dξ � c(Ψ).

D�+�� .���� N(α,Ψ) ) ����.����� N(α,Ψ) � m+ c(Ψ)|α|� �

D�+�� ������ Sε(α,Ψ) ����
�
)��� �
 ��� .
�����2 ���+��� ��
���� ��
.���
��� �����(� �� −∞� �
 ���+��� �	��+���� ��� ε → 0 ��
���� ��
.���

�� ������
���� ��������
 
 �������!  

��� ����� ��!����"�
��� 

���
� d4

dx4 + V (x) �
�
�� ����
.
������ .���� L� L��������� ������
��� �
�
.�{
Luε + αε−4Ψ(ε−1x)uε = λεuε, x ∈ (a, b),

uε(a) = u′
ε(a) = 0, uε(b) = u′

ε(b) = 0.
J%K

=��
 λε
k(α,Ψ) - �	��+��� ��� ε → 0 ��
��� ��
.���� �
�
.� J%K� ��� �� ����
#

.
������ .���� λε� 
 ����������  ��� ��
��� !���"�( - .���� uε� O����������
	����
������ � �������

λε ∼ λ+ ελ1 + ε2λ2 + · · · , JIK

uε(x) ∼ v(x) + ε v1(x) + ε2v2(x) + . . . ��� x ∈ (a,−ε) ∪ (ε, b), J�K

uε(x) ∼ εw(ε−1x) + ε2 w1(ε
−1x) + · · · ��� x ∈ (−ε, ε). J�K



�BF ������ ��	
��

G�� ��� !���"�, v� vi ����
.��� �
 (a, b)\{0}� 
 !���"�, w� wi - �
 (−1, 1)� 1������
��#
���� �
��+� <� v ) ��������( ��� ����� � ��.�
� x = ±ε ���� J�K� J�K �
�������(�
����� ����+���� [

u(j)
ε

]
x=−ε

= 0,
[
u(j)
ε

]
x=ε

= 0, j = 0, . . . , 3. J'K

G�� [g]x=c = g(c+ 0)− g(c− 0) - ����	�� !���"�, g � ��."� c�
1����
���� ���� JIK#J�K � �������� J%K� 6������ ������
� �����
)��

Lv = λv, x ∈ (a, b) \ {0}, J�K

Lv1 = λv1 + λ1v, x ∈ (a, b) \ {0}. JCK

1�������� �
���� ξ = ε−1x � �������� J%K� G��� ���� �
	��� �������

1

ε4
d4uε

dξ4
(εξ) + V (εξ)uε(εξ) +

α

ε4
Ψ(ξ)uε(εξ) = λεuε(εξ).

1����
���(.� ���� JIK� J�K � ����� ������� � �������� J%K� ������)��� <� ���4�
��� !���"�, � ���������� J�K� ��	�� w� w1 �
 w2� ) ����/���
�� ����������� ��������

y(4) + αΨ(ξ)y = 0, ξ ∈ (−1, 1). JEK

1���� �����
����� 
��������.��� �������� ��� ��
���, !���"�, � ����� ����+����
J'K� ����+���

v(±ε) + ε v1(±ε) + · · · ∼ εw(±1) + ε2 w1(±1) + · · · ,
v′(±ε) + ε v′1(±ε) + · · · ∼ w′(±1) + εw′

1(±1) + ε2w′
2(±1) + · · · ,

v′′(±ε) + ε v′′1 (±ε) + · · · ∼ ε−1 w′′(±1) + w′′
1 (±1) + εw′′

2 (±1) + · · · ,
v′′′(±ε) + ε v′′′1 (±ε) + · · · ∼ ε−2 w′′′(±1) + ε−1 w′′′

1 (±1) + w′′′
2 (±1) + · · · .

L�����
(.� ����.��� ������� v
(k)
j (±ε) � 
��������.�� ���� B
������
� �����
)��

v(−0) = 0, v(+0) = 0, J�FK

w′′(±1) = 0, w′′′(±1) = 0, J��K

v′(−0) = w′(−1), v′(+0) = w′(1), J�%K

v1(±0)± v′(±0) = w(±1), v′1(±0)± v′′(±0) = w′
1(±1), J�IK

w′′
1 (±1) = v′′(±0), w′′′

1 (±1) = 0, J��K

w′′
2 (±1) = v′′1 (±0)± v′′′(±0), w′′′

2 (±1) = v′′′(±0). J��K

D�+�� !���"�� v �
 ��+���� � ������
��� (a, 0) �
 (0, b) ) ����/����� �������� J�K �

�
�������) ����� v(0) = 0� <� ������
) � J�FK� ?���"�� + w ) ����/����� ��
 ���,
�
�
.�

w(4) + αΨw = 0, ξ ∈ (−1, 1), w′′(±1) = 0, w′′′(±1) = 0. J�'K

���� ����� �	���� !���"�, ���/��
�� ����
�� ����+���� J�%K� 1�	����
 
����������
�
��+
���� ��� ����� .� �
) �
�
.
 J�'K �������
��� ����/�����

J	�	 K�5/4�484� �4/<&4�	 6
�
.� J�'K ��+�
 ��
����
�� �� ������
��� �
�
#
.� � �
��( Ψ �������� ������
����� �
�
����
 α� 6
�
��� !���"�� Ψ ��
�������
�
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� "��� ������� ���.
������ ������ "�), �
�
.� �
 ������� ��� ������
��� �
�
���#
������� ���!��� Ψ�

��
���� �� F1� :/<4/; =04:G�; Ψ ∈ M 8'�:�� 5�6�7� J�'K C 6�D84&� � 6&8:����

4&�B �B 5�>�1/�B 4�/?��<�4&� 3 /?&63� ?/:&	

F/3�6�44�	 6�
+
(.� �
 ��
���������� Ψ� ������ �
�
.� J�'K ���.�� ������+��
��
� �������
� ��� �
� =��
 L2

|Ψ|(−1, 1) - �
���� ������� �� ��
������ ��	�����

(f, g) =
∫ 1

−1
|Ψ|fg dξ� L��������� � "��� �������� ����!������ ���+���� [f, g] =

=
∫ 1

−1
Ψfg dξ. 1
�
 K = {L2

|Ψ|(−1, 1), [·, ·]} �����() ������� ��� �
 $�I� ����� �&�

� �������� K ������� ����
��� TΨ = 1
Ψ(ξ)

d4

dξ4 � �	�
��( ����
.����

D(TΨ) = {f ∈ K : Ψ−1f (4) ∈ L2
|Ψ|(−1, 1), f ′′(±1) = 0, f ′′′(±1) = 0}.

6
�
.
 J�'K �����
�����
 ������
����� �������( TΨw = −αw�
��+�� ������� ��� �
 �
) �
����.�� �������(� ������
� ������� K �
) �
����.#

�� �������( Jf = sgnΨ · f � 6 "�)( �������)( ���/��
�� ���
.���� J#�
������+����
� J#�����/)���� ����
������ D���
��� T �
���
)��� J#�
������+����� ��<� ����
#
��� JT �
������+��� � L2

|Ψ|(−1, 1)� �
 J#�����/)��� � ���� [Tf, f ] � 0 ��� ���� f �

�	�
��� ����
.���� T �
��������� <� ��� ��+��, !���"�, Ψ ∈ M ����
��� TΨ ) J#�
������+���� �


J#�����/)����� 8��
����

(JTΨf, g) =
∫ 1

−1

f (4)g dξ = f ′(1) g′′(1)− f ′(−1) g′′(−1)−

− f(1) g′′′(1) + f(−1) g′′′(−1) +

∫ 1

−1

f g(4) dξ.

��� ��+���� f ∈ D(TΨ)� L������ (JTΨf, g) = (f, JTΨg) ������)��� ����  ��4� �����
���� g ∈ D(TΨ)� <�  ���
.
) �
������+����� ����
���
 JTΨ� G��� ����
��� TΨ )
J#�
������+����� 6 ��4��� 	���� ��� ���� f ∈ D(TΨ) ��
����
 ���������

[TΨf, f ] =
1∫

−1

f (4)f dξ =

1∫
−1

|f ′′|2 dξ � 0.

D�+�� ����
��� TΨ J#�����/)��� � A�<� !���"�� Ψ ��
����
�
� �� ����
��� TΨ �
#
������+��� � L2

|Ψ|(−1, 1)� ����  ��� ������ �� ��� � =��
 Ψ ��
�������
� *������

<� ��+�� J#�
������+��� J#�����/)��� ����
��� � ������+��( �����������(
���+���( �
) �� ��� ������ $�I� �� �IC&� 1��
+���� <� ����������
 ���+��

����
���
 TΨ ������+��� D�������
 �
�
.


g(4) + iΨg = 0, ξ ∈ (−1, 1), g′′(±1) = 0, g′′′(±1) = 0 J��K

�
) ��4� �����
��� ����/����� 8��
���� ��+�� ,, ����/���� �
�������) �������

1∫
−1

|g′′|2 dξ + i

1∫
−1

Ψ |g|2 dξ = 0.



�B@ ������ ��	
��

D.������� <� g ) ���� ��(� 	� Ψ �� ��
� 1���� � ���� ���� ��� !���"� ��4� �����

) ����/����� �������� J��K� G��� ����������
 �
�
.
 g(4) + iΨg = Ψf � g′′(±1) = 0�
g′′′(±1) = 0 �
) )���� ����/���� ��� ��+��, f ∈ K $��� �� IE&� ��	�� .���� −i
�
��+�� �� �����������, ���+��� ����
���
 TΨ� G��� σ(TΨ) ⊂ R�

��������� <� ���������
 R(μ) ����
���
 TΨ ����
���
� D���
��� R(μ) ��) �
�������� K � D(TΨ)  ��+���� f ∈ K ��
��� � ������������ ����/���� ��������
TΨg − μg = f � ��� ��+�
 �������
�� � �������

g(4) − μΨg = Ψf, g ∈ D(TΨ).

1�
�
 .
����
Ψf �
��+�� �� L2(−1, 1)� 	� ‖Ψf‖L2(−1,1) � maxR |Ψ|1/2·‖f‖K� D�+��
����/���� g ) ��������� �������� W 4

2 (−1, 1)� <� ������
) � ������ ��� �����������
����/����� ������.��, �
�
.�� ����
������ ���������� ������
) � �
�"(+�
 ���
#
���

D(TΨ) ⊂ W 4
2 (−1, 1) ↪→ L2(−1, 1) ⊂ K,

������) � ���� ����
����� D��+� σ(TΨ) = σp(TΨ)� =��	��+����� ������
 � �	���

	��� ) �
������� ��
����������� ���!��� $��&� �

8����� �
�
.� J�'K �
���
������ ��5/4�484/2 �4/<&4/2 ���!��� Ψ �
 ��#
��
.
������ .���� ΣΨ� D.������� <� ΣΨ = {α ∈ R : − α ∈ σ(TΨ)}� L���������
������+��� �����
����, ���+���� <� ���
�
)��� � ��� ��
���� ��
.�� α �
�
.�
J�'K� ��� ���� ������(��� �����

α - '�/8�� 31�84� 54�7�44� 5�6�7� J�'K� w′
α(−1)w′

α(1) �= 0, J�CK

�� wα - ��
��
 !���"��� <� ��������
) α� =
�
�� ����
"�(� ���� α ∈ ΣΨ � �
�����#
��) ����� J�CK� �
���
������ ���
���� 4�3&�/6<�4/>/ ��5/4�480� A�<� + α ∈ ΣΨ

 �� �
�������) ��.
 	 ���� � ���� J�CK� �� "� ���
��� �
���
������ 3&�/6<�4&�

��5/4�48/��
J	�	 L��4&74&D /'����/� S(α,Ψ)	 8��.
��� ����������� <� α �� �
��+�� ��

�����
����, ���+���� G��� �
�
.
 J�'K �
) ��4� �����
��� ����/���� w = 0� 6
���� ����+���� J�%K ������)�� v′(0) = 0� D�+�� �
�
.
 ��� �������� .����� �����
JIK� J�K �
	��
) �������{

Lv = λv, x ∈ (a, 0) ∪ (0, b),

v(a) = v′(a) = 0, v(0) = v′(0) = 0, v(b) = v′(b) = 0.
J�EK

=
�
�� "( �
�
.� �
���
������ ��
��.��(� O��"� ��
�� � ��( ����
��� ) �����(
����( S− ⊕ S+� �� S− �
 S+ �
�
�� ���������� S±u = Lu �


D(S−) = {f ∈ W 4
2 (a, 0): f(a) = f ′(a) = 0, f(0) = f ′(0) = 0},

D(S+) = {f ∈ W 4
2 (0, b) : f(0) = f ′(0) = 0, f(b) = f ′(b) = 0}.

D�+�� � ���
��� α /∈ ΣΨ ��� ���� S(α,Ψ) = S− ⊕ S+�
=��
 ����� α ∈ ΣΨ �
 ������(��� ����� J�CK� *������ ����.���

θΨ(α) =
w′

α(1)

w′
α(−1)

. J%FK
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� ���
��� �������+����� �����
��� "� �����4���� ����
.��� ��������  �� �
��#
+�� ��� ��	��� ��
���, !���"�,� 6��������� <� w = cwα(ξ) ��� �����, ��
��, c� ����
����� J�%K �
	��
(� ������� v′(−0) = cw′

α(−1)� v′(+0) = cw′
α(1)� ������

w′
α(−1)v′(+0) = w′

α(1)v
′(−0). J%�K

8������
�4�� JEK �
 J��K� �����
)�� ����������� �
�
.� �
 �������

w
(4)
1 + αΨw1 = 0, ξ ∈ (−1, 1), w′′

1 (±1) = v′′(±0), w′′′
1 (1) = 0. J%%K

��� ��������
 w1� 6����� � 
�����
����( ?�������
 "� �
�
.
 �
) ����/���� ����
 ��4� ����� ����

w′
α(1)v

′′(+0)− w′
α(−1)v′′(−0) = 0. J%IK

*�
���
�4� J%FK� J%�K� J%IK� ����+��� ��
��.�� �
�
.�

Lv = λv, x ∈ (a, 0) ∪ (0, b), v(a) = v′(a) = 0, v(b) = v′(b) = 0, J%�K

v(0) = 0, v′(+0)− θΨ(α)v
′(−0) = 0, θΨ(α)v

′′(+0)− v′′(−0) = 0 J%�K

�
 
��"� ��
�� � ��( ����
���� <� �
�
�� �������( S(α,Ψ)u = Lu �
 �	�
���

D(S(α,Ψ)) = {f ∈ W 4
2 ((a, b) \ {0}) : f(a) = f ′(a) = 0, f(b) = f ′(b) = 0,

f(0) = 0, f ′(+0)− θΨ(α)f
′(−0) = 0, θΨ(α)f

′′(+0)− f ′′(−0) = 0}.

=��
 λ �
 v - ��
��� ��
.����  ��
��
 !���"�� ����
���
 S(α,Ψ)� G��� ��
�� c �

��	�
+���� w ��
����� �
 !������( c = v′(−0)
w′

α(−1) =
v′(+0)
w′

α(1) �

"� ������
���� ��������
 
 �������! �
��������
�� �� ��
 ���� �����#
�
 ��4�� ���!�"�)���� ����� JIK#J�K �
 ����������� �����
��� Jα /∈ ΣΨK� 
 �
��+ ���
�������+����� �����
��� Jα ∈ ΣΨK� 6�
+
(.� �
 �	��+��� �	��� ��
���� 
���#
������
 	��� ��	����
�
 � �����<����� <� λ ������ ��
��� ��
.���� ��
��.����
����
���
 S(α,Ψ)�

M	�	 N8&�'�/�&:� 5� 3�680�4/8�� ��5/4�480	 =
�
�
)�� �
��2 ���� α �� �
��#
+�� �� �����
����, ���+���� �� w = 0� 6 JEK� J��K ������)�� �
�
.�

w
(4)
1 + αΨw1 = 0, ξ ∈ (−1, 1), w′′

1 (±1) = v′′(±0), w′′′
1 (±1) = 0,

��
 �
) )���� ����/����� ���
�� α �� ) ��
���� ��
.����� �
�
.� J�'K� =��
 λ �
 v
- ��
��� ��
.���� �
 ��
��
 !���"�� ����
���
 S−⊕S+� ������
�
 � L2(a, b)� G�	���
λ ) ��
���� ��
.����� ������ � ����
����� S− 
	� S+�  �� �	��+�(.� �
�
�������
�������
������� <� S+� 6��������� <� ���� v ������() ���( �
 (a, 0)� 6����� � JCK�
J�IK !���"�( v1 ��+�
 ��
 ��� ����/��
�4� �
�
.� �
 (a, 0) �
 (0, b)� ����������⎧⎪⎨

⎪⎩
Lv1 = λv1, x ∈ (a, 0),

v(a) = v′(a) = 0,

v1(−0) = 0, v′1(−0) = w′
1(−1),⎧⎪⎨

⎪⎩
Lv1 = λv1 + λ1v, x ∈ (0, b),

v1(+0) = −v′(+0), v′1(+0) = w′
1(+1)− v′′(+0),

v(b) = v′(b) = 0.

J%'K



�BH ������ ��	
��

1��4
 � ��� �
) )���� ����/����� 	� λ /∈ σ(S−)� 
 ����
 - "� ����������
 �
�
.

�
 �������� 6����� � 
�����
����( ?�������
 ,, ����/���� ����) ����  ��4� �����
����

λ1 = v′′(+0)(v′′(+0)− w′
1(1))− v′(+0)v′′′(+0).

D��
��� ����
 ) ����.
��� !������( ��� ��
���+���� ����
��� λ1 � 
��������"�
��
����� ��
.����� 6�
+
(.� �
 ��� <� ����/���� ����
.��� � ��.����( �� ���


���������, �
�
.�� ����������)��  ��� ���
����� �����
∫ b

0 vv1 dx = 0� 6 �������� 
JEK� J��K ������)�� �
�
.�

w
(4)
2 + αΨw2 = 0, ξ ∈ (−1, 1),

w′′
2 (±1) = v′′1 (±0)± v′′′(±0), w′′′

2 (±1) = v′′′(±0),
J%�K

� ���, ��
������ !���"�( w2�
D�+�� �� ��	����
�� �
�� �
	��+���� ��
����� ��
.���� �
 ��
���, !���"�,2

Λε = λ+ ελ1, Uε(x) =

{
v(x) + εv1(x), |x| > ε,

ε2w1(ε
−1x) + ε3w2(ε

−1x), |x| < ε.
J%CK

G
�� + 
���������� ��+�
 ��	����
��  � ���
���� ���� λ ∈ σ(S−) \ σ(S+)�
M	�	 N8&�'�/�&:� 0 3&'�6:0 ��5/4�480	 =��
 α ∈ ΣΨ� 0���� λ ����� )

������� ��
���� ��
.����� �
�
.� J%�K� 
 v - ����������( ������
��( � L2(a, b)
��
���( !���"�)(� � ���
��� �������+����� �����
��� � ����� J�%K �
������

w = v′(−0)
w′

α(−1)wα� �� wα - ��
��
 !���"�� �
�
.� J�'K� ����
 ����
 J�%K ��+ ��
���#

�
� 	� w′(1) = v′(−0)θΨ(α) = v′(+0)�
L���/���� w1 �
�
.� J%%K ����)� <� �
�
���) ����
 J%IK� *�� �
) ��	�
+����

w1 = w∗
1 + c1wα� �� w∗

1 - .
������ ����/���� �
�
.� �
�� � <�
dw∗

1

dξ (−1) = 0� 
 c1 -

������
 ��
�
� ?���"�� v1 �
�������) JCK ���
 ������ ���.��� � J��K �
)��

v′1(+0)− θΨ(α)v
′
1(−0) = G1,

�� G1 = w′
1(1) − θΨ(α)w

′
1(−1) − v′′(+0) − θΨ(α)v

′′(−0)� *
��� �
��
+���� <� G1 ��
�
��+�� ��� ��	��� ����/���� w1� ���
��

w′
1(1)− θΨ(α)w

′
1(−1) =

(
dw∗

1

dξ
(1)− θΨ(α)

dw∗
1

dξ
(−1)

)
+

+ c1
(
w′

α(1)− θΨ(α)w
′
α(−1)

)
=

dw∗
1

dξ
(1).

6 ���� J�IK �����
)�� v1(±0) = w(±1)∓ v′(±0)� 6 JEK �
 J��K ��
������⎧⎪⎨
⎪⎩
w

(4)
2 + αΨw2 = 0, ξ ∈ (−1, 1),

w′′
2 (±1) = v′′1 (±0)± v′′′(±0),

w′′′
2 (±1) = v′′′(±0).

J%EK

����� �����
��� ����/���� "�), �
�
.� ��+�
 �
���
�� � �������

θΨ(α)v
′′
1 (+0)− v′′1 (−0) = H1, JIFK
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�� H1 = v′′′(−0)− θΨ(α)v
′′′(+0) + wα(1)v

′′′(+0)− wα(−1)v′′′(−0)� D�+�� !���"�� v1
) ����/����� �
�
.� ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

v
(4)
1 = λv1 + λ1v, x ∈ (a, b) \ {0},
v1(a) = v′1(a) = 0, v1(b) = v′1(b) = 0,

v1(±0) = w(±1)∓ v′(±0),

v′1(+0)− θΨ(α)v
′
1(−0) = G1,

θΨ(α)v
′′
1 (+0)− v′′1 (−0) = H1.

JI�K

1��4� ����
��� λ1 � 
��������"� ��
����� ��
.���� ��
������ � ����� �����
���
����/���� "�), �
�
.�� 6����� � 
�����
����( ?�������
 �
������

λ1 = v′(−0)H1 − v′′(+0)G1 − (w(−1) + v′(−0))v′′′(−0) + (w(1)− v′(+0))v′′′(+0).

L���/���� v1 ����������)�� ���
����� �����
∫ b

a vv1 dx = 0� 6 ���4�, ����� J�IK

�
������ c1 =
(
v′1(−0)−v′′(−0)− dw∗

1

dξ (−1)
)
� 9����������� ��������)����� <� ����


����
 J�IK ��+ ������)����
D�+�� � "��� ���
��� �
)�� �
�� �
	��+���� ��
����� ��
.���� �
 ��
���,

!���"�, �	�����, �
�
.�

Λε = λ+ ελ1, Uε(x) =

{
v(x) + εv1(x), |x| > ε,

εw(ε−1x) + ε2w1(ε
−1x) + ε3w2(ε

−1x), |x| < ε.
JI%K

G�� w2 - ����� ����/���� �
�
.� J%EK� *�	�� ��
��, c2 � ��	�
+���� w2 = w∗
2 + c2wα

�� ) ����"������� 	� �� �� 4��
)�� ����
��� v2�
#� $%&���������� ������
����

O	�	 ��/���� '�/ 5?�<4�8�A	 =��
 λε - �	��+��� ��
��� ��
.���� ����
���

Sε(α,Ψ)� 
 uε - ���������
 ������
�
 � L2(a, b) ��
��
 !���"��� G��� ����(� �
��
���������������� λε′ �
 uε′ � <� λε′ → λ �
 uε′ → u ��
	�� � L2(a, b) ��� ε′ → 0�
=
�
�� �
�� �	�+�� ���������������� ����
.
������ .���� λε �
 uε� ��
+
(.�� <� ε
�
��+�� �� ���+��� I ⊂ (0, 1)� � ���, ��� ) ��.��( ����.�����

��
���� �� H:I/ λε → λ �� uε → u 81�?:/ 3 L2(a, b) '�& I � ε → 0B �/ λ C

31�84&� 54�7�44�� /'����/�� S(α,Ψ)B � u + 3�6'/3�64� D/�0 31�84� =04:G��	 ����

�/>/B uε 5?�>�C�A8� 6/ u 3 4/��� L2(a, b)	

L���	/)�� ��������� "�), ������� �
 ����
 ���� 8���4� ��������� ���������
��
���, !���"�, ���
 ε-������ ��.
��� �������
��

���� �� ����D λε → λ �� uε → u 81�?:/ 3 L2(a, b) '�& I � ε → 0	 �/6� 61�

:/<4/>/ γ > 0 '/81�6/34�8�A uε 5?�>�C�A8� 6/ u 81�?:/ 3 W 4
2 ((a, b) \ (−γ, γ)) �� 3

4/��� '�/8�/�0 C3([a, b] \ (−γ, γ))	 ���� �/>/B u C �/539�5:/� ��34�44�

Lu = λu, x ∈ (a, b) \ 0. JIIK

F/3�6�44�	 =��
 Mγ - ���+��
 ���	��� !���"� ϕ ∈ C∞
0 (a, b) �
���� <� ϕ(x) = 0

��� x ∈ (−γ, γ)� G��� � �������� J%K ��� ���� ϕ ∈ Mγ �
 ε < γ ������)��

b∫
a

Luε ϕdx = λε

b∫
a

uεϕdx, JI�K



�HC ������ ��	
��

	� suppΨε ⊂ (−γ, γ)� 1�
�
 .
����
 JI�K �
) ��
��"( ��� ε → 0� ���� ������
� ����

��+ �	��
)��� ��� ���� ϕ ∈ Mγ � D�+�� uε → u ��
	�� � W 4

2 ((a, b) \ (−γ, γ)) �

b∫
a

Luϕdx = λ

b∫
a

uϕdx, ϕ ∈ Mγ .

6 "�), ����+����� ������
)� <� u ) ����/����� �������� JIIK �
 ���+��� (a, b) \
(−γ, γ)� 
 �
 �����
�� ���������� γ - �
 ��+���� � ������
��� (a, 0) �
 (0, b)� 6	�+����
uε � �������� C

3((a, b) \ (−γ, γ)) ) �
������� ������� ���
������ �

G���� ������+��
������ ��������� ��
���, !���"�, uε �
 ,, �������� � ��.�
�
−ε �
 ε�

���� �� ����D λε → λ �� uε → u 81�?:/ 3 L2(a, b) '�& I � ε → 0	 �/6�

u
(j)
ε (±ε) → u(j)(±0)B j = 0, . . . , 3 '�& I � ε → 0	

F/3�6�44�	 =��
 ζk ��
��� ���
 ����� !���"�, � ����)� �
 [a, b] �
��� <� ζk(x) = 0

��� x < 0� 
 �
��+ ζk(x) = xk

k! ��� x ∈ (0, b
2 )� =��
 χK - �
�
��������.�


!���"�� ���+��� K� *������ ������������� ζεk(x) = χ(ε,b)(x)ζk(x)� 6
��
+���� <�
dk+1

dxk+1 ζ
ε
k(x) = 0 ��� x ∈ (ε, b

2 )�
6 ���������, ���� ������)��� <� u ) ����/����� �������� JIIK �
 �
�����#

��) ����� ������� � ��.�
� a � b� �����+��� ��+�� � ������ J%K� JIIK �
 ζε0 �

��������)�� ���� �
� .
����
��� *�
���
�4� ��
 ��� ������ �����
)��

u′′′
ε (ε) = −

b∫
b
2

u′′′
ε ζ′0 dx+

b∫
ε

uεζ0(V − λε) dx,

u′′′(ε) = −
b∫

b
2

u′′′ζ′0 dx+

b∫
ε

uζ0(V − λ) dx.

6
 ����( % ��
�� .
����� �������� �
(� �� �
�� ��
��"( ��� ε → 0� ��	��
u′′′
ε (ε) → u′′′(+0)� O�
����.�� ��+�
 �������� <� u′′′

ε (−ε) → u′′′(−0)�
G���� �����+��� J%K� JIIK �
 ζε1 �
 ��������)�� ���.� .
����
��

u′′
ε (ε) = u′′′

ε (ε)ε−
b∫

b
2

u′′
εζ

′′
1 dx +

b∫
ε

uεζ1(λε − V ) dx,

u′′(ε) = u′′′(ε)ε−
b∫

b
2

u′′ζ′′1 dx +

b∫
ε

uζ1(λ− V ) dx.

6 ���� % �
 ���������� ��<� ������)��� <� u′′
ε (ε) → u′′(+0) ��� ε → 0� O�
����.��

���
��)�� �	�+���� ��� uε �
 u′
ε � ��.�
� ±ε� �
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*��.
������ �	�+���� ��
���, !���"�, � ε-����� ��.
��� �������
�� =��
 
!���"�, gk� �� k = 1, 2, 3� ) ����/���
�� �
�
. ��4� �
 �������� [−1, 1]

g
(4)
k + αΨ(ξ)gk = 0, ξ ∈ (−1, 1),

gk(−1) = δ1,k, g′k(−1) = δ2,k, g′′k (−1) = δ3,k, g′′′k (−1) = 0.
JI�K

G�� δi,j - ������ ��������
�

���� "� H:I/ λε → λ �� uε → u 81�?:/ 3 L2(a, b) '�& I � ε → 0B �/∥∥ε−2uε(εξ)− ε−2uε(−ε)g1(ξ)− ε−1u′
ε(−ε)g2(ξ) − u′′(−0)g3(ξ)

∥∥
C3([−1,1])

→ 0. JI'K

F/3�6�44�	 *������ ����
.����

wε(ξ) = ε−2uε(εξ)− ε−2uε(−ε)g1(ξ)− ε−1u′
ε(−ε)g2(ξ)− u′′(−0)g3(ξ).

6
 ��	�����( � ��
���
���� JI�K !���"�� wε �
 �������� [−1, 1] ) ����/����� �
�
.�{
w

(4)
ε + αΨ(ξ)wε = fε(ξ), ξ ∈ (−1, 1),

wε(−1) = 0, w′
ε(−1) = 0, w′′

ε = u′′
ε (−ε)− u′′(−0), w′′′

ε (−1) = εu′′′
ε (−ε)

JI�K

�� fε(ξ) = ε2λεuε(εξ)� ��� ��+��, !���"�, fε ∈ L2(−1, 1) ����) )���� ����/���� wε

� ��
�� W 4
2 (−1, 1) � ������)��� �"���


‖wε‖W 4
2 (−1,1) � C

(
‖fε‖L2(−1,1) + |u′′

ε (−ε)− u′′(−0)|
)

JICK

� ���
��+��( ��� ε ��
��( C� 6��������� <�

1∫
−1

f2
ε (ξ) dξ = ε4λ2

ε

1∫
−1

u2
ε(εξ) dξ = ε3λ2

ε

ε∫
−ε

u2
ε(x) dx � ε3λ2

ε ‖uε‖2L2(a,b)
� Cε3.

D�+�� ������ � ����( I ��
�
 .
����
 ���������� JICK �����) �� ����� G�����

���
����� W 4

2 (−1, 1) ⊂ C3(−1, 1) �
���4�) ��������� �	�+����� JI'K� �

6 !������ JI'K ��� ξ = 1 �����
)��

ε−2
[
uε(ε)− uε(−ε)g1(1)− εu′

ε(−ε)g2(1)
]
→ u′′(−0)g3(1), JIEK

ε−1
[
u′
ε(ε)− ε−1uε(−ε)g′1(1)− u′

ε(−ε)g′2(1)
]
→ u′′(−0)g′3(1), J�FK

u′′
ε (ε)− ε−2uε(−ε)g′′1 (1)− ε−1u′

ε(−ε)g′′2 (1) → u′′(−0)g′′3 (1), J��K

εu′′′
ε (ε)− ε−2uε(−ε)g′′′1 (1)− ε−1u′

ε(−ε)g′′′2 (1) → u′′(−0)g′′′3 (1), J�%K

���� I � ε → 0� 6����� ������
) �"���


|uε(−ε)|+ |uε(ε)| � cε. J�IK

8��
���� � J��K-J�%K ����
�� �����
)��

uε(−ε)g
(k)
1 (1) = O(ε) ��� ε → 0 ��� k = 2, 3.

A�<� ��.
 	 ���� � .���� g′′1 (1) 
	� g′′′1 (1) �������� ��� ����� �� uε(−ε) = O(ε) ���
ε → 0� A�<� + "� �� �
�� ��	�� g′′1 (1) = g′′′1 (1) = 0� �� � JI�K ����+���� <� g1 -
��
��
 !���"�� �
�
.� J�'K� <� ��������
) ��
����� ��
.���( α ∈ ΣΨ� ���� �����
g′1(−1) = 0� <� ������.�� �����<����� J�CK� �
�� � JIEK� ��
���
�4� ��������� uε

� ��."� −ε� �����
)�� uε(ε) = O(ε) ��� ε → 0�



�HD ������ ��	
��

���� #� H:I/ λε → λB � uε → u 81�?:/ 3 L2(a, b)B �/6� uε 5?�>�C�A8� 6/ u 3 L2(a, b)	

F/3�6�44�	 1��
+���� <� ������������ uε ���������� �	��+��
 �
 [a, b]� 8��.
���
�
��
+���

|uε(εξ)| � cε2 + |uε(−ε)g1(ξ)| + ε|u′
ε(−ε)g2(ξ)|+ ε2|u′′(−0)g3(ξ)| � c1ε. J��K

=��
 Ωε = (a, b)\(−ε, ε)� �����+��� �������� J%K �
 !���"�( χΩεuε �
 ��������)��
.
����
��∫

Ωε

u′′2
ε dx =

∫
Ωε

(λε − V )u2
ε dx − u′′′

ε (−ε)uε(−ε) + u′′′
ε (ε)uε(ε)+

+ u′′
ε (−ε)u′

ε(−ε)− u′′
ε (ε)u

′
ε(ε) � C. J��K

D�+�� ������������ ‖uε‖W 2
2 (Ωε)

�	��+��
� 6 ������� ���
����� ������
) �	��+�#

���� ������������� max
x∈(a,b)

|vε(x)|� 6����� �
 � J��K ����+�)��� <� max
x∈(a,b)

|uε(x)| � c�

�� c �� �
��+�� ��� ε�
6
!����)�� γ > 0� 6����� � ����( % ��� ����
��� �
��� ε ����
 �����"� uε−u

� �������� L2(Ωγ) �� ������<��
���� γ� G���

‖uε − u‖L2(a,b) � ‖uε − u‖L2(Ωγ) + ‖uε − u‖L2(−γ,γ) �
� γ(1 + 2 max

x∈(a,b)
|uε(x)− u(x)|) � Cγ

�� ��
��( C� ���
��+��( ��� ε� 6
��4����� �
��
+���� <� .���� γ ��+�
 ����� ��
�
������ �
���� �

F/3�6�44� ��/���& J	 A� ������
) � ��� %-� ��
��.�
 !���"�� u ) ����/�����
��������

Lu = λu, x ∈ (a, b) \ {0},
�
�������) ����� u(a) = u′(a) = 0� u(b) = u′(b) = 0 � �
) �����.�� ����� � L2(a, b)�
���� ����� � ��.
��� �������
� ���
 �
�������) ����� u(0) = 0� 6
��4���� ��#
��������� <� u �
�������) ����� ����+���� J�EK � �
�� ����������� �����
��� 
	�
����� J%�K � ���
��� �����
����

6����� � J�IK �
 ����( I ������������� u′
ε(−ε) �
 ε−1uε(−ε) �
(� ����.����

��
��"� ��� I � ε → 0� *������ <� ���4
 � "�� ��
��" ������() u′(−0)� 
 �����
����
.
������ .���� s� ?���"�� qε = ε−1uε(−ε)g1 + u′

ε(−ε)g2 �����) � C3(−1, 1)
�� q = sg1 + u′(−0)g2 ��� I � ε → 0� 6 J��K� J�%K ����� 	
.���� <� �������������
ε−1q′′ε (1) � ε

−1q′′′ε (1) �	��+��� ��� I � ε → 0� 6����� �
)��� <�

q′′(1) = 0, q′′′(1) = 0. J�'K

6 JI�K� J�FK ����+���

q′(−1) = u′(−0), q′(1) = u′(+0). J��K

1
�/��
(.�� <� !���"�, g1 �
 g2 ) ����/���
�� �
�
. JI�K� �����
)��� <� !���"��
q ) ����/����� �
��, �
�
.� ��4�2{

q(4) + αΨq = 0, ξ ∈ (−1, 1),

q(−1) = s, q′(−1) = u′(−0), q′′(−1) = q′′′(−1) = 0.
J�CK



�1234356789:57 +0348;+41 <3;�34;+=+ 0+4>�? ��� �HE

����� ����+���� ��
��.��, �
�
.� �
��+
����� ��� ����� .� �
) �
�
.
 J�CK ��#
�����
��� ����/����� 1��������� ����4�� <� q = 0� ���� � J��K ����+�)�� ����� 
�
	�� ���� ����+���� J�EK�

G���� ���������� ���
���� ���� J�CK �
) �������
��� ����/����� G��� � J�'K
������)��� <� q ) ��
���( !���"�)( �
�
.� J�'K� ��	�� α ∈ Σ(Ψ)� 6 J��K� �� �
�������
�����
)�� �������

q′(1)u′(−0)− q′(−1)u′(+0) = 0,

��
 � ���
��� �
�
����� ����+���� �����
�����
 �� θΨ(α)u
′(−0)− u′(+0) = 0�

��� ��+���� ε > 0 ���
��+�)��� ������� @
��
�+


q′′′ε (1)q(1)− q′′ε (1)q
′(1) = 0. J�EK

1������4� ���
��( ������� �
 ε � ���� 4��4� �� ��
��"� ��� I � ε → 0� ����+���

u′′(−0)g′′′3 (1)q(1) +
(
u′′(+0)− u′′(−0)g′′3 (1)

)
q′(1) = 0. J�FK

G�� 	��� ��
���
��� <� ������������� ε−1q′′ε (1) � ε
−1q′′′ε (1) ��� I � ε → 0 �	��
(���

�� u′′(+0)− u′′(−0)g′′3 (1) �
 −u′′(−0)g′′′3 (1)� ����������� >� ������
) � J��K� J�%K�
?���"�� z = u′′(−0)g3 ) ����/����� ��
 ���, �
�
.�{
z(4) + αΨz = 0, ξ ∈ (−1, 1),

z′′(−1) = u′′(−0), z′′′(−1) = 0, z′′(1) = u′′(−0)g′′3 (1), z
′′′(1) = u′′(−0)g′′′3 (1).

6
��4��� ����� �����
��� ����/���� "�), �
�
.�

u′′(−0)g′′′3 (1)q(1)− u′′(−0)g′′3 (1)q
′(1) + u′′(−0)q′(−1) = 0.

*�
���
�4� J�FK� ������4��� ,, �
�2{
u′′(−0)g′′′3 (1)q(1) +

(
u′′(+0)− u′′(−0)g′′3 (1)

)
q′(1)

}
+ u′′(−0)q′(−1)−

− u′′(+0)q′(1) = u′′(−0)q′(−1)− u′′(+0)q′(1) = 0.

� ���
��� �
�
����� ����+���� ���
��( ����� ��+�
 ���
�� � �������2 u′′(−0)−
−θΨ(α)u

′′(+0) = 0� B� �����
�� ����� ����+���� J%�K� D�+�� ��
��.�
 !���"�� u
) ��
���( !���"�)( ����
���
 S(α,Ψ)� <� ��������
) ��
����� ��
.���( λ� �

'����
� �� �/<4� 31�84� 54�7�44� λε
k(α,Ψ) /'����/�� Sε(α,Ψ)B /?��<�4� 54&50

'�& ε → 0B ��C >��4&G2B I/ C �/7:/2 8'�:��� /'����/�� S(α,Ψ)	

F/3�6�44�	 =
�
�
)��� <� λε
k(α,Ψ) ) ����������( !���"�)( �
�
����
 ε ∈ (0, 1)�

=��
 ��
��� ��
.���� �� �
) ��
��"�� ���� ������)��� ���������

μ∗ = limε→0λ
ε < limε→0λ

ε = μ∗.

0���
 μ∗� μ∗ ) ����.������� 	� λε
k(α,Ψ) - �	��+��
 !���"��� G��� ��� ��+����

λ ∈ [μ∗, μ∗] ����) �	�+�
 �� ���� ������������ ��
���� ��
.�� λε� 6 ������� I
������
)� <� .���� λ 	��� ��
���� ��
.����� ����
���
 S(α,Ψ)� 6�
+
(.� �
 ���
<� λ - ������� .���� � [μ∗, μ∗]� ������)��� <� "� �������� �������� � σ(S(α,Ψ))�
O�� "� ��+���� ��4� ����� ���� μ∗ = μ∗� �

'����
� �� F/ '�/8�/>/ 31�84/>/ 54�7�44� λ /'����/�� S(α,Ψ) �/<� 5?�>��&8�

4� ?�1AE� /64/>/ 31�84/>/ 54�7�44� λε
k(α,Ψ) /'����/�� Sε(α,Ψ)	
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F/3�6�44�	 1���������� <� λε
k(α,Ψ) → λ �
 λε

k+1(α,Ψ) → λ� G��� ����(� ��� �����#
�������� {yεk(x;α,Ψ)}ε∈I � {yεk+1(x;α,Ψ)}ε∈I ��
���� !���"� � ��+�
 � ���� � L2(a, b)

�	��
)��� �� ������ � �������� eiϕu� >� ����+����� 	� �������� "�� ������������� 
��� ��+���� ε ∈ I �������
��� � L2(a, b)� �

O	�	 N'�/:8&��G�D4� ��/����	 1��
+���� <� ��+�
 ��.�
 ������
 S(α,Ψ) )
��
��.��( ��.��( ��
���� ��
.�� ����
����� Sε(α,Ψ)�

=��
 B - �
������+��� ����
��� � ���	�������� �������� H � �	�
��(
����
.���� D(B)� 1
�� (μ, u) ∈ R × D(B)� �� ‖u‖H = 1� �
���
������ :3�5��/6/2

����
���
 B �� ���/����( ρ > 0� ��<� ‖Bu− μu‖H � ρ�

���� ( J$�'&K� ����D 8'�:�� /'����/�� B 6&8:���4&D	 H:I/ (μ, u) + :3�5��/6�

/'����/�� B �5 4�39�5:/2 ρ > 0B �/ �4���3�1 [μ−ρ, μ+ρ] ��8�&�A 31�84� 54�7�44�

λ /'����/�� B	 ���� �/>/B �:I/ 3 �4���3�1� [μ − τ, μ + τ ] 4���C �4E&� 31�84&�

54�7�4A /'����/�� BB /:��� λB �/ ‖u − v‖H � 2τ−1ρB 6� v + 4/��/3�4&D 31�84&D

3�:�/�B I/ 3�6'/3�6�C λ	

1�	���)�� ��
������ ����
����� Sε(α,Ψ)� =��
 λ - ������ ��
��� ��
.����
����
���
 S(α,Ψ) � ��
���( !���"�)( v� ‖v‖ = 1� G�� � �
�� ‖ · ‖ - ����
 � L2(a, b)�
��� ��+���� λ �
 v �� �����
�� !���
��� 
���������� Λε� Uε� ��� �
�
(���
!�����
�� J%CK .� JI%K �
��+�� ��� α �
 Ψ� 1�� .
� �	H������
��� ��
 ����� ���
���

��������� �� ��������������� 6
 ��	�����(

LUε − ΛεUε = ε2R1(ε, x), |x| > ε,

LUε + (αε−2Ψ(ε−1x)− Λε)Uε = εR2(ε, x), |x| < ε,

[Uε]x=±ε = ε2r±0 (ε), [U ′
ε]x=±ε = ε2r±1 (ε),

[U ′′
ε ]x=±ε = ε2r±2 (ε), [U ′′′

ε ]x=±ε = εr±3 (ε),

J��K

�� ��� �
��4�� Rj � r
±
j ���������� �	��+��� �
 ���,�� 
�������
���

?���"�� Uε �� �
��+�� �� �	�
��� ����
.���� ����
���
 Sε(α,Ψ)� 	� �
) ���#
���� � ��.�
� x = ±ε� D��
� ������������� 	���)�� !���"�(#�������� ζε � �
����
��
����������2

• ζε - ��
��
 ���
 ��.�
�� x = ±ε �
 �������
 ��� ���� ��4� ��� ε < |x| < 17

• [ζ
(j)
ε ]x=±ε = −εr±j (ε), j = 0, 1, 2, [ζ′′′ε ]x=±ε = −r±3 (ε)7

• ����) ��
�
 c� ��
 �� �
��+�� ��� ε� <� max
ε<|x|<1

4∑
j=0

|ζ(j)ε (x)| � c�

G��� !���"�� Uε + εζε �+� ���.� ���������� ��!����"� ���
 � ��.�
� x = ±ε �
�
��+�� �� D(Sε(α,Ψ))� =��
 Uε = ‖Uε + εζε‖−1(Uε + εζε)� A�<� � !�����
� J��K
�
������ Uε �
 Uε� �� ������� �
����� �
��4��� � ��
��� .
����
� �� ���������
	� ‖Uε‖ → 1 ��� ε → 0� 6����� ������
)� <� �
�
 (Λε,Uε) ) ��
������( ����
���

Sε(α,Ψ) � ���/����( ������� ε�

8!�����()�� ������� ������
��

��
���� "� ����D (α,Ψ) ∈ R×M � λ + '�/8�� 31�84� 54�7�44� /'����/�� S(α,Ψ)
5 31�84/2 =04:G�C2 vB 6� ‖v‖ = 1	 �/6� �840C '�/8�� 31�84� 54�7�44� λε /'����/��
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Sε(α,Ψ) 5 4/��/3�4/2 31�84/2 =04:G�C2 uεB 61� �:&�

|λε − λ| � c1ε,
∥∥uε − v

∥∥ � c2ε, J�%K

6� 8��1� c1B c2 4� 5�1�<��A 3�6 ε	

F/3�6�44�	 =��
 (Λε,Uε) - ��
�����
 ����
���
 Sε(α,Ψ)� ��	����
�
 ��� λ � v�
6����� � ����( ' ����) �
�� λε� <� |λε − Λε| � c1ε� ������ ������
)

|λε − λ| � c1ε.

6
 �
������� % �� λ �	��
)��� ��4� ��
��� ��
.���� λε� A�<� τ ���4�� ��+ �����
�
��� λ �� ��4�� ������
 ����
���
 S(α,Ψ)� �� �������� [λ − τ, λ + τ ] ��� ����
���
�
��� ε ������ ��4� ���� ��
��� ��
.���� λε� G���

∥∥uε − Uε

∥∥ � 2τ−1c1ε� ������
������)�� ∥∥uε − v

∥∥ � c2ε. J�IK

G�� uε� v - ���������� ������
�� ��
��� !���"�,� �

(� )�������* 
�����
� � ������� ���
�+��
 
 ���
������ =
�
�
)��
�
��2 ���� α �� �
��+�� �� �����
����, ���+���� �� ��
��.�� ����
��� ) �����(
����( ����
����� �������� � ���
��� �����
������ α ��
��.�� ����
��� S(α,Ψ)
	�� ��	����
�� ��4� ��� �������+����� �����
���� G�	��� �� ���������� ��4�
�� ������ ��
��� ��
.���� �
�
.� J�'K� ��� ���� ���������� ��
��� !���"�, �
�����#
��(� ����� w′

α(−1)w′
α(1) �= 0�

L��������� ���
��� �����+����� �����
���� L������������� ��
 ���
���2 A)
����) ��
��
 !���"�� wα� <� �
�������) ����� w′

α(−1)w′
α(1)=0 � w′2

α (−1)+w′2
α (1) �=07

B) ����) �
�
 ��
��
 !���"��� <� w′
α(−1) = 0 �
 w′

α(1) = 0�
� ���
��� A � J%IK ������
) v′′(−0)v′′(+0) = 0� G��� �������� ������ ����
#

���� T±� ��� ����
.��� ���������� T±u = Lu �
 �	�
����

D(T−) = {f ∈ W 4
2 (a, 0) : f(a) = f ′(a) = 0, f(0) = f ′′(0) = 0},

D(T+) = {f ∈ W 4
2 (0, b) : f(0) = f ′′(0) = 0, f(b) = f ′(b) = 0}.

� ���
��� �������� α � J%�K ������
)� <� ���� � .���� v′(−0) 
	� v′(+0) ) ������
P�
��.��� ����
����� 	��� S(α,Ψ) = S− ⊕ T+� ���� w′

α(−1) = 0 �
 w′
α(1) �= 0� �

S(α,Ψ) = T−⊕S+� ��<� w
′
α(−1) �= 0� w′

α(1) = 0� ��� �����
����� ��
����� ��
.����
�
���� ����� J%IK �����
)�� �������{

w′
α,1(1)v

′′(+0)− w′
α,1(−1)v′′(−0) = 0,

w′
α,2(1)v

′′(+0)− w′
α,2(−1)v′′(−0) = 0.

9
�� wα,1� wα,2 � ��
����� ����������� ��	�
�� �
�� <� w′
α,1(−1)w′

α,1(1) = 0� @����
�������
����� <� ����
.��� "�), ������� �������� ��� ����� ������ ������
)� <�
�	���
 .���
 v′′(−0) �
 v′′(+0) ������((� ���(� 
 ��
��.�� ����
��� S(α,Ψ) =
= T− ⊕ T+�

� ���
��� B 
��������.�� ���������� ��
���, !���"�, �
 (−ε, ε) ��������)���
��� J�K� 
 �
��

uε(x) ∼ w(ε−1x) + εw1(ε
−1x) + · · · .
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�� ��� ������
��� 
�
����.�� �� ���
��� �������+����� �����
���� D.������� <�
S(α,Ψ) �
 ���, �	�
��� ����
.���� �
�
�� �������( S(α,Ψ)u = Lu� ���� ����4���
��4� �	�
�� ����
.���� "��� ����
���
� 6�����
�

D(S(α,Ψ)) = {f ∈ W 4
2 ((a, b) \ {0}) : f(a) = f(b) = 0, f ′(a) = f ′(b) = 0,

f(+0)− ϑΨ(α)f(−0) = 0, f ′(0) = 0, ϑΨ(α)f
′′′(+0)− f ′′′(−0) = 0}
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