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H0(G,A) ×H1(G, ̂A) → BrK,

�� A # � ������ $��%���� ��� &���$ K' ̂A # ���()�� $��%����' K # )�&��� ��*��
��$�"���+ &��+ K' G = Gal(K/K) # � )��,�� %�!&� -��!� &��+ K' H0(G,A) .

H1(G, ̂A) # "�%�$���%.( -��!�' BrK # %�!&� /��!��� &��+ K0 . ������ ��%� �������1
	��.)* ��+ ��&��"! ��"��*��%� &��+ K�

2.���. ��)�.�	���+$ ���)���)�� �� !"! 
��� ���$���)+  �%�� �.��$�3
$��$��".�0 ��"��$� 4� 5� 2�����)*"��0 6� -�))0 5� 7�&.".+�� 4� 5� 2�����)*"��
� �8� +��� � ��)��� 9�� �� !�" � ��.&����3 "����3 ��� ��"��*��$� &��+$� ��+
&��)�3 9�"�.���3 ���:����*� 6� -�)) ! �;� ���.� ���$������ ��������+ �������1
	���). �� !"! ��+ ��&��"! "����30 ���������3 ��� )".������$ &���$� <�"��$�0
5� 7�&.".+� &���� ! �=� ���$������ ��������+ �������	���). �� !"! ��+ ��&��"!
"����30 ���������3 ��� &����$ ��)"���� ���$�����$ &���$ �. )".������$ &���$
��:".��

5�� ��:�( &��9. # ��)�.��� �������	���). �� !"! 
��� ��+ "����3 ���
&)����)".������$� &��+$��

7)����)".�����. &��+ ��.� �	� >") ! 1968 �� ! &��9. ���� 7��� k ������,* '.�/�
01.2�34�33&� ���0 +"?� k ��)"�����0 k $�@ @���� ���:�����+ )�&��+ n ��+ "�	��%�
��!���*��%� ��)�� n . "�	��� ��&���	�.� � )��,�� ����.���� $��%����0 �����1
����� ��� &���$ k0 $�@ k1��9.����*�! ��"!� 7��"����$� &)����)".������3 &��.�
@ ��%�����. !�*���� !"� )".������3 &��.� . ��)".�����. ��%� ����. ���:�����+
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)".������3 &��.�0 +". $�,* )".������� p1&��$����� )�&.�* ��+ "�	��%� &��)�%�
��)�� p�

�� !�" 
��� @  .�.�.���$ �.�� ��	���+$� 4��� � �������* 9*�%� �� !"!
$�	�� ����� ! 6� -�))� � �;�0 �� �������� ���$������ ��������+ �������	���)1
. �� !"! 
��� $.	 %�!&�, m1"�!����+ +"� .��� J(CK) "����( C � m1%�!&�,
5������� # 2���+ J(CK)/mJ(CK) ��+ ��&��"! "����30 ���������3 ��� )".������$
&���$ K0 +"� $.)�* "����. )�&��+ m � 10 (m, char(K)) = 1�

2�"���)��!,�� $���0 ��&��&�������� 6� -�))�$0 $� ������$� �������	�1
�.)* �� !"! 
��� ��+ "����3 ��� &)����)".������$� &��+$��

�� 	
�� ��� ���������������� ������� A�3�� C # � )��,�� ����.���0
���)� ���� &���"���� "����0 ��������� ��� &)����)".������$ &���$ k0 K # ��1
%� ����� ���:�����+ &��+ k0 K(C) # &��� �!�"9.� �� "���.� C� k B�.�&��.���
KC ������@ )�&��� ��*�� ��$�"���+ &��+ k B�.�&��.��� KC� ���. m ������@ ��!1
���*�� ��)�� �"�0 ?� (m, char(k)) = 1� 7������$� ����� J(CK) +"� .�� "����( C0
J(CK)m # &.�%�!&! ���" � J(CK)0 &��+��" +"�3 �.��* m� ��+ "��).� ���.���.�
x ∈ J(CK)m � y ∈ J(CK)/mJ(CK) .)�!,* ���@$�� &��). ���.���� D . R �".0 ?�
x = [D] . y = [R] +mJ(CK)� A�3�� f ∈ K(C) �!�"9.+ � ���.����$ (f) = mD�

��������� �� 5�6�3�73� /�018��9�33�

tm : J(CK)m × J(CK)/mJ(CK) −→ K∗/K∗m,

06� �21:1 tm(x, y) = f(R) 3�;&/�<�= 018>�21� ��7��	

��+ ��������+ �������	���). �� !"! 
��� ��+ "����30 ���������3 ��� &)��1
��)".������$� &��+$�0 ��$  !�!* &��. �. ��".�*"� ��$ &�� &)����)".�����. &��+
� � ����. $��%����� ��� ��$�0 ���� ��%��*�� ��$� &��  .�.�.��. �� !"� )".������3
� �����3 %�!& � �����% ����$� ?.�*��). D� ���*����

���� �� ����7 k + '.�/01.2�34�33� '16�	 ?�&'>.�&�1@ A1 :�>'� μm 21��3�/ .���
'�3� m ; � ��.�&�=.� / k	 �10� k∗/k∗m ∼= Z/mZ	

B1/�0�33�	 < ����( &�)�.�����).

0 → μm(k) → k
∗ m→ k

∗ → 0

���$!@$� ���! &�)�.����.)* %�!& "�%�$���%.�

0 → μm(k) → k∗ m→ k∗ → H1(k, μm(k)) → H1(k, k
∗
).

<� ����$�, -.�* ��� 90 H1(k, k
∗
) = 00 �$! $�@$� ���! &�)�.����.)*

0 → μm(k) → k∗ m→ k∗ → H1(k, μm(k)) → 0.

2��3��!,��0 ?� � )��,�� %�!&� -��!� &��+ k .��$����� ̂Z0 ̂Z # �.�*�� �&���%.���
%�!&� � ���.@, �.���, . μm(k) = Z/mZ0 ����	!@$�0 ?�

k∗/k∗m ∼= H1(k, μm(k)) ∼= Hom(̂Z, μm(k)) ∼= Hom(̂Z,Z/mZ) ∼= Z/mZ.

�
��������� �� ?�0 �8�6�/&� �31:1/&01� �1;>��<�= �6:�8�&43&7 �31:1/&0@ A1 3��
0�6�3&7 .��>2�>�1< �8�6�/1C :�>'& � > D=1�> ��;� :�>'1/� 1'���D�� ;�0�3� �1�E�;�
���& 3�0 k : A×A −→ A ((x, y) �→ x+ y) � A −→ A (x �→ −x)	
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���� �� ����7 A + �8�6�/&7 �31:1/&0@ /&;3�4�3&7 3�0 '.�/01.2�34�33&� '16�� k	
�10� H1(k,A(k)) = 0	

E��$��� %�!&� H1(k,A(k)) .���&��!,* +" %�����. �����.��. &��)��� ��+
$��%����! A� 4)".�*"� &)����)".������ &��� k @ &)������%� ����� ��$"����$0 �
"�	��� $��%���� ���������� ��� k $�@ k1��9.����*�! ��"! . ��.�)� ��&����@0 ?�
%�!&� %������3 �����.���3 &��)��.� ���.��*���

���� �� ����7 A + �8�6�/&7 �31:1/&0 3�0 '.�/01.2�34�33&� '16�� k	 �10� :�>'&
A(k)/mA(k) �� A(k)m .2�34�33� � ��<�= 103�21/&7 '1��012	

B1/�0�33�	 < ����( &�)�.�����).

0 → A(k)m → A(k)
m→ A(k) → 0

���$!@$� ���! &�)�.����.)* %�!& "�%�$���%.�

0 → A(k)
m→ A(k) → H1(k,A(k)m) → H1(k,A(k)).

2��3��!,��0 ?� H1(k,A(k)) = 0 �� &�&�����*�, ��$�, 8 . H1(k,A(k)m) ∼=
∼= H1(̂Z, A(k)m) ∼= A(k)m0 ����	!@$� A(k)/mA(k) ∼= A(k)m� �

��������� �� 5�6�3�73&7 018>�12 t : A×B → Z �8�6�/&� :�>' A,B � Z 3�/&�109��
3&7@ �2A1 /�0'1/�03� :1�1�1�E�;�& A → Hom(B,Z) � B → Hom(A,Z) �3FG2�&/3�	

���� �� ����7 A@ B + .2�34�33� �8�6�/� :�>'& ; '12�;3&21� m � |A| = |B|	 5�6�3�7�
3&7 018>�12 t : A×B → Z/mZ 3�/&�109�3&7 �10� � ��6=2& �10�@ 216& /�0'1/�03&7
:1�1�1�E�;� A → Hom(B,Z/mZ) �3FG2�&/3&7	

��������+ $�	�� ����� ! �;�� ��+ ��!���). ����� ��%��!@$� ��������+ ��$��

B1/�0�33�	 �� !�" t �������	���� �� ��������+$0 +"?� �.�&��.��. %�$�$���.�$�
A → Hom(B,Z/mZ) . B → Hom(A,Z/mZ) .�F@"���.�

G"?� A
t→ Hom(B,Z/mZ) .�F@"����0 � ���� �"�	 ),�F@"����0 �)".�*"�

|A| = |B| = |Hom(B,Z/mZ)|� A�3�� b ∈ B . c ∈ Z/mZ ���$��� ����"���%� &��+�"!
d0 � h ∈ Hom(B,Z/mZ) �"��0 ?� h(b) = c� �� ),�F@"����). t ��&����@ .)�!����+
���$��� a ∈ A0 ?� h = t(a, · ) . t(a, b) = c� H� ������@0 ?� t( · , b) $�@ +" $.�.$!$
&��+��" d .0 �	�0 %�$�$���.�$ B → Hom(A,Z/mZ) .�F@"������ �

2����$� �". &��������+� A�3�� L/K(C) # )".������ ���:�����+ -��!� &��+
K(C) � %�!&�, -��!� g0 τ ∈ g . n # ��!���*�� ��)���

��������� �� H�>'1< �1;/&3�33� �142& P '16� L > '16� L 3�;&/�<�= '�0:�>'>
gP :�>'& g@ �2� .26�0�G�=.� ; �&� �6���3��/ σ :�>'& g@ 06� �2&� σP = P 	

���%�+��$� $��	��! M(L) �).3 ���" &��+ L � (( &.�$��	��� Dn(L, τ) =
= {P ∈ M(L)| gP .��$����. 9�"�.��.� %�!&.0 &����	��.� ���$���$ τ 0 deg(P ) = n}
��+ "�	��%� τ ������*)+ n �"�0 ?� $��	��� Dn(L, τ)  !�� ��)".������, ����

���
��� �� IJ3�61: ��1���& A�6=31.�� K�81���=1/� ���L	 ����7 L/K(C) + .2�3�
4�33� �1;M&��33� H�6>� '16� K(C)@ g = Gal(L/K(C)) � τ ∈ g	 �.3>G 3�.2�34�33�
�319&3� ��;3&� �1412 '16� L@ A1 ��<�= ./1G< :�>'1< �1;/&3�33� D&26�43> '�0�
:�>'>@ '1�109�3> �6���3�1� τ 	
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���! ��� ���������������� ������� 2 9*�$!
&���%���. �������� �������	��.)* �� !"! 
��� ��+ "����3 ��� &)����)".����1
��$� &��+$��

���
��� �� B18>�12 ��7�� tm + 3�/&�109�3&7 > /&'�02> 2�&/&�@ /&;3�4�3&� 3�0
'.�/01.2�34�33&� '16�� K@ A1 ��.�&�= 21��3� .��'�3� m ; 10&3&D�	

B1/�0�33�	 ��������+ ����$� I�!�!@*)+ �� ��$�3 � &�&�����*�%� &���%���� .
��"���)��!@ $���0 ��&��&�������� 6� -�))�$ �;� ��+ "����3 ��� )".������$ &�1
��$� A�3�� x = [D] # ���.�*��� "��) ���.���� D � J(CK)m &��+�"! s . f ∈ K(C)
�!�"9.+ � ���.����$ (f) = sD0 �� s|m� 7��.��$ T s−f ����.���� �K(C)[T ]0 �������@
���:�����+ �!$$��� &��+ K(C)0 %�!&� -��!� g +"�%� @ 9�"�.���,�

<� �����%�$ ����$� ?.�*��). D� ���*��� B����$� �C ��+ d|s .)�!@ ��"� P
)�&��+ l0 � � K(P )/K # )".������ ���:�����+0 [K(P ) : K] = l0 �"� ?� T s−f(P )
���"����@*)+ �� ����.��. $��	��"� )�&��+ s/d � K(P )[ s

√
f ]� <�&�:�$� ���������+

&��.��$� T s − f(P ) �"J

T s − f(P ) = g1 · g2 · g3 · . . . · gd. B�C

��+ d = 1 . d = s .)�!,* ��"� P . Q ����"���%� &��+�"!0 +". �� ����	�* ��).,
���.���� D� 7���&�:�$� B�C0 &����+�:� d = 10 T s − f(P ) = g1� ���. &�� d = s
$�@$�0 ?� T s−f(Q) = g1 ·g2 ·g3 · . . . ·gs� 7����+�:�0 E := P −Q . y := [E]+mJ(CK)0
����	!@$�0 ?� tm(x, y) �∈ K∗m�

7������$� ����� μs %�!&! "����.� )�&��+ s � � � K� ���%�+��$� ���! &�)�.1
����.)*

1 → μs(K) → K
∗ s→ K

∗ → 1,

� +"�( ���$!@$� ���! &�)�.����.)* %�!& "�%�$���%.�

K∗ s→ K∗ → H1(K,μs(K)) → H1(K,K
∗
).

<� ����$�, -.�* ��� �K H1(K,K
∗
) = 0 . K∗/K∗s ∼= H1(K,μs(K))� 
�" )�$� �

����( &�)�.�����).

1 → μs(K(P )) → K(P )
∗ s→ K(P )

∗ → 1,

��&����@0 ?� K(P )∗/K(P )∗s ∼= H1(K(P ), μs(K(P )))� <� &�&�����.$� $.�"!����+$�
���$!@$�0 ?� K(P )∗/K(P )∗s ∼= K∗/K∗s�

7�"�	�$�0 ?� ���$����� %�$�$���.�$ NK(P )/K ),�F@"������ ��+ 9*�1

%� ��"���)��!@$� �� ��"0 ?� ̂H0(g,K(P )∗) ∼= H2(g,K(P )∗)0 �� ̂H0(g,K(P )∗)
# "�%�$���%.( 
���� < ����%�  �"!0 ̂H0(g,K(P )∗) = K(P )∗g/NK(P )/K(K(P )) =

K∗/NK(P )/K(K(P ))0 � .�:�%� # H2(g,K(P )∗) = 00 �)".�*"� "�%�$���%.��� ���1
$.��.)* &)����)".������%� B���.* "���.)".������%�C &��+ ���.��,@ � ��K�� <�.�)�
��&����@0 ?� NK(P )/K(K(P )∗) = K∗� 4	�0 ���$� NK(P )/K # ),�F@"���� �
.��!"!@ �&.$���.�$ K(P )∗/K(P )∗s → K∗/K∗s�

���. &��. �� &�"����0 ?� J(CK)m ∼= J(CK)/mJ(CK) . K∗/K∗m ∼= Z/mZ� 
�0
?� K∗/K∗m ∼= Z/mZ ��&����@ � ��$� �� ���$���.�$ %�!& J(CK)m � J(CK)/mJ(CK)
��&����@ � ��$� �0 �)".�*"� J(CK) $�@ )�!"!�! � �����%� $��%����! ��� &)����1
)".������$ &���$�

5� �	� ���@$�0 ?� %�$�$���.�$ J(CK)m
τ→ Hom(J(CK)/mJ(CK),Z/mZ))0

.��!"������ �� !"�$ 
��� .�F@"�����0 �)".�*"� |J(CK)m| = |J(CK)/mJ(CK)| =
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= |Hom(J(CK)/mJ(CK),Z/mZ)|0 � %�$�$���.�$ τ ),�F@"������ 2��3��!,�� ��1
$! � &��  .�.�.��. �� !"� )".������3 � �����3 %�!&0 ����	!@$� �������	��.)*
�� !"! 
���� �

�� 1	2���0�� 3��� 0����6 ������� 7
�����
 8��������� ��� ������6�������� ���
� 9
1	2���0�� 3��� 99&
��� .���� ������ *��� :
;������ ������ < =>>>� < ?@� < *� ���� �

=� 3��2�	���� 4�5� # ������A� B����� �������C D������������ ����A� 9 3��2�	�

���� 4�5� 99';�� 0$ ***"� < ��4E� < F� E4� < *� =>�55�
E� .
���� 67� 0�6����������� ������ ����� 9 .
���� 67�� ��8�9 1� < G�� �� ��
@� :
;
����0 <�=� H����� 6����A� ��������A� ��6����������� ���6�����;�� 9 :
;
�

����0 <�=� 99����� 0$ ***"� < ��I�� < �� �=@� ?�� < J� @=�@E�
I� >? @� FKL LMLNLOPQRS PKLTRS TU VO
PL VLMWX 9 >? @� 99YOO� ZQPK� < �� 5� < [TM� 55� ?=� <

\� =E��=4��
 � A&��$ B� ]
LMW QR
PKNLP
^ 9 A&��$ B�� @�&$�' B� < _L` aTRb� cLRM
O� dL
WLMeLRfg hiR
OfLR�

[LRMQf� =>>I�
4� C�(( A� Y _TPL TO PKL FQPL \Q
R
Of TU JjRkLX TkLR ]
O
PL ]
LMWX 9 C�(( A� 99JTNijPLR

h^
LO^L lLiQRPNLOP� mTTWMQOW nTQW� oO
kLRX
PS TU cR
XPTM� iRLiR
OP�
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OP�
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�"�' A&�'+# J�)�#'� K'�"�&(�)% #L MN"�"�

����� MN"�"� K'�"�&(%)�)(N+� O)&�� �

����� ! "# #$%�%&�'�()�&*+,&��- �&�&*

Y iRTTU TU OTOWLfLOLRQ^S TU PKL FQPL iRTWj^P TO ^jRkLX TkLR iXLjWTVO
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