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! �������� ���������� ������# ��	������� �	��	����#
��	������� ��������#  �������	����� ��������

�� ������ ������� ��������� ������ ��������� � ����������������� � �!
��� �������" ������ #$% �����&�' �$�������% �(�� ����' ��#���)���!
��" '�$��� �( ���' ���#�' '��#������� *� �&���� �+�' ����#�" ����!
���&� #�%'����" �+�� �(�#����� �$�� �� ��������� ����#� ,����� �������
�+�� ������ ��������&� �������� #������������ ������" %�- ���+���"
- ���� ������� � ����� �+�' ����#� #����&� �����&�)���% ����� �� �!
&���� ����#� � �$��� �� ��� ����#� .��� �� �+�� ��������� ��$��� �����
&�������	 �����$'�&�� ����" #��'�� �&�� �����" �$�����% �����" ��#����!
$���� ��#�����/ ��$�#��� ���(��&�� �������" ������ ��#�����%" �����#� �-�
0� &������ $���� ��������� �������&�� �#�$�" � %���" ����&� ���� �� �&����
����#� � �$��" �+�� (&��$��� $��� ���#�$ ��������� #$% ����� � ����� ��!
��#�� 1�- + �� ���������� ���� ������� � ����$�� ����#��" � �� �����#��
# ������' ��������' ������ 23���(���) ��$�+��� ��# ���������' � �� ��!
$�+��� ��# ����$'45�
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.����� ���' ���� #���$�� ����� � 6�7	 (�$ ���#�� ���&���% ������'
��������' ������" ��%��% 3��������/ �#�$�4 Zμ" ������'�/ π" ����� ������!
'�/ ω(π)" ν!����� ������ Zμ" #��#�� ��������% �������� �����$��/ ������'�/"
����#��  ��#������$��� ����%��%" ����%��% �����$����� �� ����� ����#+��!
�% ������ �����$���� ������'��" #��#�� 3��������� �$���������4 �� ������
������� #�����&�' ��'��������%�

� �'�#���� �#�$� �� �������  ���� ������" � ���� ���������� �'" -
��#���)���� �+� ������� �����" �(����������� � ������ ����� &���� 8�����
�$����" �� ����#�� # ��%��% (����' ������' ��������' ������" #�
� �+��� ����� &���" ���� �&����'" �����" ����� �+� (�������% � �����
����$��� �����������

.������ (������ ���������� �#�$�� -� (�$��� ��($�+�) �������&�� �!
#�$� # ���$�����" %�� ���+$��� (�� �������

�� 	
������ ��������� ���������� ������������ �������� *����
Xt(t = m, . . . , n) �� At(t = m + 1, . . . , n) #��$��� ����&���� ��+���� ∀a ∈ At
��������% � ��#���#����� ���#�$ ���������� p(·|a) �� Xt�

	
������ �� /0123�4 p5 67 8&91�:�; 9�271 '����7<0 9 At 8 Xt5 1�9&8��&���7
���������	 
�����		

	
������ �� �7:2� x∗ = xm ∈ Xt 1�9&8�;�=>� �����	 ������5 � p(x∗|a) +
����������	 ������5 �267 P(xt+1 = x∗|at = a) = P(xt+1 = xm|at = a) ≡ p(x∗|a)5
xm ∈ Xm	

?�08�@�11� �	 8����� �$����" ��������� � �&�� (����" ������� �����#���
� �&������ ���� 2����� (����)���%5�

9 ���&���% (����/ �&�� ���$���)

∀ a ∈ At ∃ x∗ ∈ Xt : p(x∗|a) = 1−
∑

x∈Xt\x∗
p(x|a) > 0.

	
������ � 2:(����' ������' ��������' ������ 6�7 5� AB�&81&� 2��
�78�1&� ���278>=2&� '�73�>7� 1� �1���8�C� :�>0 [m,n] 1�9&8�;�=>� 8&'�<278&D
'�73�>5 �2&D 9�<�;�=>� ��2&�& 7BE;2���&	

�	 F17@&1& Xm, . . . , XnG'�7>�7�& >��1�8H	
�	 F17@&1& Am+1, . . . , AnG'�7>�7�& 2��08�1=H	

*	 ��<7B��@�11� '�7�2�08�11� j : A → X5 <� A =
n⋃

t=m+1
At5 X =

n⋃
t=m

XtI

j(At) = Xt−1 \ {x∗}5 x∗ ∈ Xt−15 (t = m+ 2, . . . , n) � j(Am+1) = Xm	
)	 J79'7<�C D�78��17>��D p(·|a) 1� Xt 9 7B�&81&�& �7:2��&

P(xt+1 = x∗|at = a) = P(xt+1 = xm|at = a) ≡ p(x∗|a) > 0.

,	 /0123�� q5 9�<�1� 1� A GK0123�� 8&1�L7�7<&H	
M	 /0123�� r5 9�<�1� 1� �17@&1� Xn GK�1�C=1� 'C���H	
(	 /0123�� c G8�< �1LC	 N" $-#O + 2���5 �797��11�H5 9�<�1� 8 7B�&81&� �7:2��

>��1�8 c(x∗) = −
t∑

i=m+1

max
ai∈Ai

q(ai)5 x
∗ ∈ Xt5 t = m+ 1, . . . , n GK0123�� 2���05 9�<�1�
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��25 L���1�0; '781� B�12�0�>�87 + '7810 8����0 1�27'&:�17L7 2�'���C0 �B7 D
B�C=P�H	

Q	 R7:��278&D �79'7<�C μ 1� Xm	
R�73�>5 67 9�<787C=1�; G��QH5 1�9&8��&���7 GS*TH �������� �����������

������� �������	� � '791�:��&���7 Z∗
μ	 U267 '7:��278&D �79'7<�C μ 97>����

<@�1&D 8 �7:3� x5 �7 B0<��7 '&>��& Z∗
x	

*��� ���� ; ������ ����( ��������%" �� %�' ���������)���% ��������&��
��#�����% ����� �$%�� l

I(l, x∗) =
n∑

t=m+1

[q(at) + c(x∗t )] + r(xn), 2�5

#� x∗ = (x∗m+1, . . . , x
∗
n) ; ����� �&� (����< l = xmam+1, . . . , anxn ; �$%��

.�# ���(� ��������% (�#�� ������� ����� >�����L�4�
�� ����������

	
������ �� ��C�2�7� B�L��791�:17L7 8�<7B��@�11� A(x) : X \Xn → A ϕ(x) :
A(x) → A 1�9&8�;�=>� ������	 ���������	5 �267 ϕ(xt−1) = at5 <C� <78�C=17L7
xt + 1�7B�&81&� �7:72 >��1�8 9 D�78��1�>1&�& �79'7<�C��& p(·|at)(m < t � n) ��
xm 9 '7:��278&� �79'7<�C7� μ	

?�08�@�11� �	 ϕ(x) �� �����&��� � (������ �&���� ���� �'" �������&��� ���!
�� ������'�)� ϕ(x) �� #��+�)� �$%� l = xmam+1, . . . , anxn�

	
������ �� ��<7B��@�11� π : H → π(·|h ∈ H)5 <� π(·|h ∈ H) + �79'7<�C D�7�
8��17>��D 1� A(xt−1) � H + �17@&1� �>�7��D (h ∈ H �7<� � ��C=2& �7<�5 27C&
h = xmam+1, . . . , at−1xt−1)5 1�9&8�;�=>� �������	 ���������		

?�08�@�11� =	 xt−1 �= x∗�

	
������  � AB�&81� >�����L�� π(·|h) 1�9&8�;�=>� ����������	5 �267
π(·|h) = π(·|xt−1)	

.���&�� L ; ��+��� ���� �$%��� l�

	
������ !� U267 9�<�1� '�����<1� K0123�� p(·|a) � >�����L�V π(·|h)5 �7 27@17�0
'7:��2787�0 �79'7<�C0 μ 8�<'78�<�; �79'7<�C D�78��17>��D P ∗ 0 '�7>�7�� �5 �2&D
1�B08�; ��27L7 8&LC�<0I

P ∗(l, x∗) = P ∗(xmam+1, . . . , anxn, x
∗
m+1, . . . , x

∗
n) =

= μ(xm)π(am+1|xm)p(xm+1|am+1)p(x
∗
m+1|am+1)·. . . ·π(an|hn−1)p(xn|an)p(x∗n|an). 2�5

?�08�@�11� >	 .��$% �'" %� �� ���&�$� ���� P ∗" �$%� l �+�� ���+��� ��!
��#���� ������� ���� �'" %�- ������'�% π ; ���������" � ��� ����� )
�����������

�$% (�#�!%�/  �����/ ξ = ξ(l) � ������ L ��������&�� ��#�����% ξ ��'$%!
#����� ���	

E∗(ξ) =
∑
l∈L

ξ(l)P ∗(l, x∗). 2=5



$%3 ������ ��	
�� ������� �����


.���$�#� ���/  �����/ ) ����� 2�5 �$%�� l� ?/ ��������&�� ��#�����% �� ����!
&�� &���� ω

ω = E∗I(l, x∗) = E∗[
n∑

t=m+1

[q(at) + c(x∗t )] + r(xn)]. 2>5

	
������ " 2:����� ������'�/5� ��C&:&10 ω 9 G)H <C� 7B�&817L7 2��78�17L7 '�7�
3�>0 Z∗

μ5 �2� ; K0123�;4 8�< π Gω = ω(π)H5 1�9&8��&���7 �����	 ���������
π	

@��� #�$�#+��� ; �����������%  �����/ ω(π)�

	
������ # 2:����� (����' ������5� ν ≡ sup
π
ω(π) 1�9&8�;�=>� �����	

��������� ������ Z∗
μ �B7 �����	 ����������� ��������� μ	

?�08�@�11� �	 ν(x∗) = c(x∗)�

	
������ �$ 2:�����$��/ ������'�/5� AB�&81� >�����L�� π 1�9&8�;�>=� �����
������	5 �267 ω(π) = ν	

	
������ �� 2,������� �����$��� ������'�%5� AB�&81� >�����L�� π 1�9&8��
;�=>� ���������� ����������	 �B7 7'�&��C=174 <C� '�73�>0 Z∗5 �267 π +
7'�&��C=1� <C� Z∗

μ <C� 27@17L7 μ + '7:��2787L7 �79'7<�C0	

%���&'���� � 2.� ���������% ������'��5� ����D {πk} + >2�1:�11&D �B7 9C��
:�11&D 1�B�� 7B�&81&� >�����L�D � γk + 1�8�<E;�1� :&>C�5 >0�� �2&� <7��814; �	
U267 <C� B0<=��27L7 '7:��2787L7 �79'7<�C0 μ �& B0<��7 8&27�&>�7808��& 7B�&8�
10 >�����L�4 πk 9 D�78��1�>�4 γk5 �7 7<��@&�7 8 '�7>�7�� PC���8 L �79'7<�C
D�78��17>��D P ∗5 �2&D 1�B08�; 8&LC�<0

P ∗ =
∑
k

γkP
∗
k , 2�5

<� �79'7<�C P ∗
k 8�<'78�<�; 7B�&81�D >�����L�V πk	

�7<� �>10; <��2� 7B�&81� >�����L�� π5 �2�D 8�<'78�<�; �79'7<�C D�78��17>��D
P ∗ 9 G,H	

W78�<�11�	 .������
π(at+1|xmam+1 . . . xt) = 2A5

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

∑
k

γkπk(am+1|xm) . . . πk(at|ht−1)πk(at+1|ht)
∑
k

γkπk(am+1|xm) . . . πk(at|ht−1)
, %�- ��������� �� ��$�"

π1(at+1|ht), � ����� ����#��<

��� m � t < n" ht = xmam+1 . . . xt ; #��$��� �����%" at+1 ; #��$��� ��������% �
At< ��� t = m ���+�)���%" - ��������� #�����) ��

B�'$%# π(at+1|xmam+1 . . . xt) ���$���) � 2�5 �� ���' ������#�����%	

π(at+1|xmam+1 . . . xt) =
P ∗(xmam+1 . . . atxtat+1)

P ∗(xmam+1 . . . atxt)
.
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9 �'" - πk(·|xmam+1 . . . xt) ; ���#�$ ����������" ������������� ��
A(xt)" �� ����

∑
k

γk = 1, γk � 0" ���$���)" - π(·|xmam+1 . . . xt) ; ��+ ���!

#�$ ����������" ������������� �� A(xt)� C �+�" π(·|xmam+1 . . . xt)" �(��+���
 ���$� 2A5" ; ������'�%�

D���� �  ���$� 2A5 ∀l = xmam+1 . . . xn #��+��

π(am+1|xm)π(am+2|xmam+1xm+1) · . . . · π(an|xmam+1 . . . xn−1) =

=
∑
k

γkπk(am+1|xm)πk(am+2|xmam+1xm+1) · . . . · πk(an|xmam+1 . . . xn−1).

���+�)� ����� �� $��� &������ ������� ��

μ(xm)p(xm+1|am+1)p
∗(x∗m+1|am+1) · . . . · p(xn|an)p∗(x∗n|an)

� �������&�  ���$� 2�5" �����)�" - (������ ������'�/ π ��#���#�) ����∑
k

γkP
∗
k = P ∗ �

?�08�@�11� A	 :�+�" ��� #��$���� ���������� ������'�� 2��(�� ������'�� ��!
��#�� � #��$���� ���#�$� ����������5 �� �� ������� ��/ �+$�����" �
�����)� -� #�%�� ������'��" %�� ) ��(�����)� #�����

�� (�������� ���������� ������)���� ���������� *�+&����� ��������,�

:(����� ������'�% π ����)���% ����&����� ��(�� ����#E)���� &���$ π(a|h)� *�(!
��" %�� ��#���� ������'��" �������� �������� (��+��� ��+��� Π � ����&���!
�������� ������� C �+�" Π ; ������� F�����% ω(π) ����������" ( ����+�)���%
&���� π(a|h) �� #��'� ������� ��+���% �� ##�����%� 9� ������ B��)�!
�������" ����������  �����% �� Π #�%'�) ��' ���������� D� (����� ������'�%"
�� %�/ #�%'�)���% ��������" ) �����$��� #$% ������ Z∗� 9 ���' (��" ���
�+��� x ∈ Xm ����) (����� ������'�% πx" �����$��� #$% ������ Z∗

x�
9� ��(�� (������ ������'�� πx �� �&�� �(�#����� #�� (����� ������!

'�� π" �����$��� #$% ������ Z∗�
.���#� �����������% ������ ������'�)� πx" %�- �$%� �&���)���% � �&!

�� x� F���$��

π̄(·|h) = πx(h)(·|h), 2
5

#� x(h) ; �&������ ���� �����/ h� 9����" -  ���$� 2
5 �����&�) #�%�� ������'��
π̄" %�� (�#� �����$���" �(� ω(x, π̄) = ω(x, πx) = ν(x), ∀x ∈ Xm�

%���&'���� � 2.� ��������% �������� �����$��/ (����/ ������'�/5� X0<=�
�2� 7B�&81� >�����L�� π̄5 9�<�1� K7��0C74 G(H5<C� �27V

ω(x, π̄) = ν(x), (x ∈ Xm)

; ��817���17 7'�&��C=1745 �7B�7 <C� 27@17L7 μI sup
π
ω(μ, π) = ω(μ, π̄)	

W78�<�11�	 9  ���$ 2�5!2>5 ���$���)" - #$% �+�' π

ω(μ, π) =
∑
l∈L

I(l, x∗)P ∗(l, x∗) =
∑
Xm

μ(x)ω(x, π). 2G5



$%5 ������ ��	
�� ������� �����


9�����" ω(μ, π̄) =
∑
Xm

μ(x)ω(x, π̄)� C$� ω(x, π) � ω(x, π̄) #$% ���� x ∈ Xm" � �+�"

ω(μ, π) � ω(μ, π̄)� �
-��)�&�� �� WC� ��817���17 7'�&��C=17V 7B�&817V >�����L�V π̄ � <78�C=17L7 '7�
:��2787L7 �79'7<�C0 μ

ν(μ) = μν. 2�5

W78�<�11�	 B��$���) � �������

ν(μ) = ω(μ, π̄) =
∑
Xm

μ(x)ω(x, π̄) =
∑
Xm

μ(x)ν(x) = μν.

�
?�08�@�11� 
	 F���$� 2G5 �� 2�5 #���'���� ������ ���&���% ������� Z∗

μ ���
#��$���� μ # ���&���% ������� Z∗

x, ∀x ∈ Xm�

H�����'�% π" �(�#���� �� ��(�� πx (x ∈ Xm)" ��) ���� �$��������� 2I5	

WC� B0<=��27L7 '7:��2787L7 >��10 x ∈ Xm �79'7<�C& D�78��17>��D 0 '�7>�7��
PC���8 L5 �2� 8�<'78�<�4�= 9� K7��0C74 G�H >�����L��� π �� πx5 �<�1�&:1�	

	
������ ��� U267 8&2710;�=>� 8C�>�&8�>�= GYH5 �7 >�����L�� π̄ 1�9&8�;�=>�
�������� � >�����L�D πx	

�� *�.�&�� ��&�)�� /��&������)��� ��������� .���� ��������% ; ��
����� ��$�#���� ������ .����� ��� �$%'�) � ��(�� ���#�$� ����������
�� Am+12- ��$�+��� ��# �&����' �����5� 1�- ��(�� ��($����" � �+���
�&������ ���#�$� μ �� Xm ��#���#�) ���#�$ ���������� μ́ �� Xm+1� D����
��'$%#�)� μ́ %� �&������ ���#�$ � ����� &��� m+ 1�

,�(���)� ���� ��#�&� �����������/ �� #���
�� 9� (�#�!%�' �&����' ���#�$� �� Xm+1 ��(���� �����$��� ���#����

� �#�$��� ������ &����
�� B�(���� ������ ��� ���" -( (�$� �������$��� ���� ����'�#� �� ���

��� � �������$��� ��$�&��� ����� �����$��/ ���#���� � �#�$��� ������
��� �&������ ���#�$� μ́�

	
������ �� 2.��#�/ �#�$�5� AB�&81� �7<�C=5 �2� 0�87��1� 9 �7<�C� Z∗ 8&�

2��>C�11�� Xm �� Am+15 1�9&8�;�=>� '7��<174 �7<�CC4 � '791�:�;�=>� Ź∗	

%���&'���� � 2F��#������$��� ����%��%5�

ω(x, π) =
∑
A(x)

π(a|x)
(
q(a) + ώ(pa, πa)

)
, 2�J5

<� pa = p(·|a), πa(·|h́) = π(·|yah́)5 a ∈ Am+1, y = j(a), h́ + �>�7��� 8 �7<�C� Ź∗	
J�81�11� G��H 1�9&8�;�=>� 
�������������� � 8&��@�; 73�120 ω <78�C=17V

>�����L�V π 8 �7<�C� Z∗ :���9 73�120 ώ <��2&� >�����L�D 8 �7<�C� Ź∗

W78�<�11�	 9'�#� �  ���$� 2G5 �����)�

ώ(pa, πa) =
∑
Xm+1

p(y|a)ώ(y, πa). 2��5
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,�'$%��� ������ �$%��� L �� Ĺ � �#�$%� Z∗ �� Ź∗� *���� P ∗ ; ���#�$ ��!
�������� � L" %��� ��#���#�) �&������ ����� x �� ������'�/ π" P ∗

a ; ���#�$
���������� � Ĺ" %��� ��#���#�) �&������ ���#�$� pa �� ������'�/ πa�

9'�#� �  ���$� 2�5 �� 2�5 ∀ĺ ∈ Ĺ #��+�)�

I(xaĺ, x∗) = q(a) + I(ĺ, x∗−1) 2��5

P ∗(xaĺ, x∗) = π(a|x)P ∗
a (ĺ, x

∗
−1) 2�=5

a ∈ A(x), x∗−1 = (x∗m+2, . . . , x
∗
n), (x∗m+1, x

∗
−1) = x∗.

*� ��#����� 2=5 � 2>5 �����)�

ω(x, π) =
∑
L

P ∗(l, x∗)I(l, x∗), 2�>5

ώ(pa, πa) =
∑
Ĺ

P ∗
a (ĺ, x

∗
−1)I(ĺ, x

∗
−1). 2��5

@��� P ∗(l, x∗) �� #�����) ��$� ��$��� #$% �$%���" %�� �&�������% � �&��
x" �(� #$% �$%��� ��'$%#� xaĺ� D�� ��#����$%�&� � 2�>5 ���&���% I(l, x∗) � 2��5
�� P ∗(l, x∗) � 2�=5" � �������&� 2��5" �����)�  ��#������$��� ����%��% 2�J5� �

 � 0��&���� 
�&�� ������)����� ��������� &� ���)������ 
�&�� &)�

��.�&��� ��&�)�� 9  ��#������$��' ����%��% 2�J5 ���$���) ���� �����	

ω(x, π) � sup
A(x)

[q(a) + ώ(pa, πa)] � sup
A(x)

[q(a) + ν́(pa)] 2�A5

∀x ∈ Xm � ∀π 2ν́ ; ����� �#�$� Ź∗5�
.���&�� u(a) = q(a) + ν́(pa), (a ∈ Am+1)� K�#�� �������� �� ��$�&��� ;

������1 ��������� a�
9'�#� � 2�5 �� �������� ν(x∗) = c(x∗) �����)� u = Uν́" #� ������ U �����!

#���  �����/ �� �&��� 2��(������5 �  �����/ �� ��������%� �� ����  ���$�	

Uf(a) = q(a) +
∑
y

p(y|a)f(y) +
∑
y∗

p(y∗|a)c(y∗), 2�
5

#� y ; ��(����� �&��< y∗ ; (����� �&���
B��#�� -� ������ V " %��� �����#���  �����/ �� ��������%� �  �����/ ��

�&���2�� ���$���� � ��(������5 ���	

V g(x) = sup
a∈A(x)

g(a). 2�G5

9������ ���������� 2�A5" ����������&� ������ V 	 ω(x, π) � V u(x)� D����
������� sup

π
��# $��/ �� ����/ &������ � �����)� ν � V u� .������ �� ���+��"

�� %��� ��� �����#+�)���% ���������

	
������ �� 2�(���� ������'��5� ����D π́ + <78�C=1� 7B�&81� >�����L�� 8 �7<�C�

Ź∗ � 1���D ∀x ∈ Xm '7>��8C�17 0 8�<'78�<1�>�= <��2&D �79'7<�C D�78��17>��D γ(·|x)
1� Am+15 �2&D 97>���<@�1&D 1� A(x)	 �&B&��4:& 1� '7:��2787�0 2�73� 2��08�11�
a 9 �79'7<�C7� γ � 27�&>�04:&>= 1� 8>�� 1�>�0'1&� 2�72�� 7B�&8174 >�����L�;4



$27 ������ ��	
�� ������� �����


π́5 �& 7��&��;�7 7B�&810 >�����L�4 π 8 �7<�C� Z∗5 �2� 1�9&8�;�=>� ��������
γ �� π́5 '791�:�;�=>� γπ́ � 7'&>0;�=>� K7��0C74

π(·|h) =
{
γ(·|x) '�& h = x ∈ Xm,

π́(·|h́) '�& h = xah́.

%���&'���� �� ����D π = γπ́ + <7B0�72 7B�&81&� >�����L�D γ �� π́	 U267 π́
��817���17 7'�&��C=1� <C� �7<�C� Ź∗5 �7<�

ν = V u. 2��5

W78�<�11�	 �$% #(���� ������'�� γπ́  ��#������$��� ����%��% 2�J5 ��(�#� ���'
��'$%#�	

ω(x, γπ́) =
∑
A(x)

γ(a|x)
(
q(a) + ώ(pa, π́)

)
. 2�J5

:���$��� π́ ; �������� �����$���2� ��� ����) �'�#� � �8��<@�11�� � 5" �
ώ(pa, π́) = ν́(pa)" � �'�#� � ��'$%#�  �����/ u ����%��% 2�J5 ��������)���% �

ω(x, γπ́) =
∑
A(x)

γ(a|x)u(a).

1�- #$% �+�' x ���#�$ γ(·|x) �����#+���� �� Ā(x) ⊂ A(x)" #�  �����%
u(a)(a ∈ A(x)) #�%'�) ��' ��������� V u(x)" � �����) ����%��% ��(�#� ��'$%#�

ω(x, γπ́) = V u(x) (x ∈ Xm). 2��5

�
-��)�&�� �� A3�12� ν �7<�C� Z∗ 8&��@�;�=>� :���9 73�120 ν́ �7<�C� Ź∗ ��2&�&
K7��0C��&I

ν = V u, u = Uν́, 2��5

<� 7'����7�& U �� V 9�<�1� K7��0C��& G�(H �� G�QH5 8�<'78�<17	

-��)�&�� �� �>10; >�C�2�7� ψ B�L��791�:17L7 8�<7B��@�11� A(x) : Xm → Am+1I

u(ψ(x)) = ν(x). 2�=5

W78�<�11�	 9� γ(·|x) �+�� ��%�� ���#�$" �����#+���� � #��� �&�� ψ(x) ∈ Ā(x)�
�

-��)�&�� �� U267 π́ ��817���17 7'�&��C=1� <C� �7<�C� Ź∗ � >�C�2�7� ψ + ��2&D5
�2 8 ��>C�<20 �5 �7 7B�&81� >�����L�� ψπ́ + ��817���17 7'�&��C=1� <C� '�73�>0
Z∗	

!� 2������� ������)������� *���&��� ������. ���������� ������)�3

��. ��������,� *� (��+��&� ��'�$�����" �+�� ���+���" - � ��� �#�$�
Z∗m = 0� ,�'$%��� �#�$� Z∗

0 , Z
∗
1 , . . . , Z

∗
n" #� Z

∗ = Z∗
0 � Z

∗
t ; ���#�� �#�$� ��#

Z∗
t−1� :����� ν �� u �#�$� Z∗

t ����&�� νt � ut+1" ��#���#� 2νt �����&��� ��
Xt" ut+1 �����&��� �� At+15� F������ ����'�#� q �� ������#��  ������ p �� At
����&�� qt � pt" ��#���#��

9'�#� � ����$������� �����#��' ����'�� � ����� νt � ut ��E%���� ��+
�(� ������ ������#�����%��	

νt−1 = V ut, ut = Uνt (1 � t � n), 2�>5
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#�

Utf(a) = qt(a) +
∑
y∈Xt

pt(y|a)f(y) + pt(y
∗|a)c(y∗), (a ∈ At, y∗ ∈ Xt),

Vtg(x) = sup
A(x)

g(a), (x ∈ Xt−1),

���&�� νn = r�
,������ 2�>5 ����������% ��81�11��& 7'�&��C=17>��� .������ Tt = VtUt"

�#� ����%��% �����$����� ������� � ��'$%#�

νt−1 = Ttνt. 2��5

9� #��'� ����%�� 2�>5"2��5 �� '����&�/ ���� νn = r ��$�#�� (&��$�)�
νn, νn−1, . . . , ν0�

��$� #$% �+�' t = 1, 2, . . . , n ��(���)� ��$���� ψt (�'�����&�' ��#(��!
+���% A(x) : Xt−1 → At �����" -

ut(ψt) = νt−1. 2�A5

9� ���)�&��� � ����� (����� ������'�% ϕ = ψ1ψ2 . . . ψn ) �������� ���!
��$��� #$% �#�$� Z∗ = Z∗

0 � ,���%��% 2�A5 �+�� ���������� � ��'$%#�

Tψtνt = νt−1,

#� ������ Tψt �����#���  �����/ �� Xt �  �����/ �� Xt−1 ��  ���$�

Tψtf(x) = qt[ψt(x)] +
∑
Xt

p(y|ψt(x))f(y) + pt(y
∗|a)c(y∗). 2�
5

%���&'���� �� ����D π + <78�C=1� 7B�&81� >�����L�� 8 '7��<1�D �7<�C� Z∗
k (k = 15

2, . . . , n) � ψt + <78�C=1� >�C�2�7�& B�L��791�:17L7 8�<7B��@�11� A(x) : Xt−1 → At
(t = 1, 2, . . . , k)5 �7<�

ω0(x, ψ1ψ2 . . . ψkπ) = Tψ1Tψ2 . . . Tψk
ωk(x, π). 2�G5

W78�<�11�	 B��$���) �  ��#������$��' ����%��% 2�J5"  ���$ 2��5" 2�
5 �� ��!
�#� ��������&�/ ��#����/� �

F���$� 2�G5 ���#&��� �� ����	 ����$����" %��� #�) (����� ������'�% ψ1ψ2 . . .
ψkπ �� ��������%" %�- ��������� ��������% � ����� &��� k" ��%��� ��  ���$���
�$��� ����� (����/ ������'�/ π�

"� 4��������� �)���������� *���� 0 < k < n� .��������" - �� ��#�����
[0, k] �� ������)��% (����� ������'�)� ρ" � �� ��#����� [k, n] ; (����� ������!
'�)� π2�(� ������'�% � ���#��� �#�$� ��%#�� k5� 9� ���$'�)� # 791�:�11� �)
G<7B0�20 >�����L�DH ����#� �������" - ���������)���% ������'�% ρπ�

%���&'����  � ����D L0 + '�7>��� PC���8 1� 8�<��920 [0, n]5 Lk + '�7>��� PC���8
1� 8�<��920 [k, n] � 1���D P ∗ρπ

x + �79'7<�C D�78��17>��D5 67 8�<'78�<�; '7:��2787�0
>��10 x � 7B�&81�D >�����L�V ρπ5 � �1�C7L�:17 P ∗π

y + �79'7<�C D�78��17>��D 1� Lk	
�7<� <C� 27@17L7 ξ = ξ(xkak+1 . . . xn) 9 Lk '��8&C=1� K7��0C�

E∗ρπ
x ξ = E∗ρ

x [E∗π
xk
ξ]. 2��5



$2$ ������ ��	
�� ������� �����


W78�<�11�	 �$% �+�' l = y0b1 . . . bkykbk+1 . . . yn �'�#� �  ���$� 2�5

P ∗ρπ
x (y0b1 . . . yn) = P ∗ρ(cyk)P ∗π

yk (ykd), 2=J5

#� c = y0b1 . . . bk" d = bk+1 . . . yn� K�#�!%��  ������ ξ � ������ Lk �+�� ������!
���� %�  ������ � ������ L0" %�� �� ��$�+��� ��# x0a1, . . . , ak� D�� #��+��
����� �� $��� &������ ������� 2=J5 �� ξ(ykd) �� ��#����)� � ���� �$%���

E∗ρπ
x ξ =

∑
cyk

P ∗ρ
x (cyk)

∑
d

P ∗π
yk

(ykd)ξ(ykd). 2=�5

C$� P ∗π
yk (yd) = 0 ��� y �= yk" ���∑

d

P ∗π
yk (ykd)ξ(ykd) =

∑
yd

P ∗π
yk (yd)ξ(yd) = F (yk). 2=�5

.�#����$%)� 2=�5 � 2=�5" ����������
∑
cyk

P ∗ρ
x (cyk)F (yk) = E∗ρ

x F (xk)" �����)�  �!

��$� 2��5� �

-��)�&�� � 2@�������� �$���������5� ����D ν(y) = P ∗ρ
μ {xk = y} (y ∈ Xk)5 �7<�

<C� 27@17L7 μ

E∗ρπ
μ ξ = E∗ρ

μ [E∗π
xk
ξ].

?72����5

E∗ρπ
μ ξ(xkak+1 . . . xn) = E∗π

ν ξ(xkak+1 . . . xn). 2==5

W78�<�11�	 B��$���) � 2��5 �� �������
∑
y∈Xk

ν(y)P ∗π
y ξ = E∗π

ν ξ� �

F���$� 2==5 �����#&�)" - ���#�$ ���������� #$% &������ ���)����/ ��
��#����� [k, n] ��� ��#��� ���#�$� ����� xk �� ��$�+��� ��# ���#�$� μ � ������'�/
ρ� 8����� �$����" ����������� ��'�� 3���(����'4 (ξ) %�- ��#�� 3��������)4
(ν) �� ��$�+��� ��# 3����$'4 (μ, ρ)� 0� � ) ����������1 �)��������1�

D���� ��������)� ��������� �$��������� #$% �'" -( ������ ��$�#� ��!
�����$�� [0, k] �� [k, n] � ����� (����/ ������'�/ ρπ� 9������)�  ���$� 2==5 #

 �����/ ξ =
n∑

t=k+1

[q(at) + c(x∗t )] + r(xn) �� �����)�

ω(μ, ρπ) =
k∑
t=1

E∗ρπ
μ [q(at) + c(x∗t )] + ω(ν, π) =

k∑
t=1

E∗ρ
μ [q(at) + c(x∗t )] + ω(ν, π). 2=>5

H��� �  ���$� 2=>5 ����+�) ����� ω(μ, ρ) ������'�/ ρ ��� ��$����  ���$����
�$���" �(� ω(μ, ρπ) = ω(μ, ρ) + ω(ν, π)�

@+�� #���  ���$� 2=>5 � ���� �������������� 9'�#� � 2G5 ��
ν(y) = P ∗ρ

μ {xk = y} (y ∈ Xk) �����)�

ω(ν, π) =
∑
y

ν(y)ω(y, π) = E∗ρ
μ ω(xk, π),

ω(μ, ρπ) = E∗ρ
μ [

k∑
t=1

q(at) + ω(xk, π)]. 2=�5
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:�+�" ����� (����/ ������'�/ ρπ #�����) ����� (����/ ������'�/ ρ ���  ���$�!
��� �$��� ω(·, π) � ����� k�

#� *������ &��������� �������������� *���� Z∗ ; �#�$� �� ��#�����
[0, n] � ����� 0 � s < t � n� .���&�� Z∗

s,t[f ] ; �#�$�" %�� #��+���� � Z
∗"

%�- ������� �������$ [0, n] # [s, t] � �����&��� � ����� &��� t  ���$��� �$��� f �
:����� �#�$� Z∗t

s " %�� ��#���#�)  ���$���� �$��� f " ����&�� ν
t
s[f ]� B�#�" -

νts[f ] = (V U)t−sf = T t−sf �� X �
9��#�� ∀t ∈ [0, n] �����$��� ����%��%

νn0 [r] = νt0[ν
n
t [r]] �� X0 (r ��#��� �� Xn). 2=A5

,���%��% 2=A5 ������$��� ����%��%� �����$����� 2�>5 �� '����&��� �����
B� ����+�) ������� &��������� �������������" �'�#� � %��� #$% ���!
������/ ��������% �� ����+�� [0, n] ���  ���$���� �$��� r �+�� ��&���� �����!
������ ��������% �� ����+�� [t, n]2��� ��� �����  ���$���� �$���5" � ���� �����!
������ ��������% �� ����+�� [0, t] ���  ���$���� �$��� νnt [r]�

9�����" � ����%��% 2=A5 ���$���) ����	 %�- π′′ ; �������� �����$���
(����� ������'�% #$% Z∗n

t ���  ���$���� �$��� r � π′ ; �������� �����$��� (���!
�� ������'�% #$% Z∗t
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