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�� �	�%��
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��� 	�!�������� �� ������ �������������
���� 	�!
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4��5��� ����& ��	
����� ������	� 	�!
�� ����	�
��	���
�	����	�

�� ������ �	
������� ��������� ����������� � �
������� ����	������
��������� �
 �� ����
��������  ����!���! ���	��"���� #
�
�$�� 
������� %����!
&
��'� (
�!
���& ���� )�������& '��� *!����& '�'� %
����� �
 ��+� ���	��"��
,
	 ���!����- ��������� ��	��� F (X)& �� F . ���
��
���� ������� � �
�������
��!�
���� 
#� �������$�� ����������

' ��/�	��
 !� ��
���& ��	 ������� F �
	�"�$ �� �	
�� ���!
	$��
���������� 0�� �	
� ���	� 1��� 2���� � /�3�/�� / ���	��"����! ��!���/��,
�� ��!�
���� ��������� !����
! ������ �#������ �������� 4����!5� 6���	$�
������
	$�
 �����!
 2����
 ������"� & 7� ��!��!����/! ��
��$ ���� ����	����
�������� ������ !����/! ����� ������
	$�� �����������& �� ���	��"���� ��/��
�����������& �/�
���� �
 �	
�� ��!�
����& �� ���
 �����#
 �
��" �/�
�� ��
�	� !����/!��& ��#�� ��
�-�
� / �������
! � �
������� ��!�
�����

*���# �������� ������
	$�� �����!� 2����
 �
 �	
� ���������& +�+�&
��" ��!�
��& !���� ��/�	�� ��������� � ��+� �
��������& /����!
& � �
����,
���� !���/���� ���������� �	� ��������� � �
������� !���/���� ��������� �

���+� �	
� ���
 �"� /�
�
�
 /
�
�
 ����&.�/�0 �������
& ��#�� �����,
�
��� ��"��� !����� dX �
 ������� X !���� dF (X) �
 �������� F (X)� %
�
	$��
���#	�!� !���/
��� ��������� ��	��� F (X) ����!�	-�
� �
��" ���� )������� �
/�3�/�� / ���	����! �	
��� ������
	� !���/���� � ��	��! !���/���� ������,
����

�© �������	 
�� ���
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% ��	��� �
 +���� /
������
��� �	$��
!���� ���#	�� /�
����� �
#��
 ��,
������� ���
 /
�
�
 123�������&.�/�0 ��������� ��	��� F (X) �	� �	$��
!����,
�� ��������� X � 8
�
�
 !�& 7� !����
 d �
 !��"�� X �
/�
 �$�� 123�������
�&456& ��7� �	� ��� ����
�� �	$�� ���������$ �������


d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(z, y)}, x, y, z ∈ X.

�	$��
!���� ������� ���
-�$ � ��/�� �#	
���� !
��!
�� �
 �� /
�����,
�
�$& /����!
& � ��!
���� !�� �����
!��
��� �
 ���	-������ #��	����� �	$��
!��,
�/
��- ��������� �������������& �
 �!��������� !�� ����"
	 � 9�:;�

8
+
 !��
 . �������� ����� ����"
�� ��/�	$�
� �
 �
������- ��/!�� 4��
�,
��!�����5 !������ ���������� <�/!�� !������ ������� /
����
�"��� � !
��,
!
��� � ��
�� 9�; 4��� �
��" 9�;5� 6��
���! �
��! ������� ��/!���� !��������
�������� ��������� ���	��"�-�$� 8
 �	
� ��/!�� !������ ��������� ����,
�����$�� ��/�� ��/�	$�
� � ��������� ������ !������ ���������� %����!
& #
�
��
��
�$ ��������� ����������- �����! (
�
�
 ��� �����-�� ����#�
"���� �
 �	
�
����#�
"��$ ��/!�� !������ ����������

%
��
"!� �
��"& 7� ���
���! �
��! /�
����� /
������
��� ��/!�� !����,
�� ��������� �� ��	$����
��� ��	$����� �#�
/�� 9:;� 8�7��
���& ��/!�� �	$��
,
!������ ������� /
������
�� �� �#	
��� �	�� . �� ����!
�
 ���	��� ��
#�	$����$
������������ ������$& ��� ���
-�$ ��� �
� 
�
	�/� ����� 
	����!�� 9=;�

8
+�- !���-  ��/!�
 �	$��
!���/
��� ��������� ��	��� F (X) �	� ����,
�� +������ �	
�� ��������� F � �
������� ��!�
���� ���������& 
 �
!� �	
��
���!
	$�� ����������

�� �����	
 �
����
�

�	�	 75.�&�� ����&89� '�5:�5�&	 8
�
�
 !�& 7� ����������- >,���!�- �
/,
�
-�$ #��
��� ����
��- ∗ : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1]& ��
 /
����	$�� �!��?

4�5 ∗ 
����
���
 � ��!��
���
@
4��5 ∗ ���������
@
4���5 a ∗ 1 = a �	� ��"���� a ∈ [0, 1]@
4�A5 a ∗ b ≤ c ∗ d& ��7� a ≤ c � b ≤ d& �� a, b, c, d ∈ [0, 1]�

4������� �
"��& ���������
 >,���!
 . �� #��
��
 ����
��� ∗ : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1]
�
�
& 7� �����
 ([0, 1],≤, ∗)  ���������
�! 
#�	��! ����	�����! !������! / ��,
���- ��5 B��	
�
! >,���!  ������� a ∗ b = ab �
 a ∗ b = min{a, b}�

��	���		� �� ;<	 =>5�?>@ A	 �������9� 9�& CDEF�>�GF �;B	 75.�&�&� ����&89&�
'�5:�5�5� 9�.&C�6�3 1'5��?45C�91 ���D41 (X,M, ∗) ��41@ E5 X * 9�'5�5>9�
�95>&9�@ ∗ * 9�'����C9� %�95��� � M * �5.�&�� �95>&9� 9� X × X × (0,+∞)@
E5 .�?5C5239�F 1�5C& ?2� C:�� x, y, z ∈ X@ s, t > 0G

4�5 M(x, y, t) > 0H
4��5 M(x, y, t) = 1 �5?� � 2&I� �5?�@ 452& x = yH
4���5 M(x, y, t) = M(y, x, t)H
4�A5 M(x, y, t) ∗M(y, z, s) ≤ M(x, z, t+ s)H
4A5 J194/�� M(x, y,−) : (0,+∞) → (0, 1] 9�'����C9�	
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)�����- M �
/�
-�$ �5.�&�56 ����&456 �
 X 4�������� ∗5� %
��
"!�&
7� �	� ��"���� !�������� �������� (X, d) �������

Md(x, y, t) =
t

t+ d(x, y)

 ��/!��- !�����- �
 X �	� >,���! ∗ = min�
8���	
��� ���
/
�& 7� ������� M(x, y,−) ����
��
 �	� ��"�� x, y ∈ X

4���& �
���	
�& 9�;5�
H�7� /
!��� �!��� 4�A5 � �/�
����� � �
 �!���
(iv′) : M(x, y, t) ∗M(y, z, t) ≤ M(x, z, t),

�� ! ����"!� �/�
����� �5.�&�50 123�������&4& �
 !��"�� X & ��7� � �!���
4A5 �!
�
�& 7�# ������� M(x, y,−) : (0,+∞) → (0, 1] #�	
 ����������- /	��
& ��
����"!� ������� �5.�&�5K5 ;123���B����&895K5 '�5:�5�1 � ����� 9�;�

8��
� (X,M, ∗)& (X ′,M ′, ∗) . ��/!�� !������ �������� ����#�
"����
f : X → X ′ �
/�
-�$ 9��5.��K168&�& ��7� M ′(f(x), f(y), t) ≥ M(x, y, t) �	� ��",
�� x, y ∈ X & t > 0� 6������& 7� ��/!�� !������ ������� 4�������� ���� � � �� �
" >,���! ∗5 �
 ����/����-�� ����#�
"���� �����--�$ �
������- 4��/�
�
 �$��
FMS(∗)5�

�	�	 L194�5�& C 4���K5��0 45�'�4�9&� '�5:�5��C	 8��
� n ∈ N � Kn �/�
�
 
�
������- �������� ��������� ����"����� ≤ n� B�/�
�!� ����/ Comp �
����,
��- ��!�
���� �
��������� ��������� � ���������� ����#�
"��$� 8��
� �
��"
Compf . �� ����
������� ��������� ��������� 4I��������� !��"�5� <�/�	���!�
�
�� �	
������� ���
��
������ �������
 F : Kn → Comp?

�5 F !���!����� 4��#�� /#����
 ��	
�����5@
�5 F ���!����� 4��#�� /#����
 ����#�
"���� �
5@
J5 F /#���/
 ������@
K5 F /#����
 ����� � ����"�- !��"���

0� �	
������� �/��� / �/�
����� ���!
	$���� �������
 � �
������� ��!�
����
����	������ ��������� 4��� 9��;5� H�7� ������� F /#����
 ��	
�����& �� �	�
��"���� A ⊂ B ������� �����"�� !��"�� F (A) / ����������- ���!��"��-
� F (B)� �	
������$ �������� �/�
�
 & 7� F (∩αAα) = ∩αF (Aα) �	� ��"��� ��!3�
{Aα} ���!��"� � X � �	� ��"���� a ∈ F (X) !��"��

supp(a) = ∩{A ⊂ X | a ∈ F (A) ⊂ F (X)}
�
/�
-�$ 95:�F� ���� a�

)������ �
/�
-�$ J�9��9&�& ��7� ��� ��������$ �#3 �� �
������� Kn �
��������� ��������

B��	
�
! ���������& 7� /
����	$��-�$ �
������ �7� �!��&  ?
�5 ������� G,�!�������� ������� SPn

G� 8
�
�
 !�& 7� �������
 G ���� Sn

���� ������
����� !��"� {1, . . . , n} 4�!������� ����5 �� �
 n,� ������$ Xn

�������� X ������
����
! ������
�? ��7� σ ∈ G � x = (x1, . . . , xn) ∈ Xn& ��
σx = (xσ(1), . . . , xσ(n))� B������ ��#�� �� � ��� ��/�
�
 �$�� SPn

G(X)� �	� ��"����
x = (x1, . . . , xn) ∈ Xn ����/ [x1, . . . , xn] ��/�
�
 �$�� ��#��
& 7� !����$ x� �	�
��"���� ����#�
"���� f : X → Y ����/ SPn

G(f) : SP
n
G(X) → SPn

G(Y ) ��/�
�
 !�



&'6 ��������	 
������

����#�
"����& 7� �� /
 ���!�	�-

SPn
G(f)([x1, . . . , xn]) = [f(x1), . . . , f(xn)];

�5 ������� n,�� ������!�������� ������� expn� �	� ��"���� �������� X
���
� expX �/�
�
 !��"�� ���� ������"��� ��!�
���� ���!��"� � X � �	�
��"���� �
���
	$���� n ���
� expn X �/�
�
 ���������� � expX & �������� ��!,
�
��
! ����"����� ≤ n@

J5 ������� Pn �!��������� !�� / �����! ����"����� ≤ n� 8��
� X ∈ Kn� L���
!��"�
 Pn(X) . �� !��"�
 ���!
	$�� ��!#��
��� ��	���

∑{
αxδx | x ∈ X, αx ≥ 0,

∑
x∈X

αx = 1

}
.

����!�& 7� �	� ��"���� ���!
	$���� �������
 F ���� ������� ������������
η : 1 → F & �� 1 �/�
�
 ����"�� ��������

�� ��	�	�� ���������� 8��
� (X,M, ∗) . ��/!�� �	$��
!������ ����,
���� �	� ��"�� r ∈ (0, 1) � t > 0 ���
� Br,t(x) = {B(x, r, t) | x ∈ X}� '��"�

Br,t(x) �
/�
 �$�� 412�6 . /�9��5� C x ��?�1:� r ?2� '�������� t�

���� �� ���M� Br,t ?&.M694�9�	

��������� !�"�
 /�
�� � 9�J;�
�	� ��"�� r ∈ (0, 1) � t > 0 ���
� qr,t : X → X/Br,t = {B(x, r, t) | x ∈ X} .

�
����,����#�
"����� 6/�
�!� ������- MF : F (X)× F (X)× (0,∞) → [0, 1] ���,
!�	�-

MF (a, b, t) = inf{r > 0 | F (qr,t)(a) = F (qr,t)(b)}.
������ �� L194/�� MF F �5.�&�56 123�������&456 9� �95>&9� X	

=5C�?�99�	 ������!� ����
���& 7� ������� MF �������� �/�
���
� 8��
� t > 0�
M��� x0 ∈ X �
 r ∈ (0, 1) �
��& 7�

supp(a) ∪ supp(a) ⊂ B(x0, r, t).

L��� F (qr,t)(a) = F (qr,t)(b) = ηX(qr,t(x0))�
6������& 7� MF (a, b, t) = MF (b, a, t) �	� ��"�� a, b ∈ F (X) � ��"���� t > 0�
8��
� a, b, c ∈ F (X)� 8��
� MF (a, b, t) = r1& MF (b, c, t) = r2� 8� /!��+�-�

/
�
	$�����& !�"�!� ��
"
�& 7� r1 ≤ r2� L��� ���� h : X/Br1,t → X/Br2,t �
��& 7�
hqr1,t = qr2,t� L��� ����"� !�

F (qr2,t)(c) = F (qr2,t)(b) = F (h)F (qr1,t)(b) = F (h)F (qr1,t)(a) = F (qr2,t)(a),

��!�

MF (a, c, t) ≥ MF (a, b, t) = min{MF (a, b, t),MF (b, c, t)} = MF (a, b, t) ∗MF (b, c, t)

4����	$�& �� 	���� #
��& min  �
�#�	$+�- / ���� t,���!5� 0� ������$ �!��� 4�A5
/ �/�
����� ��/!��� !�����

8�����������$ ������� t �→ MF (a, b, t) : (0,∞) → (0, 1] ��	�
 /� ������������
������ �������
 F � ������������� ������� t �→ M(x, y, t) : (0,∞) → (0, 1]� �
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������ �� ����D f : X → Y * 9��5.��K168� C�?5N��>�99� �5.�&�&� ����&89&�
'�5:�5��C (X,M, ∗) �� (Y,N, ∗)	 �5?� C�?5N��>�99� F (f) : F (X) → F (Y ) 9��5.���
K168� :�5:5C95 �5.�&�&� ����&4 MF �� NF 	

0� ��� �����! �����
�$ ��� ��& 7� F  ���
��
���! ��������! �
 �
�������
FMS(∗)5�
������ �� ����D X * 45�'�4�9&D '�5:���	 �5'525K�� 9� F (X)@ '5�5?>�9� �5.�
�&�56 123�������&456 MF @ ?5��C96F C&��?9�D �5'525K�0 9� F (X) �5?� � 2&I�
�5?�@ 452& F * J�9��9&D J194�5�	

=5C�?�99�	 8��
� F (n) . ����������
 !��"�
� 8� /!��+�-� /
�
	$�����& !�"�

��
"
�& 7� ���� ��������
 !��"�
 A ⊂ X �
�
& 7� !��"�
 K = {a ∈ F (X) |
supp(a) = A} ����������
� 8��
� t > 0� B��!�!� r0 = max{M(x, y, t) | x, y ∈ A&
x �= y}� L��� �	� ��"���� r ∈ (0, r0) � �	� ��"�� a, b ∈ K& a �= b !
 !� F (qr,t)(a) �=
�= F (qr,t)(b)� %���� #�/��������$� ��	�
 & 7� MF (a, b, t) ≥ r0 �	� ��"�� a, b ∈ K&
a �= b� % �
�
����/
��� ��!�
������� � ��/!�� !������ �������
� ��	�
 & 7�
������� F (X) ����!�
����� �

8��
� B ∈ expX � �	� ��"�� a ∈ X � t ∈ (0,∞)& ���
�

M(a,B, t) = sup{M(a, b, t) | b ∈ B}
4��� 9��;5�

<�/!�
 !����
 N
������
 MH �
 ������������� expX �/�
���
 ���!�	�-?

MH(A,B, t) = min

{
inf
a∈A

M(a,B, t), inf
b∈B

M(A, b, t)

}

4��� 9O;5�

�������		� �� Mexpn
?5��C96F .C1>�996 ����&4& O�1:?5�J� MH 9� expn X	

H�7� (X,M, ∗) . ��/!�� !������ �������& �� ������� M̃ : SPn
GX×SPn

GX×
(0,∞) → [0, 1]& �/�
���
 ���!�	�-

M̃([x1, . . . , xn], [y1, . . . , yn], t) = max
σ∈G

min
i=1,...,n

M(xi, yσ(i), t),

 ��/!��- !�����- �
 !��"�� SPn
GX �

�������		� �� P�F�5 M̃ = MSPn
G
	

Q	�	 A�&�5?9� '����C5��99�	 8��
� F1, F2 . ���!
	$�� ������� � �
�������
��!�
���� ��������� � ϕ : F1 → F2 . ��� ������� �������������

�������		� �� R4E5 (X,M, ∗) * �5.�&�&D ����&89&D '�5:���@ �5 C�?5N���
>�99� ϕX F 9��5.��K168&� C�?5N��>�99�� �5.�&�&� ����&89&� '�5:�5��C
(F1(X),MF1 , ∗) � (F2(X),MF2 , ∗)	
=5C�?�99�	 ��������� ����"� !� #�/��������$�- ���������-�

�
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S	�	 �9I� 4���K5��0 �5.�&�&� ����&89&� '�5:�5��C	 <�/!�� !������
������� (X,M, ∗) �
/�
-�$ 5:95C9&�& ��7� ��!3� {B(x, r, t) | r ∈ (0, 1)}  #
/�- �
����� x ∈ X �	� ��"���� x ∈ X � ��"���� t > 0�

8��
� (X,M, ∗) . ��/!�� !������ �������� <�/!�� !����� M �
/�
-�$
:&23956 4��� 9J;5& ��7� ���
 /
����	$�� ���������$

M(x, z, t) ≥ M(x, y, t) ∗M(y, z, t)

�	� ��"�� x, y, z ∈ X � t > 0�
%
	+
 !� �������- ���#	�!� ����������� �������� �7� ��/�	$�
��� �


�	
� ������� � �	$�� ��/!�� !������ ����������
S	�	 �9�10/�59�:�:34� �5.�&�� 123�������&4&	 2�# ����!�	-�
� �
��

�/�
����� �������������$���� !�������� ��������& �
! ���
����� �� �/�
�����
>,���! #��� �����#�� �/�
����� >,�����! 9��;�

(��
��
 ����
���  : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] �
/�
 �$�� ����������- >,�����!�-&
��7�  /
����	$�� �!��?

4�5  ��!�����
 � 
����
���
@
4��5  ���������
@
4���5 a  0 = a �	� ���� a ∈ [0, 1]@
4�A5 a  b ≤ c  d& �� ��	$� a ≤ c PFQ b ≤ d �	� ���� a, b, c, d ∈ [0, 1]�

��	���		� �� AM����4� (X,M,N, ∗, ) 9�.&C�F�3:� �9�10/�59�:�:34&� �5.�&�&�
����&89&� '�5:�5�5�@ �4E5 X * ?5C�239� �95>&9�@ ∗ * 9�'����C9� %�95���@  *
9�'����C9� %�4595���@ M,N : X2 × (0,∞) → [0, 1] .�?5C5239�6�3 1�5C&G

4�5 M(x, y, t) +N(x, y, t) ≤ 1 ?2� C:�� x, y ∈ X � t > 0H
4��5 M(x, y, 0) = 0 ?2� C:�� x, y ∈ XH
4���5 M(x, y, t) = 1 ?2� C:�� x, y ∈ X � t > 0 �5?� � 2&I� �5?�@ 452& x = yH
4�A5 M(x, y, t) = M(y, x, t) ?2� C:�� x, y ∈ X@ t > 0H
4A5 M(x, y, t) ∗M(y, z, s) ≤ M(x, z, t+ s) ?2� C:�� x, y, z ∈ X � s, t > 0H
4A�5 ?2� C:�� x, y ∈ X J194/�� M(x, y,−) : (0,∞) → [0, 1] 9�'����C9�H
4A��5 limt→∞ M(x, y, t) = 1 ?2� C:�� x, y ∈ X � t > 0H
4A���5 N(x, y, 0) = 1 ?2� C:�� x, y ∈ XH
4�R5 N(x, y, t) = 0 ?2� C:�� x, y ∈ X � t > 0 �5?� � 2&I� �5?�@ 452& x = yH
4R5 N(x, y, t) = N(y, x, t) ?2� C:�� x, y ∈ X � t > 0H
4R�5 N(x, y, t) N(y, z, s) ≤ N(x, z, t+ s) ?2� C:�� x, y, z ∈ X � s, t > 0H
4R��5 ?2� C:�� x, y ∈ X@ J194/�� N(x, y,−) : (0,∞) → [0, 1] 9�'����C9�H
4R���5 limt→∞ N(x, y, t) = 0 ?2� C:�� x, y ∈ X	

�5?� '��� (M,N) 9�.&C�F�3:� �9�10/�59�:�:3456 �5.�&�56 ����&456 9� X	

B������ �
/�
� �
�� (M,N) �9�10/�59�:�:3456 �5.�&�56 123�������&�
456 �
 X & ��7� ���
����� /
����	$��-�$�� �!��

4A35 M(x, y, t) ∗M(y, z, s) ≤ M(x, z, t+ s) �	� ���� x, y, z ∈ X � s, t > 0@
4R�35 N(x, y, t) N(y, z, s) ≤ N(x, z, t+ s) �	� ���� x, y, z ∈ X � s, t > 0�

*���!�	- !� ���#	�!�? � !�"�
 �������� ���!
�� �7� ��/�	$�
� �
 �,
�
��� �������������$�� ��/!�� �	$��
!������ ���������S
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