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Під час моделювання механічних, радіотехнічних, фізичних, біологічних 

та інших процесів виникає потреба у вивченні диференціальних рівнянь з 
імпульсною дією [1]. Питанню існування періодичних розв’язків системи 
диференціальних рівнянь з імпульсною дією у фіксовані та нефіксовані 
моменти часу присвячено багато праць, наприклад, [1-4]. 
Наша праця є продовженням досліджень [4] та розглядає систему 

диференціальних рівнянь з імпульсною дією в n -вимірному просторі в 
моменти часу, що визначаються самим розв’язком системи, досліджуються 
умови існування простих періодичних (тобто таких, що мають один імпульс 
на періоді) розв’язків такої системи, побудовано прості періодичні 
розв’язки.  

1. Формулювання задачі. Розглянемо динамічну систему з імпульсною 
дією, визначену в просторі n¡  системою звичайних диференціальних 
рівнянь 

    0, , ,
dy

Ay t t t
dt

    (1) 

з початковою умовою 

  0 0y t y  (2) 

та умовою імпульсної дії 

    0 0 ,y t y t g     коли   00 ,y t D   (3) 

де А  - матриця зі сталими коефіцієнтами розміру n n , 0
ny  ¡ ; 

  0 1:nD y y c  ¡  - задана гіперплощина;   1 1 2 2 n ny b y b y b y     - 

лінійний функціонал; 1 1 2, , , , nc b b b  - сталі;  1 2, , , ng g g g   - заданий вектор. 

Процес відбувається так: точка   ,t y t , вийшовши з початкового 

положення  0 0,t y , з перебігом часу t  виконує рух по кривій 
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       1
0 0 0; : , , ,nt y t y t t y t t t  ¡ , де    0 0, ,y t t y t  - розв’язок 

системи рівнянь (1). Рух по кривій відбувається до моменту часу 

1 0   t t t  , коли точка   ,t y t  потрапляє на гіперплощину 0D . В момент 

1  t t  відбувається "миттєва" зміна положення точки   ,t y t  за 

законом (3), тобто відбувається перекидання з точки   1 1,t y t  в точку 

 1 1,t y , де  1 1y y t g  . Внаслідок цього точка   ,t y t  продовжує рухатися 

по кривій        n + 1
1 1 1, : , , ,t y t y t t y t t t  ¡ , що є розв’язком 

диференціального рівняння (1) з початковою умовою  1 1y t y , до 

наступного моменту часу  2 2 1t t t , коли   ,t y t  знову потрапить на 0D . У 

цей момент точка   ,t y t  виконає моментальне перекидання з положення 

  2 2,t y t  в положення     2 2 2 2, ,t y t y t g  , після чого рухатиметься 

кривою        1
2 2 2, : , , ,nt y t y t t y t t t  ¡ , де    2 2, ,y t t y t  – 

розв’язок диференціального рівняння (1), що задовольняє умову  2 2y t y , 

до нового натрапляння з 0D  і т.д. 

Розв’язком задачі (1)-(3) назвемо функцію  y t , яка неперервно 

диференційовна на кожному інтервалі  1,k kt t  , де 0,1,k   , kt  – моменти 

імпульсної дії, тобто   0,ky t D k  ¥ . У точках kt  функція  y t  неперервна 

зліва і має розриви першого роду. 

Розв’язок задачі (1)-(3) існує, єдиний і визначений для всіх  0,t t  , 

оскільки для кожного  1, , 0,1,k kt t t k    розв’язуємо задачу Коші для 

системи звичайних диференціальних рівнянь з відповідною початковою 
умовою: 

 - (2), якщо   0k   і  0 0y t D ; 

 -    0 00y t y t g   , якщо   0k   і  0 0y t D ; 

-    0 0k ky t y t g    , якщо 1,2,k    і   00ky t D  . 

Розв’язки задачі (1)-(3) можна поділити на два типи: 
1) такі, що не зазнають імпульсної дії – інтегральна крива системи (1)-(3) 

не перетинає гіперплощину 0D ; 
2) такі, що зазнають імпульсної дії – інтегральна крива системи (1)-(3) 

перетинає гіперплощину 0D . Поведінка розв’язків задачі (1)-(3) у цьому 
випадку вивчена лише для частинних випадків. 
Позначимо 

   1 2 1 1 2 2 1, , , : ,n
n n nD y y y b y b y b y c      ¡   

   1 2 1 1 2 2 1, , , : ,n
n n nD y y y b y b y b y c      ¡   
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    1 1 2 2 2 0, , , : , , , ,n
g n n nD y g y g y g y y y D       ¡   

       1 1 1 2 2 2 2.n n nb y g b y g b y g c        

Нехай  A  спектр матриці A . Інтегральна крива системи (1)-(3) 

перетинає гіперплощина 0D , якщо: 

 1A :   max Re 0A    , або   , 1,k kA i k n      ,  \ 0 ¡  та 

0 0y D D U ; 

 1B :    min Re 0A   , або   , 1,k kA i k n      ,  \ 0  ¡  та 

0 0y D D U . 

Щоб виконати імпульсні дії більше одного разу для випадку  1A , треба 

щоб гіперплощина gD  перебувала в D , що еквівалентно співвідношенням 

   1 1 2 2 1 2 2 11,1A , 0 ,: n nb g b g b g c c c c        

для випадку  1B  необхідно, щоб гіперплощина gD  перебувала в D , що 

еківвалентно співвідношенням 

   1 1 2 2 2 1 1 21,1B , 0,: n nb g b g b g c c c c        

де  1 2, , nn b b b    вектор зовнішньої нормалі D , початок координат 

належить до D . 

Розглянемо випадок  1A  з умовою  1,1A , випадок  1B  з умовою  1,1B  

розглядають аналогічно. 
2. Існування простих періодичних розв’язків.  
Означення. Періодичний розв’язок задачі (1)-(3) назвемо простим, якщо 

відстань між його сусідніми моментами імпульсів постійна і дорівнює 
періоду цього розв’язку. 
Нехай матриця A  має дійсні власні значення. 
Зафіксуємо гіперплощину 0D  і вектор g , та визначимо умови існування 

простого періодичного розв’язку задачі (1)-(3) (тобто, існування 0 0y D , при 
якому розв’язок задачі (1)-(3) буде простим періодичним), знайдемо вигляд 
простого періодичного розв’язку. 
Координати 0y , при такому формулюванні задачі, будуть координатами 

нерухомих точок оператора  

  0 0: , ( ) ,TAF D D F y e y g     

які визначаються системою 

  ,TAy e y g   (4) 

де 0y D ,  T   період розв’язку; 0T  ; TAe   експонента оператора TA . 
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Тобто, існування простих періодичних розв’язків задачі (1)-(3) зводиться 
до існування нерухомих точок оператора F . 

Зведемо матрицю A  до жорданової форми 1J B AB , (B  - матриця 
переходу від базису 1 2, , , nx x x  до базису 1 2, , , ny y y ) та розглянемо 
спочатку задачу 

    0, , ,
dx

Jx t t t
dt

    (5) 

з початковою умовою 

  0 0x t x  (6) 

та умовою імпульсної дії 

       00 0 , 0 ,x t x t h x t S       (7) 

де  

1
0 0x B y , 1h B g , 0 0x S S U ,  0 1 1 2 2 1: ,n

n nS x a x a x a x c    ¡  

 1 1 2 2 1: ,n
n nS x a x a x a x c    ¡  1 1 2 2 1: ,n

n nS x a x a x a x c    ¡  

1n B n% ,  1 2, , , nn a a a %  – вектор зовнішньої нормалі S ;  1 2, , , nn b b b   

– вектор зовнішньої нормалі D ; умова  1,1A  набуває вигляду 

 1 1 2 2 2 1,n na h a h a h c c     2 1c   c   0  ,  

де  1 2, , , nh h hh   

Дослідимо спочатку питання існування простих періодичних розв’язків 
задачі (5)-(7), яке зводиться до існування нерухомих точок оператора  

  0 0: , ( ) ,TJS S x e x h       

що визначаються системою 

   0, .TJx e x h x S    (8) 

Лема 1. Нехай 1 2, , , n    – дійсні власні значення матриці J . Тоді для 

заданих  0S  та h  існує єдиний простий періодичний розв’язок задачі (5)-(7) 
за виконання однієї з умов: 

1) 1 2 0n          з геометричною кратністю n ; 

2) max 0k
k

  , ( )k j k j    та 
1

0.
n

j j

j j

a h



  

Доведення. 1. Нехай 1 2 0n          з геометричною кратніс-
тю n , тобто розмірність власного простору, що відповідає власному 
значенню  , дорівнює n . Тоді система (8) набуває вигляду 
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L   

та має єдиний розв’язок 

 1 1 1 2 1 1
1 2

2 1 2 1 2 1 2

1
, , , , ln .n

n

c h c h c h c
x x x T

c c c c c c c
    

  
  

Тобто, при заданих 0S  та h  однозначно визначаються координати 
нерухомої точки оператора Ф. Отже, існує єдиний простий періодичний 
розв’язок         1 2, , , nX t X t X t X t   задачі (5)-(7), який на своєму 

періоді T  набуває вигляду 

 2 1 2 2 2
1 2

2 1 2 1 2 1

( ) , ( ) , , ( ) (0 ),
t t tn

n

c h c h c h
X t e X t e X t e t T

c c c c c c
       

  
  

де 1

2

1
ln

c
T

c
 . 

2. Всі власні значення матриці J  дійсні, від’ємні і попарно різні. У цьому 
випадку систему (8) запишемо у вигляді 
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L   

розв’язком якої є координати нерухомої точки оператора Ф 

 
1 2

1 2

1 1
1 2, , , ,

1 1 1

n

n

T T T
n

nT T T

h e h e h e
x x x

e e e

  

     
  

  

а період T  знаходимо з рівняння  

 
1 2

1 1 2 2
2.1 1 1 n

n n
T T T

a h a h a h
c

e e e  
  

  
 (9) 

Нехай  1
1,

min k
k n

 


 . Помножимо співвідношення (9) на  11 Te  та 

розглянемо функцію 
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1 1 1

1

2 31 1 2 2 3 3 2

1 1 1
1 ,

1 1 1 n

T T T
T

n nT T T

e e e
f T a h a h a h a h c e

e e e

  


  

  
     

  
  

 0,T   . Оскільки існування нулів функції f  еквівалентне існуванню 
розв’язку рівняння (9), то правильна гранична поведінка 

  1lim 0
T

f T c


   , 

  1 1 1
1 1 2 2 3 3

0
2 3

lim 0n n
T

n

f T a h a h a h a h
  
  

      за умовою теореми. Крім 

того, 

  
 

 

1 1

1 11
1 2 1 22

2

1

11

j

j
j

T T Tn
jT T

TT
j

e e e
f T c e c e

ee

  
 



 
 



              
   

  
 

1

1 2
2

1
0

1
j

j

Tn
T

j T
j

e
e

e





 




  


   

для всіх 0 T   . Тобто, функція f  є неперервною та спадною 

функцією, яка на кінцях інтервалу  0,  набуває значення різних знаків, 
а отже, має єдиний нуль, що і треба було довести. 

Простий періодичний розв’язок         1 2, , , nX t X t X t X t   задачі (5)-

(7) для цього випадку набуває вигляду 

        
1 2

1 2

1 2
1 2, , , 0 ,

1 1 1

n

n

t t t
n

nT T T

h e h e h e
X t X t X t t T

e e e

  

       
  

  

де T визначаємо з рівняння (9). 
Лема 2. Нехай матриця J  є жордановою кліткою n-го порядку та 

дійсним власним значенням  0  . Тоді для заданих  0S  і h  існує простий 
періодичний розв’язок задачі (5)-(7) за виконання умови 

 
 1

0 1

1
0.

mn n m

j j mm
m j

a h


 


 


    

Доведення. Система (8) набуває вигляду 
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з якої одержуємо координати нерухомої точки 

 
 

 
 1

0

1, .
! 1

k Tn j
k

j k jkT
k

T P e
x h j n

k e










 


   

Тут  T
kP e  – поліном степеня  k     01, , T Tk n P e e   , причому границя 

 
0

lim !T
k

T
P e k


  (коефіцієнти поліномів  T

kP e  одержуємо безпосередньо з 

системи (10), зокрема  1
T TP e e  ,   2

2
T T TP e e e    , 

  2 3
3 4TT T TP e e e e     ,   2 3 4

4 11 11T T T T TP e e e e e        ,   2
5 26T T TP e e e      

3 4 566 26T T Te e e     ,   2 3 4 5 6
6 57 347 257 57 ,T T T T T T TP e e e e e e e             ), а 

рівняння для знаходження періоду T нерухомої точки набуває вигляду 

 
 

 

1

2 1
1 1

.
! 1

k Tn n
kT

j k jkT
k j k

T P e
c e a h c

k e









  

 


   (11) 

Розглянемо визначену для  0,T    функцію 
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! 1

k Tn n
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j k jkT
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k e









  

  


    

Правильні границі   1lim 0,
T

f T c


    

  
   1 1

2 1
0

1 1 0 1

1 1
lim 0,

k mn n k n n m

j j k j j mk mT
k j m j

f T a h c c a h
 

   

 
   

 
          

оскільки за умовою теореми 2 1
1

.
n

j j
j

c c a h


    Отже, функція f  на проміжку 

 0,  за теоремою Больцано-Коші [5, с. 168] має, принаймні, один нуль, 
тобто рівняння (11) має розв’язок. 
Простий періодичний розв’язок задачі (5)-(7) у цьому випадку має вигляд  

         1 2, , , nX t X t X t X t  ,   

де  

  
 

  1
1

, 1, ,
1 ! 1

k Tt n j
kj t

j k jkT T
k

T P eh e
X t e h j n

e k e
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період T  визначаємо з рівняння (11),  T
kP e  – поліном степеня  k  

  0 , 1,T TP e e k n     (коефіцієнти поліномів  T
kP e  одержуємо 

безпосередньо з системи (10). 
На підставі лем 1, 2 сформулюємо умови існування простого періодичного 

розв’язку задачі (1)-(3) у такій теоремі. 
Теорема. Нехай власні значення 1 2, , , n    матриці A - дійсні числа, 

виконуються  1A ,   1,1A  та одна з умов: 

1) ( ; , )k j k j k j    ¥  та 
1

0
n

j j

j j

a h



 ; 

2) 1 2 n         з геометричною кратністю n ; 

3) 1 2 n         з геометричною кратністю 1 та  

 
 1

0 1

1
0,

mn n m

j j mm
m j

a h


 


 


    

де 1h B g ; 1n B n% ; 1B  – матриця переходу від базису 1 2, , , ny y y  до 

базису 1 2, , , nx x x ;  1 2, , , nh h hh  ;  1 2, , , ng g gg  ;  1 2, , , nn a a a % ; 

 1 2, , , nn b bb  - вектор зовнішньої нормалі D . 

Тоді для заданих гіперплощини 0D  та вектора g  існує простий 
періодичний розв’язок задачі (1)-(3). 
Доведення. Перетворимо систему (8) до (4) при заміні 1x B y , тобто 

  ,TJx e x h    

  11 1 1 ,B TABy yB B ge B
      

  
1 1 ,B TAB gey B yB

     

  TAy ge y  .  

Тобто, нерухомі точки * *,x y  відповідно операторів , F  зв’язані 

співвідношенням * 1 *x B y . Тому умови існування простого періодичного 
розв’язку задачі (5)-(7) при переході від базису 1 2,x x  до 1 2,y y  є умовами 
існування простого періодичного розв’язку задачі (1)-(3). 

___________________ 
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Исследован вопрос существования периодических решений для системы 

обыкновенных дифференциальных уравнений с импульсным воздействием 
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The question of existence of periodic solutions for system of the ordinary 

differential equations with impulse influence in n-dimensional space during 
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