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Îïèñàíî êîìïàêòèôiêàöi¨ Áîðà òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè S (λ) ái¹êòèâíèõ
ïåðåòâîðåíü çi ñêií÷åííèì íîñi¹ì íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà λ, òîïîëîãi÷íî¨
ïiâãðóïè I ∞

λ ìàéæå òîòîæíèõ ÷àñòêîâèõ ái¹êòèâíèõ ïåðåòâîðåíü íåñêií-
÷åííîãî êàðäèíàëà λ òà òîïîëîãi÷íèõ ïiâãðóï ìîíîòîííèõ i ìàéæå ìîíî-
òîííèõ êîñêií÷åííèõ ií'¹êòèâíèõ ïåðåòâîðåíü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë I↗

∞(N) i
I �↗

∞ (N).

Êëþ÷îâi ñëîâà: òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà, òîïîëîãi÷íà ãðóïà, êîìïàêòèôi-
êàöiÿ Áîðà.

1. Âñòóï. Âñi ïðîñòîðè ìè ââàæà¹ìî ãàóñäîðôîâèìè. Íàäàëi âñi êàðäèíàëè
ìè áóäåìî îòîòîæíþâàòè ç âiäïîâiäíèìè ¨ì ïî÷àòêîâèìè îðäèíàëàìè. ×åðåç ω ïî-
çíà÷àòèìåìî ïåðøèé íåñêií÷åííèé îðäèíàë, N � ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, Z2 �
äâîåëåìåíòíó ãðóïó, à ÷åðåç Z0

2 � ãðóïó Z2 ç ïðè¹äíàíèì íóëåì. Íàäàëi âèêîðèñòî-
âóâàòèìåìî òåðìiíîëîãiþ òà ïîçíà÷åííÿ ç [7, 8, 11, 12, 14, 15, 17, 25, 26].

Ïiâãðóïîþ íàçèâà¹òüñÿ íåïîðîæíà ïiäìíîæèíà ç çàäàíîþ íà íié áiíàðíîþ àñî-
öiàòèâíîþ îïåðàöi¹þ. Ïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ¨¨
åëåìåíòà x iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò y ç S òàêèé, ùî x = xyx i y = yxy. Ó öüîìó âè-
ïàäêó áóäåìî ãîâîðèòè, ùî åëåìåíò y ¹ iíâåðñíèì äî x i ïîçíà÷àòèìåìî éîãî ÷åðåç
x−1. Âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ñòàâèòü êîæíîìó åëåìåíòîâi iíâåðñíî¨ ïiâãðóïè iíâåðñíèé
äî íüîãî åëåìåíò, íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñi¹þ.

Åëåìåíò e ïiâãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ iäåìïîòåíòîì, ÿêùî ee = e. Ïiäìíîæèíó
iäåìïîòåíòiâ (â'ÿçêó) ïiâãðóïè S ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç E(S).

Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi R íà ïiâãðóïi S íàçèâà¹òüñÿ êîíãðóåíöi¹þ, ÿêùî ç
òîãî, ùî aRb, äëÿ a, b ∈ S, âèïëèâà¹ acRbc i daRdb, äëÿ äîâiëüíèõ c, d ∈ S. Íà êîæíié
ïiâãðóïi S iñíóþòü òàêi êîíãðóåíöi¨: îäèíè÷íà (äiàãîíàëü) ∆(S) = {(s, s) | s ∈ S}

c⃝ Ãóðàí I., Ãóòiê Î., Ðàâñüêèé Î. òà ií., 2011
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òà óíiâåðñàëüíà Ω(S) = S × S. Îäèíè÷íó òà óíiâåðñàëüíó êîíãðóåíöi¨ íàçèâàþòü
òðèâiàëüíèìè êîíãðóåíöiÿìè.

Ãàóñäîðôîâèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið iç çàäàíîþ íà íüîìó (ðîçäiëüíî) íåïåðåðâ-
íîþ ïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ íàçèâà¹òüñÿ (íàïiâ)òîïîëîãi÷íîþ ïiâãðóïîþ. Iíâåðñíà
òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà ç íåïåðåðâíîþ iíâåðñi¹þ íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ
ïiâãðóïîþ. Òîïîëîãiÿ τ íà iíâåðñíié ïiâãðóïi S òàêà, ùî (S, τ) � òîïîëîãi÷íà (iíâåðñ-
íà) ïiâãðóïà, íàçèâà¹òüñÿ ïiâãðóïîâîþ (iíâåðñíîþ) òîïîëîãi¹þ íà S.

Òîïîëîãi÷íà ãðóïà � öå òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (G, τ) iç çàäàíîþ íà íüîìó íå-
ïåðåðâíîþ ãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ òà iíâåðñi¹þ, i â öüîìó âèïàäêó òîïîëîãiÿ τ íà G
íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîâîþ.

Íåõàé λ � êàðäèíàë > 1 i α : λ ⇀ λ � ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ (÷àñòêîâå ïåðå-
òâîðåííÿ) êàðäèíàëà λ. ×åðåç domα i ranα ïîçíà÷àòèìåìî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ òà
îáëàñòü çíà÷åíü, âiäïîâiäíî, ÷àñòêîâîãî ïåðåòâîðåííÿ α. ßêùî α � ÷àñòêîâå ái¹êòèâ-
íå ïåðåòâîðåííÿ, òî ïîòóæíiñòü ìíîæèíè domα áóäåìî íàçèâàòè ðàíãîì ÷àñòêîâîãî
âiäîáðàæåííÿ α, i ïîçíà÷àòèìåìî rankα.

×åðåç Iλ ïîçíà÷èìî ìíîæèíó óñiõ ÷àñòêîâèõ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèõ ïåðåòâîðåíü
êàðäèíàëà λ ç ïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ

x(αβ) = (xα)β ÿêùî x ∈ dom(αβ) = {y ∈ domα | yα ∈ domβ}, äëÿ α, β ∈ Iλ.

Ïiâãðóïà Iλ íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ iíâåðñíîþ ïiâãðóïîþ íàä λ (äèâ. [14]). Ñè-
ìåòðè÷íó iíâåðñíó ïiâãðóïó âïåðøå ââiâ Âàãíåð ó [1, 2], âîíà âiäiãà¹ âàæëèâó ðîëü
ó òåîði¨ ïiâãðóï.

Ïiäïiâãðóïà I n
λ = {α ∈ Iλ | rankα 6 n} â Iλ ¹ iíâåðñíîþ ïiäïiâãðóïîþ, i êðiì

òîãî, iäåàëîì â Iλ, äëÿ âñiõ n = 1, 2, 3, . . .. Ïiâãðóïà I n
λ íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ

iíâåðñíîþ ïiâãðóïîþ ñêií÷åííèõ ïåðåòâîðåíü ðàíãó n êàðäèíàëà λ. Çàóâàæèìî, ùî
ñèìåòðè÷íà iíâåðñíà ïiâãðóïà I 1

λ ñêií÷åííèõ ïåðåòâîðåíü ðàíãó 1 ìíîæèíè ïîòóæ-
íîñòi λ içîìîðôíà ïiâãðóïi λ× λ-ìàòðè÷íèõ îäèíèöü Bλ.

Ñèìåòðè÷íó iíâåðñíó ïiâãðóïó îáìåæåíîãî ñêií÷åííîãî ðàíãó I n
λ ÿê òîïîëî-

ãi÷íó òà íàïiâòîïîëîãi÷íó âïåðøå âèâ÷àëè ó [19], äå äîâåäåíî, ùî âîíà ¹ ïiâãðóïîþ
çi ùiëüíèìè iäåàëüíèìè ðÿäàìè, i ó ïiäñóìêó ïiâãðóïà I n

λ àëãåáðè÷íî çàìêíåíà â
êëàñi íàïiâòîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ ïiâãðóï ç íåïåðåðâíîþ iíâåðñi¹þ. Ó [22] äîâåäåíî,
ùî ïiâãðóïà I n

λ àëãåáðè÷íî h-çàìêíåíà â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ ïiâãðóï, à
òàêîæ îïèñàíà áîðiâñüêà êîìïàêòèôiêàöiÿ íåñêií÷åííî¨ ïiâãðóïè I n

λ â êëàñi òîïî-
ëîãi÷íèõ ïiâãðóï. Ó [21] çàçíà÷åíî äîñòàòíi óìîâè äëÿ òîãî, ùîá ïiâãðóïà I n

λ áóëà
H-çàìêíåíîþ ÷è àáñîëþòíîH-çàìêíåíîþ â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ ïiâãðóï. Òàêîæ â [19]
äîâåäåíî, ùî íà ñèìåòðè÷íié iíâåðñíié ïiâãðóïi ñêií÷åííîãî ðàíãó I ∞

λ =
∪∞

n=1 I n
λ

íå iñíó¹ êîìïàêòíî¨ òîïîëîãi¨, ñòîñîâíî ÿêî¨ âîíà áóëà á íàïiâòîïîëîãi÷íîþ ïiâãðó-
ïîþ. Âîäíî÷àñ â [20] îïèñàíî óñi êîìïàêòíi òà çëi÷åííî êîìïàêòíi òîïîëîãi¨ íà ïiâ-
ãðóïi I 1

λ , çà ÿêèõ I 1
λ ¹ íàïiâòîïîëîãi÷íîþ ïiâãðóïîþ.

Ó ïðàöi [6] îïèñàíî óñi íåòðèâiàëüíi êîíãðóåíöi¨ íà ïiâãðóïi I n
λ , äîâåäåíî, ùî

äîâiëüíèé ãîìîìîðôíèé îáðàç ïiâãðóïè I n
λ ¹ ïiâãðóïîþ çi ùiëüíèìè iäåàëüíèìè

ðÿäàìè, à îòæå, ïiâãðóïà I n
λ àëãåáðè÷íî h-çàìêíåíà ïiâãðóïà â êëàñi íàïiâòîïîëî-

ãi÷íèõ iíâåðñíèõ ïiâãðóï ç íåïåðåðâíîþ iíâåðñi¹þ. Ó [6] òàêîæ îïèñàíî óñi êîìïàêòíi
òà çëi÷åííî êîìïàêòíi òîïîëîãi¨ τ íà ïiâãðóïi I n

λ òàêi, ùî (I n
λ , τ) ¹ íàïiâòîïîëîãi÷-

íîþ ïiâãðóïîþ.



ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍI ÒÎÏÎËÎÃI×ÍI ÃÐÓÏÈ ÒÀ ÏIÂÃÐÓÏÈ
ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2011. Âèïóñê 74 63

×àñòêîâå ïåðåòâîðåííÿ α ∈ Iλ íàçèâà¹òüñÿ ìàéæå òîòîæíèì, ÿêùî ìíîæèíà
λ \ domα ñêií÷åííà i (x)α ̸= x òiëüêè äëÿ ñêií÷åíî¨ êiëüêîñòi x ∈ λ. Ïîçíà÷èìî

I ∞
λ = {α ∈ Iλ | α ¹ ìàéæå òîòîæíiì}.

Î÷åâèäíî, ùî I ∞
λ ¹ iíâåðñíîþ ïiäïiâãðóïîþ ïiâãðóïè Iω. Ïiâãðóïà I ∞

λ íàçèâà¹òü-
ñÿ ïiâãðóïîþ ìàéæå òîòîæíèõ ÷àñòêîâèõ ií'¹êòèâíèõ ïåðåòâîðåíü êàðäèíàëà
λ [13].

Â [13] îïèñàíi âiäíîøåííÿ Ãðiíà íà ïiâãðóïi I ∞
λ , óñi (äâîñòîðîííi) iäåàëè i âñi

êîíãðóåíöi¨ íà I ∞
λ . Ó [13] äîâåäåíî, ùî êîæíà ãàóñäîðôîâà ñïàäêîâî áåðiâñüêà òî-

ïîëîãiÿ τ íà I ∞
ω òàêà, ùî (I ∞

ω , τ) ¹ íàïiâòîïîëîãi÷íîþ ïiâãðóïîþ, ¹ äèñêðåòíîþ i
îïèñàíî çàìèêàííÿ äèñêðåòíî¨ ïiâãðóïè I ∞

λ ó òîïîëîãi÷íié ïiâãðóïi. Òàêîæ äîâåäå-
íî, ùî äëÿ íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà λ äèñêðåòíà íàïiâãðóïà I ∞

λ íå âêëàäà¹òüñÿ â
êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó ïiâãðóïó òà ïîáóäîâàíî äâi íåäèñêðåòíi ãàóñäîðôîâi iíâåðñíi
ïiâãðóïîâi òîïîëîãi¨ íà ïiâãðóïi I ∞

λ .
Íåõàé N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. ×åðåç I↗

∞(N) ïîçíà÷èìî ïiâãðóïó ìî-
íîòîííèõ íåñïàäíèõ ií'¹êòèâíèõ ÷àñòêîâèõ ïåðåòâîðåíü ìíîæèíè N òàêèõ, ùî ìíî-
æèíè N\domφ i N\rankφ ¹ ñêií÷åííèìè äëÿ âñiõ φ ∈ I↗

∞(N). Î÷åâèäíî, ùî I↗
∞(N)

¹ iíâåðñíîþ ïiäïiâãðóïîþ ïiâãðóïè Iω. Ïiâãðóïà I↗
∞(N) íàçèâà¹òüñÿ ïiâãðóïîþ êî-

ñêií÷åííèõ ìîíîòîííèõ ÷àñòêîâèõ ái¹êöié ìíîæèíè N [23].
Ó [23] Ãóòiê i Ðåïîâø äîâåëè, ùî ïiâãðóïà I↗

∞(N) ìà¹ àëãåáðè÷íi âëàñòèâîñòi,
ïîäiáíi äî áiöèêëi÷íî¨ ïiâãðóïè: âîíà áiïðîñòà i âñi ¨¨ íåòðèâiàëüíi ïiâãðóïîâi ãîìî-
ìîðôiçìè ¹ àáî æ içîìîðôiçìàìè, àáî æ ãðóïîâèìè ãîìîìîðôiçìàìè. Âîíè äîâåëè,
ùî êîæíà ãàóñäîðôîâà ëîêàëüíî êîìïàêòíà ïiâãðóïîâà iíâåðñíà òîïîëîãiÿ íà I↗

∞(N)
¹ äèñêðåòíîþ. Îïèñàëè çàìèêàííÿ äèñêðåòíî¨ ïiâãðóïè I↗

∞(N) ó òîïîëîãi÷íié ïiâ-
ãðóïi.

×àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ α : N ⇀ N íàçèâà¹òüñÿ ìàéæå ìîíîòîííèì, ÿêùî iñíó¹
ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà A â N òàêà, ùî çâóæåííÿ α|N\A : N\A ⇀ N ¹ ìîíîòîííèì ÷àñò-

êîâèì âiäîáðàæåííÿì. ×åðåç I �↗
∞ (N) ïîçíà÷èìî ïiâãðóïó ìàéæå ìîíîòîííèõ ií'¹ê-

òèâíèõ ÷àñòêîâèõ ïåðåòâîðåíü ìíîæèíè N òàêó, ùî ìíîæèíè N\domφ i N\ rankφ ¹
ñêií÷åííèìè äëÿ âñiõ φ ∈ I �↗

∞ (N). Î÷åâèäíî, ùî ïiâãðóïà I �↗
∞ (N) ¹ iíâåðñíîþ ïiä-

ïiâãðóïîþ ïiâãðóïè Iω i ïiâãðóïà I↗
∞(N) ¹ iíâåðñíîþ ïiäïiâãðóïîþ ïiâãðóïè I �↗

∞ (N)
òàêîæ. Ïiâãðóïà I �↗

∞ (N) íàçèâà¹òüñÿ ïiâãðóïîþ êîñêií÷åííèõ ìàéæå ìîíîòîííèõ
÷àñòêîâèõ ái¹êöié ìíîæèíè N [10].

Â [10] äîâåäåíî, ùî âñi íåòðèâiàëüíi ãîìîìîðôiçìè ïiâãðóïè I �↗
∞ (N) ¹ ãðóïîâè-

ìè, àáî içîìîðôiçìàìè. Òàêîæ äîâåäåíî, ùî êîæíà ãàóñäîðôîâà áåðiâñüêà òîïîëîãiÿ
τ íà I �↗

∞ (N) òàêà, ùî (I �↗
∞ (N), τ) � íàïiâòîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà ¹ äèñêðåòíîþ. Îïèñà-

íî çàìèêàííÿ äèñêðåòíî¨ ïiâãðóïè (I �↗
∞ (N), τ) â òîïîëîãi÷íié ïiâãðóïi òà ïîáóäîâàíî

íåäèñêðåòíi ãàóñäîðôîâi iíâåðñíi ïiâãðóïîâi òîïîëîãi¨ íà I �↗
∞ (N).

Íåõàé S(λ) � ãðóïà ái¹êòèâíèõ ïåðåòâîðåíü êàðäèíàëà λ. Äëÿ äîâiëüíîãî
α ∈ S(λ) ïîçíà÷èìî supp(α) = {x ∈ λ | (x)α ̸= x}. Íåõàé S (λ) = {α ∈ S(λ) |
| supp(α)| < ω}. ×åðåç A (λ) ïîçíà÷èìî ïiäãðóïó ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê ãðóïè S (λ).
Çàóâàæèìî, ùî A (λ) � ¹äèíà íåòðèâiàëüíà íîðìàëüíà ïiäãðóïà â S (λ) i A (λ) �
ïðîñòà ãðóïà.
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Â [4] äîâåäåíî, ùî ãðóïà A (λ), à îòæå, i ãðóïà S (λ), ïðè λ > ω â òîïîëîãi¨ ïî-
òî÷êîâî¨ çáiæíîñòi íå âêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê òîïîëîãi÷íèõ ãðóï çëi÷åííîãî ïñåâäîõà-
ðàêòåðó. Ç iíøîãî áîêó, ãðóïà S (λ) ó äîâiëüíié âiäîêðåìëþâàíié ãðóïîâié òîïîëîãi¨
íå âêëàäà¹òüñÿ â τ -îáìåæåíó òîïîëîãi÷íó ãðóïó, ÿêùî λ > τ > ω [5].

Ç íàñëiäêó 2 âèïëèâà¹, ùî íà ãðóïi S (λ), ïðè λ > ω, íå iñíó¹ öiëêîì îáìåæåíî¨
ãðóïîâî¨ òîïîëîãi¨. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ, âiäïîâiäü íà ÿêå àâòîðè íå çíàþòü: ×è iñíó¹
íà ãðóïi A (λ), λ > ω, ëîêàëüíî êîìïàêòíà âiäîêðåìëþâàíà íåäèñêðåòíà ãðóïîâà
òîïîëîãiÿ?

Ìè îïèñàëè êîìïàêòèôiêàöi¨ Áîðà òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè S (λ) òà òîïîëîãi÷íî¨ ïiâ-
ãðóïè I ∞

λ ìàéæå òîòîæíèõ ÷àñòêîâèõ ái¹êòèâíèõ ïåðåòâîðåíü íåñêií÷åííîãî êàð-
äèíàëà λ òà òîïîëîãi÷íèõ ïiâãðóï ìîíîòîííèõ i ìàéæå ìîíîòîííèõ êîñêií÷åííèõ
ií'¹êòèâíèõ ïåðåòâîðåíü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë I↗

∞(N) i I �↗
∞ (N).

2. Ïðî âêëàäåííÿ ãðóïè S (λ). Òîïîëîãi÷íà ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ öiëêîì
îáìåæåíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó îäèíèöi U iñíó¹ ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà A â
G òàêà, ùî A · U = G.

Ìè áóäåìî íàçèâàòè ãðóïó ïðåêîìïàêòíî òîïîëîãiçîâíîþ, ÿêùî íà íié iñíó¹
öiëêîì îáìåæåíà ãàóñäîðôîâà ãðóïîâà òîïîëîãiÿ. Äëÿ íàòóðàëüíîãî n ÷åðåç Un(C)
ìè ïîçíà÷èìî ãðóïó óíiòàðíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C.
Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ãðóïà G ìà¹ ïîâíó ñèñòåìó óíiòàðíèõ çîáðàæåíü, ÿêùî äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà x ∈ G iñíóþòü íàòóðàëüíå n òà ãîìîìîðôiçì f : G → Un(C)
òàêi, ùî (x)f ̸= e.

Ëåìà 1 ([8, ñ. 237, òåîðåìà 33]). Êîæíà êîìïàêòíà ãàóñäîðôîâà òîïîëîãi÷íà ãðóïà
ìà¹ ïîâíó ñèñòåìó óíiòàðíèõ çîáðàæåíü.

Çàóâàæèìî, ùî êîæíà ïiäãðóïà êîìïàêòíî¨ ãðóïè � ïðåêîìïàêòíà.

Òåîðåìà 1. Ãðóïà G ¹ ïðåêîìïàêòíî òîïîëîãiçîâíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
âîíà ìà¹ ïîâíó ñèñòåìó óíiòàðíèõ çîáðàæåíü.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü âèïëèâà¹ ç ëåìè 1. Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Äëÿ êîæíîãî
íåîäèíè÷íîãî åëåìåíòà x ãðóïè G çàôiêñó¹ìî íàòóðàëüíå ÷èñëî n(x) òà ãîìîìîð-
ôiçì fx : G → Un(x)(C) òàêi, ùî (x)fx ̸= e. Òîäi äiàãîíàëüíèé äîáóòîê

∏
x∈G\{e} fx ¹

içîìîðôíèì âêëàäåííÿì ãðóïè G ó êîìïàêòíó ãðóïó
∏

x∈G\{e}Un(x)(C), òîìó ãðóïà
G ¹ ïðåêîìïàêòíî òîïîëîãiçîâíîþ. �
Òåîðåìà 2. Ïðîñòà ãðóïà G � ïðåêîìïàêòíî òîïîëîãiçîâíà òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè iñíóþòü íàòóðàëüíå n òà ií'¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì f : G → Un(C).

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü î÷åâèäíà. Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëü-
íîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî G ̸= {e}. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò x ∈ G \ {e}. Çà
òåîðåìîþ 1 iñíóþòü íàòóðàëüíå ÷èñëî n òà ãîìîìîðôiçì f : G → Un(C) òàêi, ùî
(x)f ̸= e. Îñêiëüêè ãðóïà G � ïðîñòà, òî ker f = {e}, òîìó ãîìîìîðôiçì f ií'¹êòèâ-
íèé. �
Ëåìà 2 ([3, òåîðåìà VII.1.C]). Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n êîæíà ïiäãðóïà
G ⊂ Un(C) ñêií÷åííî¨ åêñïîíåíòè ¹ ñêií÷åííîþ.

Íàñëiäîê 1. ßêùî ïðîñòà ãðóïà G ¹ ïðåêîìïàêòíî òîïîëîãiçîâíîþ, òî êîæíà
¨¨ ïiäãðóïà ñêií÷åííî¨ åêñïîíåíòè ñêií÷åííà.
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Ëåìà 3 ([7, ñ. 60]). Ãðóïà A (λ) ¹ ïðîñòîþ äëÿ λ > 5.

Íàñëiäîê 2. ßêùî λ � íåñêií÷åííèé êàðäèíàë, òî ãðóïà A (λ) íå ¹ ïðåêîìïàêòíî
òîïîëîãiçîâíîþ.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó ïîñëiäîâíiñòü {xn | n ∈ N} ïîïàðíî ðiçíèõ åëåìåí-
òiâ êàðäèíàëà λ. Òîäi ïiäãðóïà T â A (λ), ïîðîäæåíà ìíîæèíîþ {(x3ix3i+1x3i+2) |
i ∈ N}, ¹ íåñêií÷åííîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè A (λ) åêñïîíåíòè 3. Òîäi ç ëåìè 3, òåîðåìè 2
òà íàñëiäêó 1 âèïëèâà¹, ùî ãðóïà A (λ) íå ïðåêîìïàêòíî òîïîëîãiçîâíà. �

Ç íàñëiäêó 2 âèïëèâà¹ íàñëiäîê 3.

Íàñëiäîê 3. ßêùî λ � íåñêií÷åííèé êàðäèíàë, òî äîâiëüíèé ãîìîìîðôiçì ç ãðóïè
A (λ) â êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó ãðóïó ¹ àíóëþþ÷èì.

Ç íàñëiäêó 3 âèïëèâà¹ íàñëiäîê 4.

Íàñëiäîê 4. ßêùî λ � íåñêií÷åííèé êàðäèíàë, òî äîâiëüíèé íåïåðåðâíèé ãîìî-
ìîðôiçì h ç òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè S (λ) â êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó ãðóïó K ¹ àíóëþþ-
÷èì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè A (λ) � íåçàìêíåíà ïiäãðóïà â S (λ). Ó ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó ïiäãðóïà (S (λ))h â K içîìîðôíà äèñêðåòíié ãðóïi Z2.

Îñêiëüêè çà òåîðåìîþ Åëëiñà (äèâ. [16]) êîæíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà íàïiâòîïî-
ëîãi÷íà ãðóïà ¹ òîïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ, òî ç íàñëiäêó 4 âèïëèâà¹ íàñëiäîê 5.

Íàñëiäîê 5. ßêùî λ � íåñêií÷åííèé êàðäèíàë, òî äîâiëüíèé íåïåðåðâíèé ãîìî-
ìîðôiçì h ç íàïiâòîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè S (λ) â êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó ãðóïó K ¹
àíóëþþ÷èì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè A (λ) � íåçàìêíåíà ïiäãðóïà â S (λ). Ó ïðîòè-
ëåæíîìó âèïàäêó ïiäãðóïà (S (λ))h â K içîìîðôíà äèñêðåòíié ãðóïi Z2.

3. Êîìïàòèôiêàöi¨ Áîðà òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè S (λ) òà ïiâãðóï I ∞
λ ,

I↗
∞(N) i I �↗

∞ (N). Íåõàé A � êëàñ òîïîëîãi÷íèõ àëãåáð (êëàñ òîïîëîãi÷íèõ ãðóï,
òîïîëîãi÷íèõ ïiâãðóï, íàïiâòîïîëîãi÷íèõ ãðóï, íàïiâòîïîëîãi÷íèõ ïiâãðóï òîùî)
i S ∈ A. Êîìïàòèôiêàöi¹þ Áîðà àëãåáðè S â êëàñi A íàçèâà¹òüñÿ ïàðà (β,B(S))
òàêà, ùî B(S) ∈ A � êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà àëãåáðà, β : S → B(S) � íåïåðåðâíèé
ãîìîìîðôiçì, ÿêùî g : S → T � íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì ç òîïîëîãi÷íî¨ àëãåáðè S
â êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó àëãåáðó T ∈ A, òî iñíó¹ ¹äèíèé íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì
ḡ : B(S) → T òàêèé, ùî äiàãðàìà

S
β //

g

��

B(S)

ḡ
}}zz
zz
zz
zz

T

¹ êîìóòàòèâíîþ. Ó âèïàäêó, êîëè çðîçóìiëî ïðî ÿêèé ãîìîìîðôiçì β éäåòüñÿ, ìè
ïîçíà÷àòèìåìî Áîðiâñüêó êîìïàêòèôiêàöiþ (β,B(S)), çàçíà÷àþ÷è ëèøå òîïîëîãi÷íó
àëãåáðó B(S).

Ç íàñëiäêiâ 3 i 4 âèïëèâà¹ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Íåõàé λ � íåñêií÷åííèé êàðäèíàë. Òîäi:
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(i) êîìïàêòèôiêàöiÿ Áîðà (íàïiâ)òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè A (λ) â êëàñi (íàïiâ)òî-
ïîëîãi÷íèõ ãðóï ¹ òðèâiàëüíîþ ãðóïîþ;

(ii) êîìïàêòèôiêàöiÿ Áîðà (íàïiâ)òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè S (λ) â êëàñi (íàïiâ)òî-
ïîëîãi÷íèõ ãðóï ¹ òðèâiàëüíîþ ãðóïîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè A (λ) � íåçà-
ìêíåíà ïiäãðóïà â S (λ);

(iii) êîìïàêòèôiêàöiÿ Áîðà (íàïiâ)òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè S (λ) â êëàñi (íàïiâ)òî-
ïîëîãi÷íèõ ãðóï içîìîðôíà äèñêðåòíié ãðóïi Z2 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè A (λ)
� çàìêíåíà ïiäãðóïà â S (λ).

Íà ïiâãðóïi I ∞
λ äëÿ äîâiëüíîãî íåâiä'¹ìíîãî öiëîãî ÷èñëà n îçíà÷èìî âiäíî-

øåííÿ Kn(I), Kn(S∞) i Kn(A∞) òàê:

1. ×åðåç Kn(I) ïîçíà÷èìî êîíãðóåíöiþ íà ïiâãðóïi I ∞
λ ïîðîäæåíó iäåàëîì

In = {α ∈ I ∞
λ | |λ\domα| > n}, òîáòî Kn(I) = (In×In)∪∆(I ∞

λ ). Çàóâàæèìî,
ùî K0(I) = Ω(I ∞

λ ).
2. Åëåìåíòè α i β ïiâãðóïè I ∞

λ ¹ nS∞-åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî:
(i) αH β; i
(ii) |λ \ domα| = |λ \ domβ| = n.
Îçíà÷èìî âiäíîøåííÿ Kn(S∞) íà ïiâãðóïi I ∞

λ òàê:

Kn(S∞) = {(α, β) | (α, β) ∈ nS∞} ∪ (In+1 × In+1) ∪∆(I ∞
λ ).

3. Åëåìåíòè α i β ïiâãðóïè I ∞
λ ¹ nA∞-åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî:

(i) αH β;
(ii) α · β−1 ¹ ïàðíîþ ïiäñòàíîâêîþ ìíîæèíè domα; i
(iii) |λ \ domα| = |λ \ domβ| = n.
Îçíà÷èìî âiäíîøåííÿ Kn(A∞) íà ïiâãðóïi I ∞

λ òàê:

Kn(A∞) = {(α, β) | (α, β) ∈ nA∞} ∪ (In+1 × In+1) ∪∆(I ∞
λ ).

Âèêîíó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4 ([13]). Äëÿ äîâiëüíîãî íåâiä'¹ìíîãî öiëîãî ÷èñëà n âiäíîøåííÿ Kn(S∞)
i Kn(A∞) ¹ êîíãðóåíöiÿìè íà ïiâãðóïi I ∞

λ .

Ó ïðàöi [13] òàêîæ äîâåäåíî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 5 ([13]). Ñiì'ÿ

Cong(I ∞
λ ) = {∆(I ∞

λ ), Ω(I ∞
λ )} ∪ {Kn(S∞) | n = 0, 1, 2, . . .}∪

∪ {Kn(A∞) | n = 0, 1, 2, . . .} ∪ {Kn(I) | n = 1, 2, . . .}

âèçíà÷à¹ óñi êîíãðóåíöi¨ íà ïiâãðóïi I ∞
λ .

×åðåç H(I) ïîçíà÷èìî ãðóïó îäèíèöü ïiâãðóïè I ∞
λ . Êîæíà ìàêñèìàëüíà ïiä-

ãðóïà ïiâãðóïè I ∞
λ , à îòæå, i ãðóïà îäèíèöü H(I), içîìîðôíà ãðóïi S (λ) [13].

Ëåìà 4. Íåõàé λ > ω i h : I ∞
λ → K � àëãåáðè÷íèé ãîìîìîðôiçì ó êîìïàêòíó

òîïîëîãi÷íó ïiâãðóïóK. Òîäi ïiâãðóïà (I ∞
λ )h içîìîðôíà äåÿêié ïiäïiâãðóïi ïiâãðóïè

Z0
2.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çà òåîðåìîþ 1.11 [5] çàìèêàííÿ ïiäãðóïè â êîìïàêòíié òîïî-
ëîãi÷íié ïiâãðóïi ¹ ïiäãðóïîþ, òî çâóæåííÿ hH(I) = h|H(I) : H(I) → K ãîìîìîðôiçìó
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h íå ¹ içîìîðôiçìîì. Òîäi çà òåîðåìîþ 5 îòðèìà¹ìî, ùî (I ∞
λ \H(I))h � îäíîòî÷êî-

âà ïiäìíîæèíà â K. Îñêiëüêè ïiäãðóïà H(I) ïiâãðóïè I ∞
λ içîìîðôíà ãðóïi S (λ) i

ãðóïà S (λ) ìiñòèòü ëèøå îäíó âëàñíó íåòðèâiàëüíó íîðìàëüíó ïiäãðóïó A (λ), òî
(H(I))h ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè Z2. Òàêîæ ç òîãî, ùî ìíîæèíà I ∞

λ \H(I) ¹ iäåàëîì ïiâ-
ãðóïè I ∞

λ , âðàõóâàâøè ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ, îòðèìó¹ìî, ùî (I ∞
λ )h � ïiäïiâãðóïà

ïiâãðóïè Z0
2. �

Òåîðåìà 6. Íåõàé λ � íåñêií÷åííèé êàðäèíàë. Òîäi:

(i) êîìïàêòèôiêàöiÿ Áîðà òîïîëîãi÷íî¨ ïiâãðóïè I ∞
λ â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ ïiâ-

ãðóï ¹ íåòðèâiàëüíîþ ïiâãðóïîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ãðóïà îäèíèöü H(I)
¹ âiäêðèòî-çàìêíåíîþ ïiäãðóïîþ â I ∞

λ ;
(ii) êîìïàêòèôiêàöiÿ Áîðà òîïîëîãi÷íî¨ ïiâãðóïè I ∞

λ â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ ïiâ-
ãðóï òîïîëîãi÷íî içîìîðôíà äèñêðåòíié íàïiâ ðàòöi ({0, 1},min) òîäi i ëè-
øå òîäi, êîëè ãðóïà îäèíèöü H(I) âiäêðèòî-çàìêíåíà ïiäãðóïà â I ∞

λ i A (λ)
� íåçàìêíåíà ïiäãðóïà â H(I);

(iii) êîìïàêòèôiêàöiÿ Áîðà òîïîëîãi÷íî¨ ïiâãðóïè I ∞
λ â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ ïiâ-

ãðóï içîìîðôíà äèñêðåòíié ïiâãðóïi Z0
2 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ãðóïà îäèíèöü

H(I) âiäêðèòî-çàìêíåíà ïiäãðóïà â I ∞
λ i A (λ) � âiäêðèòà ïiäãðóïà â ãðóïi

îäèíèöü ïiâãðóïè I ∞
λ .

Äîâåäåííÿ. (i) Ñïî÷àòêó äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Ñïðàâäi, ÿêùîH(I) � âiäêðèòî-çàìê-
íåíà ïiäãðóïà â I ∞

λ , òî âiäîáðàæåííÿ h : I ∞
λ → ({0, 1},min), îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

(α)h =

{
1, ÿêùî α ∈ H(I);
0, ÿêùî α /∈ H(I),

¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì. Îòîæ, êîìïàêòèôiêàöiÿ Áîðà òîïîëîãi÷íî¨ ïiâãðóïè
I ∞

λ â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ ïiâãðóï ¹ íåòðèâiàëüíîþ ïiâãðóïîþ.
Òåïåð äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî êîìïàêòèôiêàöiÿ Áîðà òîïîëîãi÷-

íî¨ ïiâãðóïè I ∞
λ â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ ïiâãðóï ¹ íåòðèâiàëüíîþ ïiâãðóïîþ. Îñêiëüêè

ìíîæèíà I ∞
λ \ H(I) ¹ iäåàëîì ïiâãðóïè I ∞

λ , òî çà ëåìîþ 4 i òåîðåìîþ 5 iñíó¹
íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì h : I ∞

λ → Z0
2 òàêèé, ùî (H(I))h ∩ (I ∞

λ \ H(I))h = ∅.
Îòæå, ìà¹ìî, ùî (H(I))h ∈ Z2 i (I ∞

λ \H(I))h = 0, i ç íåïåðåðâíîñòi ãîìîìîðôiçìó
h âèïëèâà¹, ùî H(I) � âiäêðèòî-çàìêíåíà ïiäãðóïà â I ∞

λ .
(ii) Ïðèïóñòèìî, ùî ãðóïà îäèíèöü H(I) âiäêðèòî-çàìêíåíà ïiäãðóïà â I ∞

λ

i A (λ) � íåçàìêíåíà ïiäãðóïà â H(I). Îñêiëüêè A (λ) ¹äèíà âëàñíà íåòðèâiàëüíà
íîðìàëüíà ïiäãðóïà â H(I), òî ç íàñëiäêó 4 âèïëèâà¹, ùî îáðàç ãðóïè H(I) ïðè
íåïåðåðâíîìó ãîìîìîðôiçìi g : H(I) → K ó êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó ïiâãðóïó K ¹
òðèâiàëüíîþ ïiâãðóïîþ. Òîäi âiäîáðàæåííÿ h : I ∞

λ → ({0, 1},min), îçíà÷åíå çà ôîð-
ìóëîþ

(α)h =

{
1, ÿêùî α ∈ H(I);
0, ÿêùî α /∈ H(I),

¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì. Îòîæ, êîìïàêòèôiêàöiÿ Áîðà òîïîëîãi÷íî¨ ïiâãðóïè
I ∞

λ â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ ïiâãðóï içîìîðôíà äèñêðåòíié íàïiâ ðàòöi ({0, 1},min).
Ïðèïóñòèìî, ùî êîìïàêòèôiêàöiÿ Áîðà òîïîëîãi÷íî¨ ïiâãðóïè I ∞

λ â êëàñi òîïî-
ëîãi÷íèõ ïiâãðóï içîìîðôíà äèñêðåòíié íàïiâ ðàòöi ({0, 1},min). Òîäi çà òâåðäæåí-
íÿì (i) ãðóïà îäèíèöü H(I) ¹ âiäêðèòî-çàìêíåíîþ ïiäãðóïîþ â I ∞

λ . Ïðèïóñòèìî,
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ùî A (λ) � çàìêíåíà ïiäãðóïà â H(I). Íåõàé 0 � íóëü ïiâãðóïè Z0
2, 0̄ i 1̄ � åëåìåíòè

ïiäãðóïè Z2. Òîäi âiäîáðàæåííÿ l : I ∞
λ → Z0

2, îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

(α)l =

 0̄, ÿêùî α ∈ A (λ);
1̄, ÿêùî α ∈ H(I) \ A (λ);
0, ÿêùî α /∈ H(I),

¹ íåïåðåðâíèì ñþð'¹êòèâíèì ãîìîìîðôiçìîì. Îñêiëüêè 3 =
∣∣Z0

2

∣∣ > |{0, 1}| = 2,

òî íå iñíó¹ ãîìîìîðôiçìó l̄ : ({0, 1},min) → Z0
2 òàêîãî, ùî l = β ◦ l̄, äå β : I ∞

λ →
({0, 1},min) � äîâiëüíèé ãîìîìîðôiçì. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî A (λ)
� íåçàìêíåíà ïiäãðóïà ãðóïè îäèíèöü H(I).

Òâåðäæåííÿ (iii) âèïëèâà¹ ç ëåìè 4 òà òâåðäæåíü (i) i (ii) òåîðåìè. �

Ç íàñòóïíèõ òðüîõ ïðèêëàäiâ âèäíî, ùî êîìïàêòèôiêàöi¹þ Áîðà òîïîëîãi÷íî¨
ïiâãðóïè I ∞

λ â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ ïiâãðóï çàëåæíî âiä òîïîëîãi¨ âèçíà÷åíî¨ íà I ∞
λ

ìîæóòü áóòè óñi òðè ïiâãðóïè, çàçíà÷åíi â òåîðåìi 6: Z0
2, ({0, 1},min) i òðèâiàëüíà

ïiâãðóïà.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé λ > ω i τd � äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ íà I ∞
λ . Òîäi (I ∞

λ , τd) �
òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà ïiâãðóïà, i âiäîáðàæåííÿ l : I ∞

λ → Z0
2, îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

(α)l =

 0̄, ÿêùî α ∈ A (λ);
1̄, ÿêùî α ∈ H(I) \ A (λ);
0, ÿêùî α /∈ H(I),

¹ íåïåðåðâíèì ñþð'¹êòèâíèì ãîìîìîðôiçìîì. Ç ëåìè 4 âèïëèâà¹, ùî ïiâãðóïà Z0
2 ¹

êîìïàêòèôiêàöi¹þ Áîðà ïiâãðóïè (I ∞
λ , τd) â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ ïiâãðóï.

Ïðèêëàä 2. Îçíà÷èìî òîïîëîãiþ τF íà ïiâãðóïi I ∞
λ òàê. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà α

ïiâãðóïè I ∞
λ îçíà÷èìî ñiì'þ

BF (α) = {Uα(F ) | F � ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà â domα},
äå

Uα(F ) = {β ∈ I ∞
λ | domα = domβ, ranα = ranβ i (x)β = (x)α äëÿ âñiõ x ∈ F}.

Îñêiëüêè óìîâè (BP1)-(BP3) [17] âèêîíóþòüñÿ äëÿ ñiì'¨ {BF (α)}α∈I ∞
λ
, òî ñiì'ÿ

{BF (α)}α∈I ∞
λ

¹ áàçîþ òîïîëîãi¨ τF íà ïiâãðóïi I ∞
λ . Çà òâåðäæåííÿì 5.11 [13],

(I ∞
λ , τF ) ¹ òîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ ïiâãðóïîþ, òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ÿêî¨ öiëêîì

ðåãóëÿðíèé. Îñêiëüêè ãðóïà îäèíèöü H(I) ïiâãðóïè I ∞
λ ¹ âiäêðèòîþ ïiäãðóïîþ â

(I ∞
λ , τF ) i ïiäãðóïà A (λ) ùiëüíà â H(I) (äèâ. [4]), òî ïiâãðóïà ({0, 1},min) ¹ êîì-

ïàêòèôiêàöi¹þ Áîðà ïiâãðóïè (I ∞
λ , τF â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ ïiâãðóï.

Ïðèêëàä 3. Îçíà÷èìî òîïîëîãiþ τWF íà ïiâãðóïi I ∞
λ òàê: äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà

α ïiâãðóïè I ∞
λ îçíà÷èìî ñiì'þ

BWF (α) = {Uα(F ) | F � ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà â domα},
äå

Uα(F ) = {β ∈ I ∞
λ | domβ ⊆ domα i (x)β = (x)α äëÿ âñiõ x ∈ F}.

Îñêiëüêè óìîâè (BP1)-(BP3) [17] âèêîíóþòüñÿ äëÿ ñiì'¨ {BWF (α)}α∈I ∞
λ
, òî ñiì'ÿ

{BWF (α)}α∈I ∞
λ

¹ áàçîþ òîïîëîãi¨ τWF íà ïiâãðóïi I ∞
λ . Çà òâåðäæåííÿì 5.14 [13],
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(I ∞
λ , τWF ) ¹ ãàóñäîðôîâîþ òîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ ïiâãðóïîþ. Îñêiëüêè ãðóïà îäè-

íèöü H(I) ïiâãðóïè I ∞
λ íå ¹ âiäêðèòîþ ïiäãðóïîþ â (I ∞

λ , τF ), òî êîìïàêòèôiêàöiÿ
Áîðà ïiâãðóïè (I ∞

λ , τWF ) â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ ïiâãðóï ¹ òðèâiàëüíîþ ïiâãðóïîþ.

Îñêiëüêè çà òåîðåìîþ 5.1 [13] êîæíà ñïàäêîâî ãàóñäîðôîâà áåðiâñüêà òîïîëîãiÿ
τ íà ïiâãðóïi I ∞

ω òàêà, ùî (I ∞
ω , τ) � íàïiâòîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà, ¹ äèñêðåòíîþ, òî

ç òåîðåìè 6 âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ 1.

Òâåðäæåííÿ 1. Êîìïàêòèôiêàöiÿ Áîðà ãàóñäîðôîâî¨ áåðiâñüêî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ïiâ-
ãðóïè (I ∞

ω , τ) â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ ïiâãðóï içîìîðôíà äèñêðåòíié íàïiâãðóïi Z0
2.

Íàäàëi ÷åðåç P<ω(λ) ïîçíà÷àòèìåìî âiëüíó íàïiâ ðàòêó ç îäèíèöåþ íàä êàð-
äèíàëîì λ.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé τ � ãàóñäîðôîâà òîïîëîãiÿ íà ïiâãðóïi I ∞
ω òàêà, ùî

(I ∞
ω , τ) � òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà ïiâãðóïà i â'ÿçêà E(I ∞

ω ) � ¹ áåðiâñüêèì ïiäïðîñ-
òîðîì â (I ∞

ω , τ). Òîäi îäèíèöÿ I íàïiâ ðàòêè E(I ∞
ω ) ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ â

E(I ∞
ω ), à îòæå, ãðóïà îäèíèöü H(I) ïiâãðóïè I ∞

ω âiäêðèòî-çàìêíåíà ïiäãðóïà â
(I ∞

ω , τ).

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 2.2 (iii) [13] íàïiâ ðàòêà E(I ∞
ω ) içîìîðôíà íàïiâ ðàò-

öi P<ω(ω). Îñêiëüêè ↑χ � ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà â P<ω(ω) äëÿ äîâiëüíîãî χ ∈
P<ω(ω), òî ↑χ � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà â P<ω(ω). Çàíóìåðó¹ìî âñi åëåìåíòè êàðäè-
íàëà λ íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè: ω = {x1, x2, . . . , xn, . . .}. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà n ïîçíà÷èìî yn = x1x2 . . . xn. Òîäi yn ∈ P<ω(ω) òà ↑yn � ñêií÷åííà,
à îòæå, i çàìêíåíà ïiäìíîæèíà â P<ω(ω) äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n,
ïðè÷îìó

∪
n∈N ↑yn = P<ω(ω). Îñêiëüêè çà ïðèïóùåííÿì òâåðäæåííÿ òîïîëîãi÷íèé

ïðîñòið íàïiâ ðàòêè E(I ∞
ω ) = P<ω(ω) ¹ áåðiâñüêèì, òî iñíó¹ åëåìåíò yi íàïiâ ðàòêè

P<ω(ω) òàêèé, ùî IntP<ω(ω)(↑yi) ̸= ∅. Îòîæ, iñíó¹ ñêií÷åííà âiäêðèòà ïiäìíîæèíà
A ⊆ ↑yi â P<ω(ω). Òîäi çà òâåðäæåííÿì IV-1.13 [18], ↑A � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â
P<ω(ω), à îòæå, îäèíèöÿ I íàïiâ ðàòêè P<ω(ω) ¹ içîëüîâàíî òî÷êîþ â P<ω(ω).

Îñêiëüêè (I ∞
ω , τ) � òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà ïiâãðóïà, òî âiäîáðàæåííÿ h− : I ∞

ω →
E(I ∞

ω ) òà h+ : I ∞
ω → E(I ∞

ω ), îçíà÷åíi çà ôîðìóëàìè (χ)h− = χ · χ−1 òà (χ)h+ =
χ−1·χ, ¹ íåïåðåðâíèìè, à îòæå,H(I) = (I)h+∩(I)h− � âiäêðèòî-çàìêíåíà ïiäìíîæèíà
â (I ∞

ω , τ). �
Ç òâåðäæåííÿ 2 òà òåîðåìè 6 âèïëèâà¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 7. Íåõàé τ � ãàóñäîðôîâà òîïîëîãiÿ íà ïiâãðóïi I ∞
ω òàêà, ùî (I ∞

ω , τ)
� òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà ïiâãðóïà i â'ÿçêà E(I ∞

ω ) � ¹ áåðiâñüêèì ïiäïðîñòîðîì â
(I ∞

ω , τ). Òîäi êîìïàêòèôiêàöiÿ Áîðà òîïîëîãi÷íî¨ ïiâãðóïè (I ∞
ω , τ) â êëàñi òîïî-

ëîãi÷íèõ ïiâãðóï içîìîðôíà íåòðèâiàëüíié ïiäïiâãðóïi äèñêðåòíî¨ ïiâãðóïè Z0
2.

Åëåìåíò e òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâ ðàòêè E íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ìiíiìó-
ìó â E, ÿêùî iñíó¹ âiäêðèòèé îêië U(e) òî÷êè e â E òàêèé, ùî U(e) ∩ ↓e = {e} [18].
Çàóâàæèìî, ùî iäåìïîòåíò e òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâ ðàòêè E ¹ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ìiíi-
ìóìó â E òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ↑e � âiäêðèòà ìíîæèíà â E.

Ëåìà 5. Êîæíà ãàóñäîðôîâà ëîêàëüíî êîìïàêòíà òîïîëîãiÿ τ íà íàïiâ ðàòöi
P<ω(λ) òàêà, ùî (P<ω(λ), τ) � íàïiâòîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà, ¹ äèñêðåòíîþ.
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Äîâåäåííÿ. ßêùî λ < ω, òî òâåðäæåííÿ ëåìè î÷åâèäíå. Òîìó íàäàëi áóäåìî ââàæàòè
λ > ω.

Ìè ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî iäåìïîòåíòó χ ∈ P<ω(λ) iñíó¹ iäåìïîòåíò
ε 6 χ íàïiâ ðàòêè P<ω(λ) òàêèé, ùî ↑ε � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â (P<ω(λ), τ).
Îñêiëüêè ↑ε � ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà â P<ω(λ) äëÿ êîæíîãî iäåìïîòåíòó ε ∈
P<ω(λ), òî îòðèìó¹ìî, ùî ε � içîëüîâàíà òî÷êà â P<ω(λ).

Çàôiêñó¹ìî âiäêðèòèé îêië U(χ) iäåìïîòåíòó χ â (P<ω(λ), τ) òàêèé, ùî
clP<ω(λ)(U(χ)) � êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà â (P<ω(λ), τ). Òîäi ïiäïðîñòið A(χ) =
= clP<ω(λ)(U(χ)) â (P<ω(λ), τ) ç iíäóêîâàíèì ç íàïiâ ðàòêè P<ω(λ) ÷àñòêîâèì
ïîðÿäêîì ¹ êîìïàêòíèì ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèì ïðîñòîðîì, à îòæå, iñíó¹ ìiíi-
ìàëüíèé åëåìåíò χ0 ìíîæèíè A(χ) òàêèé, ùî χ0 6 χ. Ïîçàÿê ↑χ0 � ñêií÷åííà
ïiäìíîæèíà â P<ω(λ), òî χ � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó â (P<ω(λ), τ). Îòîæ,
↑χ � âiäêðèòà ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà â P<ω(λ), à îòæå, χ � içîëüîâàíà òî÷êà â
(P<ω(λ), τ). �

Ç ëåìè 5 òà òåîðåìè 6 âèïëèâà¹ òåîðåìà 8.

Òåîðåìà 8. Íåõàé λ � íåñêií÷åííèé êàðäèíàë i (I ∞
λ , τ) � òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà ïiâ-

ãðóïà ç ëîêàëüíî êîìïàêòíîþ â'ÿçêîþ E(I ∞
ω ). Òîäi êîæåí H -êëàñ ïiâãðóïè I ∞

λ

âiäêðèòî-çàìêíåíà ïiäìíîæèíà â (I ∞
λ , τ), à îòæå, êîìïàêòèôiêàöiÿ Áîðà òîïî-

ëîãi÷íî¨ ïiâãðóïè (I ∞
λ , τ) â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ ïiâãðóï içîìîðôíà íåòðèâiàëüíié

ïiäïiâãðóïi äèñêðåòíî¨ ïiâãðóïè Z0
2.

Æîäíà ç êîìïàêòíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïiâãðóï íå ìiñòèòü ïiâãðóïó I↗
∞(N) [23],

îñêiëüêè óñi íåòðèâiàëüíi ãîìîìîðôiçìè ïiâãðóïè I↗
∞(N) ¹ àáî içîìîðôiçìàìè, àáî

æ ãðóïîâèìè ãîìîìîðôiçìàìè, ïðè÷îìó îáðàç ïiâãðóïè I↗
∞(N) ¹ öèêëi÷íà ãðóïà [23,

òåîðåìà 2.9], òî ç òâåðäæåííÿ 2 [9] âèïëèâà¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 9. Êîìïàêòèôiêàöiÿ Áîðà äèñêðåòíî¨ ïiâãðóïè I↗
∞(N) â êëàñi òîïîëî-

ãi÷íèõ ïiâãðóï òîïîëîãi÷íî içîìîðôíà êîìïàêòèôiêàöi¨ Áîðà äèñêðåòíî¨ àäèòèâíî¨
ãðóïè öiëèõ ÷èñåë.

Àíàëîãi÷íî, îñêiëüêè æîäíà ç êîìïàêòíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïiâãðóï íå ìiñòèòü ïiâ-
ãðóïó I �↗

∞ (N) [10], i âñi íåòðèâiàëüíi ãîìîìîðôiçìè ïiâãðóïè I �↗
∞ (N) ¹ àáî içîìîð-

ôiçìàìè, àáî æ ãðóïîâèìè ãîìîìîðôiçìàìè, ïðè÷îìó îáðàç ïiâãðóïè I �↗
∞ (N) � öèê-

ëi÷íà ãðóïà [10, òåîðåìà 2], òî ç òâåðäæåííÿ 2 [9] âèïëèâà¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 10. Êîìïàêòèôiêàöiÿ Áîðà äèñêðåòíî¨ ïiâãðóïè I �↗
∞ (N) â êëàñi òîïîëî-

ãi÷íèõ ïiâãðóï òîïîëîãi÷íî içîìîðôíà êîìïàêòèôiêàöi¨ Áîðà äèñêðåòíî¨ àäèòèâíî¨
ãðóïè öiëèõ ÷èñåë.
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In this paper we describe Bohr compacti�cations of a topological group
S (λ) of bijective transformations with �nite supports of an in�nite cardinal λ,
a topological semigroup I ∞

λ of almost identity partial bijective transformati-
ons of an in�nite cardinal λ and topological semigroups of monotone and
almost monotone co�nite injective transformations of the set of positive
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∞(N) and I �↗
∞ (N).
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Îïèñàíî êîìïàêòèôèêàöèè Áîðà òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû S (λ) áèåê-
òèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì áåñêîíå÷íîãî êàðäèíàëà λ,
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òîïîëîãè÷åñêîé ïîëóãðóïïû I ∞
λ ïî÷òè òîæäåñòâåííûõ ÷àñòè÷íûõ áèåê-

òèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé áåñêîíå÷íîãî êàðäèíàëà λ è òîïîëîãè÷åñêèõ ïî-
ëóãðóïï ìîíîòîííûõ è ïî÷òè ìîíîòîííûõ êîêîíå÷íûõ èíúåêòèâíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë I↗

∞(N) è I �↗
∞ (N).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà, òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà,
êîìïàêòèôèêàöèÿ Áîðà.


