
ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2011. Âèïóñê 74. Ñ. 74�82

Visnyk of the Lviv Univ. Series Mech. Math. 2011. Issue 74. P. 74�82

ÓÄÊ 519.21

ÃÐÀÍÈ×ÍÀ ÒÅÎÐÅÌÀ ÄËß ÃIËËßÑÒÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÓ
Ç ÄÎÂIËÜÍÎÞ ÊIËÜÊIÑÒÞ ÒÈÏIÂ ×ÀÑÒÈÍÎÊ

ÒÀ IÌÌIÃÐÀÖI�Þ

ßðîñëàâ �ËÅÉÊÎ, Iðèíà ÁÀÇÈËÅÂÈ×, Ãàëèíà ÒÈÌÊIÂ

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,

âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1, Ëüâiâ, 79000

e-mail: tumkiv_gala@mail.ru

Ðåçóëüòàòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ãðàíè÷íà çàäà÷à äëÿ äîêðèòè÷íîãî ãiëëÿñ-
òîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ç äîâiëüíîþ êiëüêiñòþ òèïiâ ÷àñòèíîê òà iììi-
ãðàöi¹þ. Ðîçãëÿíóòà çàäà÷à ¹ óçàãàëüíåííÿì çàäà÷i, ÿêó ðîçâ'ÿçàâ Ñ. Àëi¹â
[4], àëå äëÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi òèïiâ ÷àñòèíîê.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ãiëëÿñòèé ïðîöåñ, ÿäðî, äîêðèòè÷íèé ïðîöåñ, ôóíêöiî-
íàë Ëàïëàñà, óìîâíèé òâiðíèé ôóíêöiîíàë, ôàêòîðiàëüíi ìîìåíòè.

1. Âñòóï. Ãiëëÿñòi ïðîöåñè ¹ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ áàãàòüîõ ÿâèù. Çîêðå-
ìà, âàæëèâèì íàïðÿìîì ¹ ïðîöåñ ç iììiãðàöi¹þ. Âàæëèâi ïðàöi öüîãî íàïðÿìó: Ñå-
âàñòüÿíîâ Â.À. [1], à òàêîæ Õi÷îò Ñ.Ð. [5]. Ó êiíöi 60-õ íà ïî÷àòêó 70-õ ðîêiâ XX ñò.
ïî÷àëè ðîçãëÿäàòè ïðîöåñè ç äîâiëüíîþ êiëüêiñòþ òèïiâ ÷àñòèíîê. Öiêàâèé ïiäõiä
çàïðîïîíóâàâ Øóðåíêîâ Â.Ì. [2] òà �ëåéêî ß.I. [3]. Ðîçãëÿíóòî ãðàíè÷íó òåîðåìó
äëÿ ãiëëÿñòîãî ïðîöåñó ç äîâiëüíîþ êiëüêiñòþ òèïiâ òà iììiãðàöi¹þ.

2. Îïèñ ìîäåëi. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó íàéïðîñòiøèé âèïàäîê ãiëëÿñòèõ ïðî-
öåñiâ ç iììiãðàöi¹þ, òîáòî âèïàäîê äâîõ òèïiâ ÷àñòèíîê.

Ó öüîìó âèïàäêó ïîðÿä ç ðîçìíîæåííÿì i çàãèáåëëþ ùå âiäáóâà¹òüñÿ ïîñòiéíèé
ïðèðiñò ÷àñòèíîê çîâíi, ùî êåðó¹òüñÿ âèïàäêîâèì ìåõàíiçìîì, ÿêèé íå çàëåæèòü âiä
êiëüêîñòi íàÿâíèõ ÷àñòèíîê. Íåõàé ìà¹ìî ÷àñòèíêè îäíîãî òèïó. Êîæíà iñíóþ÷à â
öåé ìîìåíò ÷àñòèíêà íåçàëåæíî âiä ñâîãî ïîõîäæåííÿ òà âiêó, íåçàëåæíî âiä iíøèõ
÷àñòèíîê ç éìîâiðíiñòþ [1]

δk1 + pk∆t+ o(∆t)

ïåðåòâîðþ¹òüñÿ çà ÷àñ ∆t → 0 â k ÷àñòèíîê. Êðiì òîãî, íåçàëåæíî âiä íàÿâíîñòi
äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê ç éìîâiðíiñòþ [1]

δk0 + qk∆t+ o(∆t)

çà ïðîìiæîê ÷àñó ∆t → 0 âèíèêà¹ k ÷àñòèíîê. Öi ÷àñòèíêè, ÿêi âèíèêàëè, íàäàëi
ïîâîäÿòü ñåáå òàê ñàìî ÿê i íàøi âèõiäíi ÷àñòèíêè. Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî ùiëüíîñòi

c⃝ �ëåéêî ß., Áàçèëåâè÷ I., Òèìêiâ Ã., 2011
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pk, qk çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè [1]:

p1 < 0, pk > 0 (k ̸= 0),
∞∑
k=0

pk = 0, (1)

q0 < 0, qk > 0 (k > 0),

∞∑
k=0

qk = 0. (2)

Ââåäåìî òâiðíi ôóíêöi¨ [2]

f(s) =
∞∑
k=0

pks
k, g(s) =

∞∑
k=0

qks
k, (3)

F (t; s) =
∞∑
k=0

Pk(t)s
k, (4)

äå Pk(t) � éìîâiðíiñòü òîãî, ùî êiëüêiñòü ÷àñòèíîê µ(t) â ìîìåíò ÷àñó t äîðiâíþ¹ k,
ÿêùî ïðè t = 0 ÷àñòèíîê íå áóëî. Ç óìîâè (10) âèïëèâà¹, ùî g(1) = f(1) = 0. Íàøà
ìåòà � çà äàíèìè f(s), g(s) íåîáõiäíî çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè µ(t) i
ãðàíè÷íó ïîâåäiíêó ïðè t → ∞.

Ïîêàæåìî íàñàìïåðåä, ùî îïèñàíèé òàê ïðîöåñ ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ãiëëÿñòî-
ãî ïðîöåñó ç äâîìà òèïàìè ÷àñòèíîê. Äëÿ öüîãî, êðiì âiäîìèõ óæå ÷àñòèíîê, ÿêi ìè
íàçâåìî ÷àñòèíêàìè òèïó T1, ââåäåìî ùå îäíó ôiêòèâíó ÷àñòèíêó òèïó T0. Çàäàìî
éìîâiðíîñòi ïåðåòâîðåííÿ ÷àñòèíîê çà ÷àñ ∆t → 0 òàê:

P{T0 → T0} = 1 + q0∆t+ o(∆t),

P{T0 → T0 + kT1} = qk∆t+ o(∆t), k ̸= 0,

P{T1 → T1} = 1 + p1∆t+ o(∆t),

P{T1 → kT1} = pk∆t+ o(∆t), k ̸= 1.

Ïîçíà÷èìî P i
α0,α1

(t) éìîâiðíiñòü òîãî, ùî îäíà ÷àñòèíêà òèïó Ti çà ÷àñ t ïå-
ðåòâîðèòüñÿ â ñóêóïíiñòü α0 ÷àñòèíîê òèïó T0 i α1 ÷àñòèíîê òèïó T1. Íåõàé ïðè
∆t → 0

P i
α0,α1

(∆t) = δiα0,α1
+ P i

α0,α1
∆t+ o(∆t),

äå δ01;0 = 1, δ10;1 = 1, à iíøi δiα0,α1
äîðiâíþþòü íóëþ. Ââåäåìî òâiðíi ôóíêöi¨

F i(t; s0, s1) =
∑
α0,α1

P i
α0,α1

(s0)α0(s1)α1 ,

f i(s0, s1) =
∑
α0,α1

piα0,α1
(s0)α0(s1)α1 . (5)

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî òâiðíi ôóíêöi¨ (3) i (4) çâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ òàê:

f0(s0, s1) = s0g(s1), f1(s0, s1) = f(s1), (6)

F 0(t; s0, s1) = s0F (t, s1). (7)

Îòîæ, iììiãðàöiþ ìîæíà ïîäàòè çàâäÿêè ðîçìíîæåííþ ôiêòèâíî¨ ÷àñòèíêè òè-
ïó T0, ÿêà, ïîðîäèâøè íîâi ÷àñòèíêè òèïó T1, ñàìà íå ðîçìíîæó¹òüñÿ i íå çíèêà¹. Ó
ïîáóäîâàíîìó ãiëëÿñòîìó ïðîöåñi òèïè T0 i T1 ñòàíîâëÿòü êëàñ òèïiâ, ÿêi ìiæ ñîáîþ
êîíòàêòóþòü. Ïðè÷îìó {T1} � çàìêíóòèé êëàñ, à {T0} � ôiêòèâíèé êëàñ.
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Äëÿ öüîãî ïðîöåñó ç äâîìà òèïàìè ÷àñòèíîê T0 i T1 ñïðàâäæó¹òüñÿ ñèñòåìà
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

∂F i

∂t
= f i(F 0, F 1), i = 0, 1 (8)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

F i(0; s0, s1) = si, i = 0, 1, (9)

aáî ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ

∂F i

∂t
= f0(s0, s1)

∂F i

∂s0
+ f1(s0, s1)

∂F i

∂s1
(10)

ç òèìè ñàìèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè. Ó íàøîìó âèïàäêó ñèñòåìà (8) íàáóäå âèãëÿäó

dF 0

dt
= F 0g(F 1), (11)

dF 1

dt
= f(F 1), (12)

à ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ òàêå:

∂F i

∂t
= s0g(s1)

∂F i

∂s0
+ f(s1)

∂F i

∂s1
. (13)

Ç (7) òà (13) îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ

∂F

∂t
= g(s)F + f(s)

∂F

∂s
, (14)

ÿêå ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè çà ïî÷àòêîâî¨ óìîâè

F (0; s) = 1. (15)

Ç iíøîãî áîêó, ìîæíà îòðèìàòè çðó÷íèé âèðàç äëÿ F (t; s) çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè
ðiâíÿíü (11), (12). Ðiâíÿííÿ (12) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (9) ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ îêðåìî.
Ïîçíà÷èìî éîãî ðîçâ'ÿçîê ÷åðåç Φ(t; s) (ââàæàþ÷è s1 = s). Òîäi ç (11), (9) òà (7)
ìîæíà îòðèìàòè

F (t; s) = exp
( t∫

0

g(Φ(u; s))du
)
. (16)

Öÿ ôîðìóëà âèðàæà¹ òâiðíó ôóíêöiþ F (t; s) ãiëëÿñòîãî ïðîöåñó ç iììiãðàöi¹þ
÷åðåç òâiðíó ôóíêöiþ Φ(t; s) ãiëëÿñòîãî ïðîöåñó áåç iììiãðàöi¨.

3. Ãðàíè÷íà òåîðåìà äëÿ ãiëëÿñòîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ç iììiãðà-

öi¹þ. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ãiëëÿñòèõ ïðîöåñiâ Ãàëüòîíà-Âàòñîíà, ùî çàëåæèòü
âiä äåÿêîãî ìàëîãî ïàðàìåòðà ε [4] ç äîâiëüíîþ êiëüêiñòþ òèïiâ ÷àñòèíîê D òà äèñ-
êðåòíèì ÷àñîì. Íà ìíîæèíi D çàäàíà σ-àëãåáðà F , ÿêà ìiñòèòü âñi îäíîòî÷êîâi
ìíîæèíè. Íåõàé âèïàäêîâà ìiðà ξ(t, ε, A) ïîçíà÷à¹ êiëüêiñòü ÷àñòèíîê ïðîöåñó ç
ïàðàìåòðîì ε, ùî íàëåæèòü ìíîæèíi A ∈ F .

Óìîâíi éìîâiðíîñòi òà óìîâíi ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ çà óìîâè, ùî â ïî÷àòêî-
âèé ìîìåíò ÷àñó áóëà îäíà ÷àñòèíêà òèïó d ∈ D, áóäåìî ïîçíà÷àòè, âiäïîâiäíî, Pd

òà Md.
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Ââåäåìî ôóíêöiîíàë Ëàïëàñà

F (ε, d, t, φ(·)) = Md exp

−
∫
D

φ(u)ξ(t, ε, du)


i òâiðíèé ôóíêöiîíàë

h(ε, d, t, φ(·)) = Md exp


∫
D

lnφ(u)ξ(t, ε, du)

 ,

äå φ(u) ¹ F-âèìiðíà.
Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ïðîöåñó ç ïàðàìåòðîì ε êiëüêîñòi ÷àñòèíîê, ùî íàëå-

æàòü ìíîæèíi A ∈ F çà îäèíèöþ ÷àñó çà óìîâè, ùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó áóëà
îäíà ÷àñòèíêà òèïó d ∈ D, ìè ïîçíà÷èìî ÷åðåç Md(ε,A).

Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

Q(u, t, λ(·)) = exp


∫
D

g(u,K(u, s, λ(·)))ds

 ,

g(t, λ(·)) =
∞∫
0

(
e

∞∫
0

λ(t)φ(dt)
− 1

)
N(φ(dt)),

äå Reλ(·) 6 0, N � ìiðà. Ôóíêöiÿ K(s, t, λ(·)) ¹ ëîãàðèôìîì ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà,
äåÿêîãî íåñêií÷åííî-ïîäiëüíîãî ïðîöåñó

M

[
e

∫
D

λ(s)µ(t,ds) ∣∣ µ(0, A) = y(A)

]
= e

∫
D

y(ds)K(s,t,λ(u))

.

Òóò u ∈ D, t > 0, Reλ(u) 6 0, y(u) > 0, y(D) < ∞, µ(t, A) � âèïàäêîâà ìiðà,
ÿêà ïîçíà÷à¹ ìàñó ÷àñòèíîê ó ìîìåíò ÷àñó t, ÿêi íàëåæàòü ìíîæèíi A, äå A ∈ F ,
F � σ-àëãåáðà íà ìíîæèíi D.

Ââàæà¹ìî, ùî ïðîöåñ ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíèé, òîìó ìîæíà ââåñòè êóìóëÿíòó

H(u, λ(·)) = lim
τ→0

K(u, τ, λ(u))− λ(u)

τ
, (u ∈ D, Reλ(u) 6 0).

Íîðìó îïåðàòîðà íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî ∥ · ∥.
Ïðèïóñêà¹ìî, ùî äëÿ ïðîöåñó ç ïàðàìåòðîì ε ïðàâèëüíå çîáðàæåííÿ

Md(ε,A) = E + εC + o(ε), (17)

äå E�îäèíè÷íèé îïåðàòîð; C�îáìåæåíèé îïåðàòîð, ÿêèé çàëåæèòü âiä ìíîæèíè A
òà d. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî iñíó¹ òàêå ÷èñëî C0, ùî ∀ d ∈ D ∀ A ∈ F ñïðàâäæó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

∥C(d,A)∥ 6 C0.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié b1(ε, u) (u ∈ D) òàêèõ, ùî b1(ε, u) → ∞ äëÿ
âñiõ u ∈ D ïðè ε → 0. Ââàæà¹ìî, ùî iñíó¹ äåÿêà ìiðà q(A), b1(ε, u) iíòåãðîâàíà
ñòîñîâíî öi¹¨ ìiðè i

∫
A
b1(ε, u) q(du) = b(ε,A) (A ∈ F) i b(ε,A) → ∞ ïðè ε → 0.
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Äàëi ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâi ìiðè

µ(t, ε, A) =
ξ([t/ε], ε, A)

b(ε,A)
,

ξ(0, ε, A) =

∫
A

x(u)b(ε, du)

 ,

äå [a] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà a; x(u) � F-âèìiðíà ôóíêöiÿ.
Ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ïðàâèëüíå ðîçâèíåííÿ (17). ßêùî
1) lim

ε→0

1
ε b1(ε, s) [F (ε, s, exp(λ(·)/b1(ε, ·)))− exp(λ(s)/b1(ε, s))] = H(s, λ(·));

2)
∂H(s, λ(u))

∂λ
= C(s, λ(u)) îáìåæåíà ïî âñiõ àðãóìåíòàõ

1

ε
[G(ε, s, exp(λ(·)/b1(ε, ·)))− 1] −→ g(s, λ(·)),

äå G(ε, d, t, φ(·)) � òâiðíèé ôóíêöiîíàë äëÿ iììiãðóþ÷èõ ÷àñòèíîê, òî ñêií÷åííîâè-
ìiðíi ðîçïîäiëè ãiëëÿñòîãî ïðîöåñó Ãàëüòîíà-Âàòñîíà ç iììiãðàöi¹þ òà äîâiëüíîþ
êiëüêiñòþ òèïiâ ÷àñòèíîê, ùî âiäïîâiäàþòü âèïàäêîâié ìiði µ(t, ε), ñëàáî çáiãà¹òü-
ñÿ ïðè ε → 0 äî ñêií÷åííîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ áàãàòîâèìiðíîãî ãiëëÿñòîãî ïðîöåñó
ç íåïåðåðâíèì ôàçîâèì ïðîñòîðîì òà iììiãðàöi¹þ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïðàâó ÷àñòèíó ñïiââiäíîøåííÿ

∞∑
j=0

∫
D

Pd(j, du)φ
j(u) = [F (ε, d, t, φ(·))]iG(ε, d, t, φ(·))

i, j = 0, 1, 2, . . .. Â ñõåìi ñåðié âîíà íàáóëà âèãëÿäó

[F (ε, d, t, φ(·))]i
1/ε−1∏
k=0

G(ε, d, t, F (ε, k, t, φ(·))). (2)

Çàìiíèìî ε íà [t/ε] i φ(s) = e−λ(s)/b1(ε,s). Òîäi (2) ïåðåïèøåìî òàê:

[F ([t/ε], d, s, e−λ(s)/b1(ε,s))]i
[t/ε]−1∏
k=0

G(ε, t, d, F (ε, k, t, e−λ(s)/b1(ε,s))).

Ó ðîçãëÿíóòîìó âèïàäêó

i = ξ(0, ε, A),

lim
ε→0

{
F ([t/ε], t, d, e−λ(s)/b1(ε,s))

}[∫
A

x(u)b(ε,du)

]
= e

−
∫
D

x(ds)K(s,t,λ(u))

.

Ðîçãëÿíåìî äðóãèé ìíîæíèê

[t/ε]−1∏
k=0

G(ε, t, d, F (ε, k, t, e−λ(s)/b1(ε,s))) =
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= exp


[t/ε]−1∑
k=0

logG(ε, t, d, F (ε, k, t, e−λ(s)/b1(ε,s)))

 =

= exp


[t/ε]−1∑
k=0

G
(
ε, t, d, e[b(ε,s) logF (ε,k,t,e−λ(s)/b1(ε,s))]/b1(ε,s)

) .

ßêùî ïðèéíÿòè

g(ε, λ(·)) = ε lnG
(
ε, t, d, e−λ(·)/b1(ε,·)

)
,

òî
[t/ε]−1∏
k=0

G(ε, t, d, F (ε, k, t, e−λ(s)/b1(ε,s))) =

= exp

1

ε

[t/ε]−1∑
k=0

g
(
ε, b(ε, s) lnF (ε, k, t, e−λ(s)/b1(ε,s))

) .

Íåõàé

K(ε, t, λ(s)) = b(ε, s) lnF
(
[t/ε], t, d, e−λ(s)/b(ε,s)

)
.

Ïiäñòàâëÿþ÷è ïîñëiäîâíî t = 0, ε, 2ε, . . . , (k − 1)ε, îòðèìà¹ìî

[t/ε]−1∏
k=0

G
(
ε, t, d, F (ε, k, t, e−λ(s)/b1(ε,s))

)
= exp

1

ε

[t/ε]−1∑
i=0

g (ε,K(ε, iε, λ(·)))

 .

Î÷åâèäíî,
t∫

0

g(·,K(s, λ(s), ds)) =

t∫
[t/ε]/ε

g(·,K(s, λ(s), ds))+

+

[t/ε]/ε∫
0

g(·,K(s, λ(s), ds))− 1

ε

[t/ε]−1∑
i=0

g(·,K(iε, s, λ(s))) +
1

ε

[t/ε]−1∑
i=0

g(·,K(iε, s, λ(s))).

ßêùî àáñîëþòíó âåëè÷èíó ñóìè ïåðøèõ òðüîõ äîäàíêiâ ïîçíà÷èìî ÷åðåç
ζ(ε, t, λ(·)), òî ζ(ε, t, λ(·)) → 0 ïðè ε → 0 ðiâíîìiðíî ïî t, λ(·) â êîæíîìó ñêií÷åííîìó
iíòåðâàëi [0 6 t 6 T,Λ 6 Reλ(·) 6 0].

Äàëi ∣∣∣∣1ε
[t/ε]−1∑
i=0

g(ε,K(iε, s, λ(s)))−
t∫

0

g(·,K(s, λ(s), ds))

∣∣∣∣ 6
6 ζ(ε, t, λ(s)) +

1

ε

∣∣∣∣ [t/ε]−1∑
i=0

g(ε,K(iε, s, λ(s)))−
[t/ε]−1∑
i=0

g(·,K(iε, s, λ(s)))

∣∣∣∣ 6
6 ζ(ε, t, λ(s)) +

1

ε

[t/ε]−1∑
i=0

∣∣∣∣g(ε,K(iε, s, λ(s)))− g(ε,K(iε, s, λ(s)))

∣∣∣∣+
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+
1

ε

[t/ε]−1∑
i=0

∣∣∣∣g(ε,K(iε, s, λ(s)))− g(·,K(iε, s, λ(s)))

∣∣∣∣.
K(ε, t, λ(·)) −→ K(·, t, λ(·)) ðiâíîìiðíî ïî t

sup
t

∣∣∣∣K(ε, t, λ(·))−K(·, t, λ(·))
∣∣∣∣ −→ 0.

Òîäi

sup
06t6[t/ε]−1

∣∣∣∣K(ε, iε, λ(·))−K(·, iε, λ(·))
∣∣∣∣ −→ 0.

Äðóãà óìîâà òåîðåìè åêâiâàëåíòíà óìîâi

g(ε, λ(·)) −→ g(·, λ(·)),
sup
ε

|g(ε, λ(·))− g(ε, µ(·))| −→ 0,

Reµ(·) 6 0.

ßêùî ïðèéíÿòè

δ(h) = sup
Re(λ(·)−µ(·))60

sup
ε

|g(ε, λ(·))− g(ε, µ(·))|,

òî δ(h) ↓ 0 ïðè h ↓ 0.
Äàëi ðîçãëÿíåìî∣∣∣∣g(ε,K(ε, iε, λ(s)))− g(ε,K(·, iε, λ(s)))

∣∣∣∣ 6 δ

(
sup

06s6t

∣∣∣∣K(ε, s, λ(s))−K(·, s, λ(s))
∣∣∣∣) .

Îòæå, äðóãèé äîäàíîê ó (11) íå ïåðåâèùó¹

[t/ε]

ε
δ

(
sup

06s6t

∣∣∣∣K(ε, s, λ(s))−K(·, s, λ(s))
∣∣∣∣) 6

6 tδ

(
sup

06s6t

∣∣∣∣K(ε, s, λ(s))−K(·, s, λ(s))
∣∣∣∣) .

Ç òîãî, ùî g(ε, λ(·)) → g(·, λ(·)) ðiâíîìiðíî ïî êîæíîìó ñêií÷åíîìó iíòåðâàëi âèïëè-
âà¹, ùî òðåòié äîäàíîê ó ïðàâié ÷àñòèíi (11) íå ïåðåâèùó¹

[t/ε]

ε
δ(ε) 6 tδ(ε), δ(ε) → 0.

Òàê çíàõîäèìî, ùî∣∣∣∣1ε
[t/ε]−1∑
i=0

g(ε,K(ε, iε, λ(s)))−
t∫

0

g(ds,K(·, s, λ(s)))
∣∣∣∣ 6

6 ζ(ε, t, λ(s)) + δ

(
sup

06s6t
| K(ε, s, λ(s))−K(·, s, λ(s)) |

)
+ tδ(ε).

Îñêiëüêè 0 6 t 6 T , Λ 6 λ 6 0, òî

1

ε

[t/ε]−1∑
i=0

g(ε, (K(ε, iε, λ(s))) −→
t∫

0

g(ds,K(·, s, λ(s))),
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àáî

[t/ε]−1∏
k=0

G(ε, t, d, F (ε, k, d, e−λ(s)/b(ε,s))) −→ exp


t∫

0

g(ds,K(·, s, λ(s)))

 = Q(t, d, λ(·)).

Îòæå, ìè îòðèìà¹ìî

[F (ε, t, d, e−λ(s)/b(ε,s))]

[∫
A

x(u)b(ε,du)

]
×

×
[t/ε]−1∏
k=0

G(ε, t, d, F (ε, k, d, e−λ(s)/b(ε,s))) −→ Q(d, t, λ(s))e
−

∫
D

x(ds)K(s,t,λ(u))

.

�

4. Âèñíîâêè. Ïîêàçàíî, ùî ïðè ε → 0 ðîçïîäiëè ïðîöåñiâ µ(·, t, A) ñëàáî çái-
ãàþòüñÿ äî ðîçïîäiëó ãiëëÿñòîãî ïðîöåñó ç íåïåðåðâíèì ôàçîâèì ïðîñòîðîì òà iì-
ìiãðàöi¹þ. Îòîæ, ïðè ðîçøèðåííi êëàñó êiëüêîñòi òèïiâ ÷àñòèíîê äî äîâiëüíî¨ êiëü-
êîñòi ïåâíi âëàñòèâîñòi âñå æ òàêè çáåðiãàþòüñÿ.
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Result is the limit problem for subcritical branching process with an arbi-
trary number of types of particles and immigration. The problem is a generali-
zation of the problem which was solved by S. Alijev [4], but with �nite number
of types of particles.

Key words: branching process, the kernel, undercritical process, Laplace
functional, conventional generators functional, factorial moments.

ÏÐÅÄÅËÜÍÀß ÒÅÎÐÅÌÀ ÄËß ÂÅÒÂÈÑÒÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÑÀ
Ñ ÏÐÎÈÇÂÎËÜÍÛÌ ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÎÌ ÒÈÏÎÂ ×ÀÑÒÈÖ

È ÈÌÌÈÃÐÀÖÈÅÉ

ßðîñëàâ ÅËÅÉÊÎ, Èðèíà ÁÀÇÈËÅÂÈ×, Ãàëèíà ÒÛÌÊÈÂ

Ëüâîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Èâàíà Ôðàíêî,

óë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 1, Ëüâîâ, 79000

e-mail: tumkiv_gala@mail.ru

Ðåçóëüòàòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíàÿ çàäà÷à äëÿ äîêðèòè÷åñ-
êîãî âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà, à ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì
çàäà÷è, êîòîðàÿ áûëà ðåøåíà Ñ. Àëèåâûì [4], íî äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà
òèïîâ ÷àñòèö.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ, ÿäðî, äîêðèòè÷åñêèé ïðîöåññ,
ôóíêöèîíàë Ëàïëàñà, óñëîâíûé îáðàçóþùèé ôóíêöèîíàë, ôàêòîðèàëü-
íûå ìîìåíòû.


