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Ïîäàíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè, îäåðæàíi ïðè äîñëiäæåííi îçíà÷åíèõ àâ-
òîðàìè ïàðàáîëi÷íèõ ïî÷àòêîâèõ çàäà÷ Ñîëîííèêîâà-Åéäåëüìàíà. Âî-
íè ñòîñóþòüñÿ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi öèõ çàäà÷ ó ïðîñòîðàõ Ãåëüäåðà
øâèäêîçðîñòàþ÷èõ ôóíêöié, à òàêîæ ó âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà-
Ñëîáîäåöüêîãî äëÿ äåùî âóæ÷îãî êëàñó òàêèõ çàäà÷.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ïàðàáîëi÷íà çà Ñîëîííèêîâèì ñèñòåìà ðiâíÿíü,
−→
2b-ïà-

ðàáîëi÷íà ñèñòåìà, ïàðàáîëi÷íà ñèñòåìà â ñåíñi Ñîëîííèêîâà-Åéäåëüìàíà,
ïî÷àòêîâà çàäà÷à, ïðîñòið Ãåëüäåðà øâèäêîçðîñòàþ÷èõ ôóíêöié, ïðîñòið
Ñîáîë¹âà-Ñëîáîäåöüêîãî, êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü.

Ïàðàáîëi÷íi ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ÿêi
ââiâ I.Ã. Ïåòðîâñüêèé [1], ¹ äîñèòü øèðîêèì êëàñîì ñèñòåì, ïîðiâíÿíî äîáðå âèâ÷å-
íèì ñüîãîäíi. Äîñëiäæåííÿ òàêèõ ñèñòåì âiäáóâàëèñü ó ðiçíèõ íàïðÿìàõ. Çîêðåìà, â
ðiçíîìàíiòíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ âèçíà÷àëè êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü êðàéî-
âèõ çàäà÷ òà çàäà÷i Êîøi äëÿ òàêèõ ñèñòåì, óçàãàëüíþâàëè îçíà÷åííÿ ïàðàáîëi÷íîñòi
ñèñòåìè çà I.Ã. Ïåòðîâñüêèì.

Ó öié ñòàòòi íàâåäåíî ðåçóëüòàòè, ÿêi âäàëîñÿ îòðèìàòè ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ
ïî÷àòêîâèõ çàäà÷ äëÿ îäíîãî óçàãàëüíåíîãî êëàñó ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì, íàçâàíîãî
àâòîðàìè ñèñòåìàìè Ñîëîííèêîâà-Åéäåëüìàíà. Öi ñèñòåìè ïðèðîäíî óçàãàëüíþþòü
ïàðàáîëi÷íi çà Ñîëîííèêîâèì ñèñòåìè [2, 3] (âèïàäîê óçàãàëüíåííÿ ñèñòåì, ïàðàáî-
ëi÷íèõ çà Ïåòðîâñüêèì, êîëè ïîðÿäîê îïåðàòîðà, ÿêèé äi¹ íà íåâiäîìó ôóíêöiþ uj

ó ðiâíÿííi ç íîìåðîì k, ìîæå çàëåæàòè âiä j òà âiä k) i ñèñòåìè, ïàðàáîëi÷íi â ðîçó-
ìiííi Åéäåëüìàíà [4] (âèïàäîê óçàãàëüíåííÿ ñèñòåì, ïàðàáîëi÷íèõ çà Ïåòðîâñüêèì,
êîëè äèôåðåíöiþâàííÿ çà ðiçíèìè ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè ìàþòü çàãàëîì ðiçíó âàãó
ñòîñîâíî äèôåðåíöiþâàííÿ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ, òîáòî ìàþòü âåêòîðíó ïàðàáîëi÷íó
âàãó

−→
2b := (2b1, . . . , 2bn)).

c⃝ Iâàñèøåí Ñ., Iâàñþê Ã., 2011
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Ïî÷àòêîâi çàäà÷i äëÿ òàêèõ ñèñòåì âèâ÷àþòü (äèâ. [5 � 8]) ó ïðîñòîðàõ Ãåëüäåðà
øâèäêîçðîñòàþ÷èõ ôóíêöié, ó öüîìó ðàçi îäåðæóþòü íîâi ðåçóëüòàòè ïðî êîðåêòíó
ðîçâ'ÿçíiñòü ó öèõ ïðîñòîðàõ çàäà÷i Êîøi äëÿ çàãàëüíèõ ñèñòåì, ïàðàáîëi÷íèõ ó
ðîçóìiííi I.Ã. Ïåòðîâñüêîãî, Ñ.Ä. Åéäåëüìàíà òà Â.Î. Ñîëîííèêîâà. Çà ïåâíèõ ïðè-
ïóùåíü ùîäî ïàðàìåòðiâ, ÿêi âèçíà÷àþòü ïîðÿäêè äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ iç ðiâ-
íÿíü ñèñòåìè òà ïî÷àòêîâèõ óìîâ [9], äîâîäèòüñÿ òåîðåìà ïðî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü
ïî÷àòêîâèõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì Ñîëîííèêîâà-Åéäåëüìàíà â ïðîñòîðàõ
Ñîáîë¹âà-Ñëîáîäåöüêîãî.

1. Ôîðìóëþâàííÿ ïàðàáîëi÷íî¨ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i Ñîëîííèêîâà-Åé-
äåëüìàíà (çàäà÷i ÏÑÅ). Íåõàé n, N , b1, . . . , bn � çàäàíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, b �
íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå ÷èñåë b1, . . . , bn; m := (m1, . . . ,mn), m0 := 2b, mj := b/bj ,

j ∈ {1, . . . , n}; ∥α∥ :=
n∑

j=0

mjαj , ÿêùî α := (α0, α1, . . . , αn) ∈ Zn+1
+ ; ∥α∥ :=

n∑
j=1

mjαj ,

ÿêùî α := (α1, . . . , αn) ∈ Zn
+; i � óÿâíà îäèíèöÿ;

A(t, x, ∂t, ∂x) := (Akj(t, x, ∂t, ∂x))
N
k,j=1;

u := col(u1, . . . , uN ), f := col(f1, . . . , fN ) � íåâiäîìà òà çàäàíà âåêòîð-ôóíêöi¨;
ΠH := {(t, x) ∈ Rn+1 |t ∈ H,x ∈ Rn}, ÿêùî H ⊂ R; T � çàäàíå äîäàòíå ÷èñëî.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü òàêi ÷èñëà sk i tj iç Z, ùî max
k∈{1,...,N}

sk = 0, ñòåïiíü ñòî-

ñîâíî λ ìíîãî÷ëåíà Akj(t, x, pλ
m0 , iσλm), σλm := (σ1λ

m1 , . . . , σnλ
mn), íå ïåðåâèùó¹

sk+tj (ÿêùî sk+tj < 0, òî Akj := 0) i
N∑

k=1

(sk+tk) = 2br, äå r � ñòåïiíü detA(t, x, p, iσ)

ÿê ìíîãî÷ëåíà âiä p.
Íåõàé A0 := (A0

kj)
N
k,j=1 � ãîëîâíà ÷àñòèíà A, òîáòî

A0
kj(t, x, pλ

m0 , iσλm) = λsk+tjA0
kj(t, x, p, iσ).

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

A(t, x, ∂t, ∂x)u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π[0,T ], (1)

äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
A) Ñèñòåìà (1) � ðiâíîìiðíî ïàðàáîëi÷íà ñèñòåìà Ñîëîííèêîâà-Åéäåëüìàíà â

Π[0,T ], òîáòî iñíó¹ òàêà ñòàëà δ > 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ (t, x) ∈ Π[0,T ] i σ ∈ Rn p-êîðåíi
ðiâíÿííÿ detA0(t, x, p, iσ) = 0 çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü

Re p(t, x, σ) 6 −δ
n∑

j=1

σ
2bj
j .

×àñòèííèìè âèïàäêàìè òàêèõ ñèñòåì ¹ ñèñòåìè, ðiâíîìiðíî ïàðàáîëi÷íi çà Ïåò-
ðîâñüêèì (mk = 1, k ∈ {1, . . . , n}, sj = 0 i tj = 2bnj , nj ∈ N, j ∈ {1, . . . , N}), ðiâíî-
ìiðíî

−→
2b-ïàðàáîëi÷íi çà Åéäåëüìàíîì (mk > 1 äëÿ ïðèíàéìíi îäíîãî k ∈ {1, . . . , n},

sj = 0 i tj = 2bnj , j ∈ {1, . . . , N}) i ðiâíîìiðíî ïàðàáîëi÷íi çà Ñîëîííèêîâèì îäíî-
ðiäíî¨ ñòðóêòóðè (mk = 1, k ∈ {1, . . . , n}).

Äëÿ ñèñòåìè (1), äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà A, çàäàâàòè ïî÷àòêîâi óìîâè òàê,
ÿê äëÿ ñèñòåì Ïåòðîâñüêîãî íå ìîæíà. Çàäàâàòèìåìî ¨õ òàê ñàìî, ÿê äëÿ ñèñòåì
Ñîëîííèêîâà ç îäíîðiäíîþ ñòðóêòóðîþ [3] ó âèãëÿäi

B(x, ∂t, ∂x)u(t, x)|t=0 = φ(x), x ∈ Rn. (2)
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Òóò B(x, ∂t, ∂x) := (Bkj(x, ∂t, ∂x))
r, N

k=1,j=1 � ìàòðè÷íèé äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç,
φ := col(φ1, . . . , φr) � çàäàíà âåêòîð-ôóíêöiÿ. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî iñíóþòü òàêi öiëi
÷èñëà pk, ùî ñòåïiíü ñòîñîâíî λ ìíîãî÷ëåíà Bkj(x, pλ

m0 , iσλm) íå ïåðåâèùó¹ pk+ tj ,
ÿêùî pk + tj < 0, òî Bkl := 0. Ãîëîâíîþ ÷àñòèíîþ âèðàçó B íàçèâà¹òüñÿ âèðàç
B0 := (B0

kj)
r, N

k=1,j=1 , äå B0
kj(x, pλ

m0 , iσλm) = λpk+tjB0
kj(x, p, iσ). Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ

êîðåêòíîñòi çàäà÷i ç óìîâîþ (2) ìàòðè÷íèé âèðàç B ïîâèíåí çàäîâîëüíÿòè óìîâó
äîïîâíÿëüíîñòi, ðiâíîìiðíèì âàðiàíòîì ÿêî¨ ¹ òàêà óìîâà.

B) Iñíó¹ òàêà ñòàëà δ1 > 0, ùî äëÿ âñiõ ìàòðèöü H(ρ) (¨õí¹ îçíà÷åííÿ äèâèñü ó
[3, 6] ) i òî÷îê x ∈ Rn ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

| detH(ρ)(x)| > δ1.

Çàäà÷ó (1), (2), äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ óìîâè A i B, íàçèâà¹ìî ïàðàáîëi÷íîþ
ïî÷àòêîâîþ çàäà÷åþ Ñîëîííèêîâà-Åéäåëüìàíà àáî êîðîòêî çàäà÷åþ ÏÑÅ.

2. Êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i ÏÑÅ â ïðîñòîðàõ Ãåëüäåðà çðîñòàþ-
÷èõ ôóíêöié. Íàâåäåìî îçíà÷åííÿ ïîòðiáíèõ ïðîñòîðiâ Ãåëüäåðà îáìåæåíèõ i çðîñ-
òàþ÷èõ ôóíêöié. Ôóíêöi¨ ç öèõ ïðîñòîðiâ ìîæóòü çðîñòàòè ïðè |x| → ∞ íå øâèäøå,
íiæ ôóíêöiÿ

Ψ(t, x) := exp
{ n∑

j=1

kj(t, aj)|xj |qj
}
, (t, x) ∈ Π[0,T ],

â ÿêié qj := 2bj/(2bj − 1), kj(t, aj) := c0aj(c
2bj−1
0 − a

2bj−1
j t)1−qj , j ∈ {1, . . . , n}, äå

c0, a1, . . . , an � çàäàíi ÷èñëà òàêi, ùî 0 < c0 < c (c � ñòàëà ç îöiíîê (12) iç
[10] äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ detA0(β, y, ∂t, ∂x)u = 0), aj > 0,
j ∈ {1, . . . , n}, T < min

j
(c0/aj)

2bj−1.

Êðiì ââåäåíèõ âèùå ïîçíà÷åíü, áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ùå òàêi:
−→a := (a1, . . . , an),

−→
k (t,−→a ) := (k1(t, a1), . . . , kn(t, an));

∆τ
t f(t, ·) := f(t, ·)− f(τ, ·), ∆yj

xjf(·, x) := f(·, x)− f(·, x(yj)),
x(yj) := (x1, . . . , xj−1, yj , xj+1, . . . , xn), j ∈ {1, . . . , n};
∂α
t,x := ∂α0

t ∂α
x , ∂

α
x := ∂α1

x1
. . . ∂αn

xn
, α := (α0, α) ∈ Zn+1

+ , α := (α1, . . . , αn) ∈ Zn
+.

Íåõàé l i λ � çàäàíi ÷èñëà âiäïîâiäíî ç ìíîæèí Z+ i (0, 1). Áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ
òàêèìè ïðîñòîðàìè:

H
−→
k (·,−→a )
l+λ,[0,T ] � ïðîñòið ôóíêöié u: Π[0,T ] → C, ÿêi ìàþòü íåïåðåðâíi ïîõiäíi ∂α

t,xu,
∥α∥ 6 l, i ñêií÷åííó íîðìó

∥u∥
−→
k (·,−→a )
l+λ,[0,T ] :=≪u≫

−→
k (·,−→a )
l+λ,[0,T ] +

l∑
j=0

<u>
−→
k (·,−→a )
j,[0,T ] ,

äå

≪u≫
−→
k (·,−→a )
l+λ,[0,T ]:=

n∑
j=1

<u>
−→
k (·,−→a )
(l+λ)/mj ,xj ,[0,T ] + <u>

−→
k (·,−→a )
(l+λ)/(2b),t,[0,T ],

<u>
−→
k (·,−→a )
(l+λ)/mj ,xj ,[0,T ]:=

∑
06l−∥α∥<mj

< ∂α
t,xu >

−→
k (·,−→a )
(l−∥α∥+λ)/mj , xj ,[0,T ],
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<u>
−→
k (·,−→a )
(l+λ)/(2b),t,[0,T ]:=

∑
06l−∥α∥<2b

<∂α
t,xu>

−→
k (·,−→a )
(l−∥α∥+λ)/(2b),t,[0,T ],

<u>
−→
k (·,−→a )
λ,xj ,[0,T ]:= sup

(t,x)∈Π[0,T ]
yj∈R, xj ̸=yj

(|∆yj
xj
u(t, x)||xj − yj |−λ(Ψ(t, x) + Ψ(t, x(yj)))

−1),

<u>
−→
k (·,−→a )
λ,t,[0,T ]:= sup

{t,β}⊂[0,T ], t ̸=β
x∈Rn

(|∆β
t u(t, x)| |t− β|−λ(Ψ(t, x) + Ψ(β, x))−1),

<u>
−→
k (·,−→a )
j,[0,T ] :=

∑
∥α∥=j

sup
(t,x)∈Π[0,T ]

(|∂α
t,xu(t, x)|(Ψ(t, x))−1);

C
−→a
l+λ � ïðîñòið ôóíêöié v: Rn → C, äëÿ ÿêèõ iñíóþòü íåïåðåðâíi ïîõiäíi ∂α

x v,
∥α∥ 6 l, i ¹ ñêií÷åííîþ íîðìà

|v|
−→a
l+λ := [v]

−→a
l+λ +

l∑
j=0

<v>
−→a
j ,

äå

[v]
−→a
l+λ :=

n∑
j=1

∑
06l−∥α∥<mj

<∂α
x v>

−→a
(l−∥α∥+λ)/mj , xj

,

<v>
−→a
λ,xj

:= sup
x∈ Rn

yj∈R, xj ̸=yj

(|∆yj
xj
v(x)||xj − yj |−λ(Ψ(0, x) + Ψ(0, x(yj)))

−1),

<v>
−→a
j :=

∑
∥α∥=j

sup
x∈Rn

(|∂α
x v(x)|(Ψ(0, x))−1);

Hl+λ,[0,T ] := H
−→
k (·,−→0 )
l+λ,[0,T ], Cl+λ := C

−→
0
l+λ, äå

−→
0 := (0, . . . , 0);

◦
H

−→
k (·,−→a )
l+λ,[0,T ]

� ïiäïðîñòið ïðîñòîðó H
−→
k (·,−→a )
l+λ,[0,T ], åëåìåíòè ÿêîãî ðàçîì ç óñiìà ñâî¨ìè

ïîõiäíèìè äîðiâíþþòü íóëåâi ïðè t = 0;
N∏
j=1

H
−→
k (·,−→a )
rj+λ,[0,T ],

N∏
j=1

◦
H

−→
k (·,−→a )
rj+λ,[0,T ]

i
r∏

j=1

C
−→a
rj+λ � äåêàðòîâi äîáóòêè âiäïîâiäíèõ ïðîñ-

òîðiâ ç iíäåêñàìè rj ∈ Z+.
Êðiì óìîâ A i B, ïðèïóñêàòèìåìî âèêîíàíîþ òàêîæ òàêó óìîâó.
C) Êîåôiöi¹íòè äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ Akj i Bsj íàëåæàòü âiäïîâiäíî äî

ïðîñòîðiâ Hl−sk+λ,[0,T ] i Cl−ps+λ, {k, j} ⊂ {1, . . . , N}, s ∈ {1, . . . , r}.

Òåîðåìà 1. Íåõàé l i λ � çàäàíi ÷èñëà ç ìíîæèí Z+ i (0, 1). ßêùî âèêîíóþòüñÿ

óìîâè A, B òà C, òî äëÿ áóäü-ÿêèõ f ∈
N∏
j=1

H
−→
k (·,−→a )
l−sj+λ,[0,T ] i φ ∈

r∏
s=1

C
−→a
l−ps+λ

iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈
N∏
j=1

H
−→
k (·,−→a )
l+tj+λ,[0,T ] çàäà÷i (1), (2), äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæó¹òüñÿ

îöiíêà
N∑
j=1

∥uj∥
−→
k (·,−→a )
l+tj+λ,[0,T ] 6 C

 N∑
j=1

∥fj∥
−→
k (·,−→a )
l−sj+λ,[0,T ] +

r∑
s=1

|φs|
−→a
l−ps+λ

 , (3)
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â ÿêié ñòàëà C çàëåæèòü òiëüêè âiä âiäïîâiäíèõ íîðì êîåôiöi¹íòiâ çàäà÷i, ñòàëèõ
δ i δ1 ç óìîâ À i B òà ÷èñåë n, N , bj, tk, sk, ps, l, λ i T .

Ç òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî óìîâà ïàðàáîëi÷íîñòi ñèñòåìè (1) äîñòàòíÿ, ùîá

ñïðàâäæóâàëàñü îöiíêà (3) äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó u ∈
N∏
j=1

H
−→
k (·,−→a )
l+tj+λ,[0,T ] çàäà÷i (1),

(2). Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî öÿ óìîâà ¹ íåîáõiäíîþ, òîìó ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Íåõàé ñèñòåìà (1) ìà¹ ñòðóêòóðó ïàðàáîëi÷íî¨ ñèñòåìè Ñîëîííèêî-
âà-Åéäåëüìàíà ç ïàðàìåòðàìè bj, tk, sk, ps i r, ÷èñëî ïî÷àòêîâèõ óìîâ (2) äîðiâíþ¹
r i äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç B(x, ∂t, ∂x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó B, êîåôiöi¹íòè äèôåðåí-
öiàëüíèõ âèðàçiâ A i B çàäîâîëüíÿþòü óìîâó C ç äåÿêèìè ÷èñëàìè l ∈ Z+ i
λ ∈ (0, 1). Äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà (1) çàäîâîëüíÿëà óìîâó A, íåîáõiäíî é
äîñòàòíüî, ùîá iñíóâàëà òàêà ñòàëà C > 0, ùî äëÿ âñiõ âåêòîð-ôóíêöié

u ∈
N∏
j=1

H
−→
k (·,−→a )
l+tj+λ,[0,T ] ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

N∑
j=1

∥uj∥
−→
k (·,−→a )
l+tj+λ,[0,T ] 6 C

( N∑
k,j=1

∥Akjuj∥
−→
k (·,−→a )
l−sk+λ,[0,T ] +

r∑
k=1

N∑
j=1

|Bkjuj |t=0|
−→a
l−pk+λ

)
.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 ó ìîäåëüíîìó âèïàäêó, òîáòî, êîëè äèôåðåíöiàëüíi âèðàçè
ñèñòåìè (1) òà ïî÷àòêîâèõ óìîâ (2) ìiñòÿòü ëèøå ãðóïó ñòàðøèõ ÷ëåíiâ çi ñòàëèìè
êîåôiöi¹íòàìè, äåòàëüíî îïèñàíî â [6]. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó äîâåäåííÿ öi¹¨ òåî-
ðåìè ïðîâîäÿòü çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ âiäïîâiäíî¨ òåîðåìè äëÿ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ
ïàðàáîëi÷íèõ çà Ñîëîííèêîâèì ñèñòåì ç [3]. Ãîëîâíi ¨¨ êðîêè � çâåäåííÿ çàãàëü-
íî¨ ïàðàáîëi÷íî¨ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i Ñîëîííèêîâà-Åéäåëüìàíà äî çàäà÷i ç íóëüîâè-
ìè ïî÷àòêîâèìè äàíèìè, ó öüîìó ðàçi äîâîäèòüñÿ ðiâíîñèëüíiñòü âiäïîâiäíèõ îöi-
íîê ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷ i äîâåäåííÿ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi òàêî¨ ïàðàáîëi÷íî¨ ïî-
÷àòêîâî¨ çàäà÷i Ñîëîííèêîâà-Åéäåëüìàíà ç íóëüîâèìè ïî÷àòêîâèìè äàíèìè â øàði
Π[t0,t0+τ ], 0 6 t0 < t0 + τ 6 T , ìàëî¨ òîâùèíè τ

A(t, x, ∂t, ∂x)w(t, x) = g(t, x), (t, x) ∈ Π[t0,t0+τ ], w ∈
N∏
j=1

◦
H

−→
k (·,−→a )

l+tj+λ,[t0,t0+τ ],

g ∈
N∏
j=1

◦
H

−→
k (·,−→a )

l − sj + λ, [t0, t0 + τ ]
. (4)

Äîâåäåííÿ îäíîçíà÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i (4) òà âiäïîâiäíèõ îöiíîê äëÿ ¨¨
ðîçâ'ÿçêiâ  ðóíòó¹òüñÿ íà ïîáóäîâi òà äåòàëüíîìó äîñëiäæåííi âëàñòèâîñòåé ðåãóëÿ-
ðèçàòîðà öi¹¨ çàäà÷i. Ðåãóëÿðèçàòîð áóäóþòü çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðiâ, ÿêi ðîçâ'ÿ-
çóþòü âiäïîâiäíi ìîäåëüíi çàäà÷i. Ìîäåëüíi çàäà÷i âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ïîòåíöiàëè,
ïîðîäæåíi ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì îäíîãî ïàðàáîëi÷íîãî çà Åéäåëüìàíîì ðiâ-
íÿííÿ äîâiëüíîãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Îöiíêè òàêèõ ïîòåíöiàëiâ ïðî-
âåäåíî â [10].

Òåîðåìà 2 äîâåäåíà ó [8] ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî.
3. Êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i ÏÑÅ â ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà-Ñëîáî-

äåöüêîãî. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (1), (2), äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:
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A′) ñèñòåìà (1) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâóA ïðè÷îìó ÷èñëà sk i tj ¹ êðàòíèìè 2b, òîáòî
sk = 2bs′k, tj = 2bt′j , {k, j} ⊂ {1, . . . , N}, äå s′k i t′j � öiëi ÷èñëà;

Â′) äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç B ç ïî÷àòêîâî¨ óìîâè (2) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó B i
pk = 2bp′k, k ∈ {1, . . . , r} , äå p′k � öiëi ÷èñëà.

Íàâåäåìî îçíà÷åííÿ ïîòðiáíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðiâ. Íåõàé l � íåâiä'¹ìíå
öiëå ÷èñëî êðàòíå 2b, s � äîäàòíå ÷èñëî, ÷èñëî p > 1 i ΠT := Π[0,T ].

×åðåç W l
p(ΠT ) ïîçíà÷èìî çàìèêàííÿ ìíîæèíè ãëàäêèõ i ôiíiòíèõ çà x ôóíêöié

u : ΠT → C çà íîðìîþ

∥u ∥ΠT

p, l :=
∑

∥α∥<l

⟨ ∂α
t,xu ⟩

ΠT
p, 0 + |u |ΠT

p, l,

äå

|u |ΠT

p, l :=
∑

∥α∥=l

⟨ ∂α
t,xu ⟩

ΠT
p, 0, ⟨u ⟩ΠT

p, 0 :=

( ∫
ΠT

|u(t, x) |pdtdx

)1/p

.

Äèôåðåíöiàëüíi âëàñòèâîñòi �ñëiäiâ� ïðè t = τ ôóíêöié iç ïðîñòîðó W l
p(ΠT )

îïèñóþòüñÿ â òåðìiíàõ ïðîñòîðó Bs
p(Rn), ÿêèé îçíà÷ó¹òüñÿ ÿê çàìèêàííÿ ìíîæèíè

ãëàäêèõ i ôiíiòíèõ ôóíêöié v : Rn → C çà íîðìîþ

∥ v ∥R
n

p, s :=
∑

∥α∥<s

( ∫
Rn

| ∂α
x v(x) |pdtdx

)1/p

+ [ v ]R
n

p, s,

äå

[ v ]R
n

p, s :=

n∑
j=1

∑
06s−∥α∥<mj

( ∫
Rn

dx

∫
R

|∆yj
xj∂

α
x v(x) |p

|xj − yj |1+p(s−∥α∥)/mj
dyj

)1/p

,

ÿêùî s � äðîáîâå ÷èñëî, i

[ v ]R
n

p, s :=
n∑

j=1

∑
∥α∥=s−1

( ∫
Rn

dx

∫
R

| (∆2)
yj
xj∂

α
x v(x) |p

|xj − yj |1+p
dyj

)1/p

,

ÿêùî s ¹ öiëèì ÷èñëîì. Òóò (∆2)
yj
xjf(x) := f(x)− 2f(x(

xj+yj

2 ))+ f(x(yj)), j ∈ {1, . . . ,
n}.

Ìíîæèíó åëåìåíòiâ u ∈ W l
p(ΠT ), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íóëüîâi ïî÷àòêîâi óìîâè

∂j
t u|t=0 = 0, j ∈

{
0, 1, . . . ,

l

2b
− 1
}
,

íàçâåìî ïðîñòîðîì
◦
W

l
p (ΠT ).

×åðåç
N∏
j=1

W lj
p (ΠT ),

N∏
j=1

◦
W

lj
p (ΠT ) i

r∏
j=1

B rj
p (R

n) ïîçíà÷à¹ìî äåêàðòîâi äîáóòêè

âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâ ç öiëèìè íåâiä'¹ìíèìè iíäåêñàìè lj , êðàòíèìè 2b, i äîäàòíèìè
iíäåêñàìè rj .

Äëÿ äðîáîâîãî äîäàòíîãî ÷èñëà s êîðèñòóâàòèìåìîñü ïðîñòîðàìè Ãåëüäåðà
îáìåæåíèõ ôóíêöié Cs(Rn), ÿêi îçíà÷åíi â ïóíêòi 2.
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Òåîðåìà 3. Íåõàé l � íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî, êðàòíå 2b; âèêîíóþòüñÿ óìîâè A′ i B′;
êîåôiöi¹íòè äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ Akj, {k, j} ⊂ {1, . . . , N}, ìàþòü íåïåðåðâíi
òà îáìåæåíi ïîõiäíi óçàãàëüíåíîãî ïîðÿäêó l− sk, à êîåôiöi¹íòè äèôåðåíöiàëüíèõ
âèðàçiâ Bkj, k ∈ {1, . . . , r}, j ∈ {1, . . . , N}, íàëåæàòü äî ïðîñòîðiâ Cl−pk−2b/p+ε(Rn),

äå ε � äîñèòü ìàëå äîäàòíå ÷èñëî. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ f ∈
N∏
j=1

W
l−sj
p (ΠT ) i

φ ∈
r∏

j=1

B
l−pj−2b/p
p (Rn) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈

N∏
j=1

W
l+tj
p (ΠT ) çàäà÷i (1), (2), äëÿ

ÿêîãî ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

N∑
j=1

∥uj∥ΠT

p, l+tj
6 C

 N∑
j=1

∥fj∥ΠT

p, l−sj
+

r∑
j=1

∥φj∥R
n

p, l−pj−2b/p

 ,

â ÿêié ñòàëà C çàëåæèòü òiëüêè âiä âiäïîâiäíèõ íîðì êîåôiöi¹íòiâ çàäà÷i, ñòàëèõ
δ i δ1 ç óìîâ A′ i B′ òà ÷èñåë n, N , bj, tj, sk, pk, l i T .

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3 ïðîâîäÿòü çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ â [3] âiäïîâiäíî¨ òåîðåìè
äëÿ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ çà Ñîëîííèêîâèì ñèñòåì i äîâåäåííÿ òåîðåìè
1 (äèâ. [8]). Öåíòðàëüíèì ìîìåíòîì äîâåäåííÿ ¹ âèâ÷åííÿ òàêî¨ çàäà÷i ç íóëüîâèìè
ïî÷àòêîâèìè äàíèìè â øàði Πτ ìàëî¨ òîâùèíè τ > 0

A(t, x, ∂t, ∂x)v(t, x) = g(t, x), (t, x) ∈ Πτ ,

v ∈
N∏
j=1

◦
W

l+tj

p (Πτ ), g ∈
N∏
j=1

◦
W

l − sj
p

(Πτ ). (5)

Äëÿ öi¹¨ çàäà÷i äîâîäèòüñÿ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 3. Òîäi iñíó¹ òàêå ÷èñëî τ0 > 0,
ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî τ ∈ (0, τ0] çàäà÷à (5) îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíà i äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçêó
ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

N∑
j=1

∥vj∥Πτ

p, l+tj
6 C

N∑
j=1

∥gj∥Πτ

p, l−sj
,

â ÿêié ñòàëà C çàëèøà¹òüñÿ îáìåæåíîþ ïðè τ → 0.

ßê i â ïóíêòi 2, äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 4 âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ðåãóëÿðèçàòîð çàäà-
÷i. Éîãî âëàñòèâîñòi â ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà-Ñëîáîäåöüêîãî äîñëiäæóþòüñÿ çà äîïîìî-
ãîþ îöiíîê âiäïîâiäíèõ ïiâíîðì ïîòåíöiàëiâ, ïîðîäæåíèõ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿç-
êîì ìîäåëüíîãî

−→
2b-ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äîâiëüíîãî ïîðÿäêó. Öi îöiíêè ïîäà¹ìî

â íàñòóïíîìó ïóíêòi.
4. Âëàñòèâîñòi ïîòåíöiàëiâ ìîäåëüíîãî

−→
2b-ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ.

Ðîçãëÿíåìî
−→
2b-ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

L(∂t, ∂x)u :=
(
a0∂

r
t +

∑
∥α∥=2br
(α0<r)

aα∂
α
t,x

)
u = 0, (6)
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êîåôiöi¹íòè ÿêîãî ¹ ñòàëèìè, ïðè÷îìó a0 ̸= 0 òà iñíó¹ òàêà ñòàëà δ > 0, ùî äëÿ
áóäü-ÿêèõ σ := (σ1, . . . , σn) ∈ Rn λ-êîðåíi λj , j ∈ {1, . . . , r}, ðiâíÿííÿ L(λ, iσ) = 0
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

Reλj 6 −δ
n∑

k=1

σ2bk
k .

Íåõàé ôóíêöiÿ Γ(t, x), (t, x) ̸= (0, 0), ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ
(6). Öÿ ôóíêöiÿ ïîðîäæó¹ îá'¹ìíèé ïîòåíöiàë

Uf (t, x) :=

t∫
0

dτ

∫
Rn

Γ(t− τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ, t > 0, x ∈ Rn, (7)

òà iíòåãðàë Ïóàññîíà

Vφ(t, x) :=

∫
Rn

Γ(t, x− ξ)φ(ξ)dξ, t > 0, x ∈ Rn. (8)

Îäåðæèìî îöiíêè ïiâíîðì | · |ΠT

p, l iíòåãðàëiâ (7) i (8), ïðèïóñêàþ÷è, ùî ôóíêöi¨ f
i φ äîñèòü ãëàäêi i ôiíiòíi. Ó öüîìó ðàçi êîðèñòóâàòèìåìîñÿ òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè
ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó Γ, ÿêi äîâîäÿòü òàê ñàìî, ÿê ó [3, 11, 12] äëÿ ïàðàáîëi÷-
íèõ çà Ïåòðîâñüêèì ðiâíÿíü äîâiëüíîãî ïîðÿäêó i

−→
2b-ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî

ïîðÿäêó:
1) ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|∂α
t,xΓ(t, x)| 6 C ′

αt
r−(M+∥α∥)/(2b) exp{−c

n∑
j=1

t1−qj |xj |qj} 6

6 Cα

(
t+

n∑
j=1

|xj |2bj
)r−(M+∥α∥)/(2b)

, t > 0, x ∈ Rn, α ∈ Zn+1
+ ,

äå M :=
n∑

j=0

mj , C ′
α, Cα i c � äîäàòíi ñòàëi;

2) ôóíêöiÿ ∂α
t,xΓ(t, x) � ïàðíà çà çìiííîþ xj , ÿêùî ïàðíèì ¹ iíäåêñ αj ;

3) ïðàâèëüíi ðiâíîñòi∫
Rn

Γ(t, x)dx =
tr−1

a0(r − 1)!
,

∫
Rn

∂r−1
t Γ(t, x)dx =

1

a0
, t > 0.

Ëåìà 1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî l = 2bk, k ∈ Z+, ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

|Uf |ΠT

p, l+2br 6 C|f |ΠT

p, l . (9)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ∂α
t,xUf = U∂α

t,xf
, òî îöiíêó (9) äîñòàòíüî äîâåñòè äëÿ l = 0. Ó

öüîìó âèïàäêó äîâåäåííÿ îöiíêè (9) ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ âiäïî-
âiäíî¨ îöiíêè äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â [13], ÿêå  ðóíòó¹òüñÿ íà òåîðåìi ïðî
ìóëüòèïëiêàòîðè â iíòåãðàëàõ Ôóð'¹ ç [14]. Ó öüîìó âèïàäêó âèêîðèñòîâóþòü òàêi
ðiâíîñòi äëÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ F çà âñiìà çìiííèìè t i x iíòåãðàëà (7):

F [Uf ](ξ0, ξ) := (2π)−(n+1)/2

∫
Rn+1

exp{−iξ0t− i(ξ, x)}Uf (t, x)dtdx =
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=
(2π)(n+1)/2

L(iξ0, iξ)
F [f ](ξ0, ξ),

F [∂α
t,xUf ](ξ0, ξ) :=

(2π)(n+1)/2(iξ0)
α0(iξ)α

L(iξ0, iξ)
F [f ](ξ0, ξ), (ξ0, ξ) ∈ Rn+1, ∥α∥ = 2br.

Äëÿ ìóëüòèïëiêàòîðiâ Λ(α)(ξ0, ξ) := (2π)(n+1)/2(iξ0)
α0 (iξ)α

L(iξ0,iξ)
, (ξ0, ξ) ∈ Rn+1, î÷åâèäíî,

âèêîíóþòüñÿ ïîòðiáíi íåðiâíîñòi

|ξj1 . . . ξjk∂ξj1 . . . ∂ξjk Λ(α)(ξ0, ξ)| 6 C, (ξ0, ξ) ∈ Rn+1,

jk ∈ {0, 1, . . . , n}, k ∈ {0, 1, . . . , n+ 1}, ∥α∥ = 2br.

�

Ëåìà 2. ßêùî l = 2bk, k ∈ Z+ i l > 2b(r − 1) + 2b/p, òî ïðàâèëüíîþ ¹ îöiíêà

|Vφ|ΠT

p, l 6 C[φ]R
n

p, l−2b(r−1)−2b/p.

Äîâåäåííÿ. Âîíî äîñèòü ãðîìiçäêå i ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè
3.3 â [3]. Äëÿ äîâåäåííÿ iñòîòíî âèêîðèñòîâóþòü òåîðåìó ïðî îöiíêè iíòåãðàëüíèõ
îïåðàòîðiâ ó òðàíñëÿöiéíî-iíâàðiàíòíèõ íîðìàõ ç [15], à òàêîæ íàâåäåíi âèùå âëàñ-
òèâîñòi ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó Γ ðiâíÿííÿ (6). �
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Solonnikov-Eidelman's parabolic initial problems were de�ned and studi-
ed by the authors in the previous papers. The present paper contain the
basic results of an investigation for such problems. These results deals wi-
th a correct solvability of Solonnikov-Eidelman's parabolic initial problems in
H�older spaces rapidly growing functions and the analogous results for more
narrow class of such problems in the corresponding Sobolev-Slobodeckij spaces
also are presented.

Key words: parabolic on Solonnikov system equations, 2b-parabolic system,
parabolic system in sense of Solonnikov-Eidelman's, initial problem, H�older
space of increasing functions, Sobolev-Slobodeckij space, correct resolvability.
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