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Âèâ÷åíî, çà ÿêèõ çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ íåëiíiéíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà
òèïó Áþðãåðñà ìà¹ íåñêií÷åííó i¹ðàðõiþ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, òà ìà¹ ïà-
ðó iìïëåêòè÷íèõ îïåðàòîðiâ. Íà ïiäñòàâi ìîäèôiêîâàíîãî ìåòîäó ãiïåðáî-
ëi÷íèõ òàíãåíñ ôóíêöié îäåðæàíî òî÷íi ñîëiòîííi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè, ùî
ðîçãëÿäà¹òüñÿ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: íåëiíiéíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà, çàêîíè çáåðåæåííÿ, iìï-
ëåêòè÷íi îïåðàòîðè, ìåòîä ãiïåðáîëi÷íèõ òàíãåíñ ôóíêöié.

1. Âñòóï. Øiñòäåñÿòi ðîêè ÕÕ ñò. ñïðèÿëè âèâ÷åííþ íåëiíiéíèõ äèíàìi÷íèõ
ñèñòåì. Äëÿ òîãî, ùîá ìîäåëþâàòè ñêëàäíi ïðîöåñè, áóëè ðîçðîáëåíi ìåòîäè äî-
ñëiäæåííÿ iíòåãðîâíîñòi äèíàìi÷íèõ ñèñòåì íà îñíîâi äîñÿãíåíü ó íîâèõ ãàëóçÿõ
ìàòåìàòè÷íî¨ òà òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè. Ïàðàëåëüíî ðîçðîáëÿëè ïðÿìi ìåòîäè çíàõî-
äæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ: ìåòîä ãiïåðáîëi÷íèõ òàíãåíñ ôóíêöié, áiëiíiéíèé ìåòîä
Õiðîòè, ïåðåòâîðåííÿ Áåêëóíäà òà ¨õíi ìîäèôiêàöi¨. Ó ïðàöÿõ [1-3] âèêëàäåíî ìåòî-
äè çíàõîäæåííÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, iìïëåêòè÷íèõ îïåðàòîðiâ òà îïåðàòîðà Ëàêñà.
Ó [4] îïèñàíèé àëãîðèòì ãiïåðáîëi÷íèõ òàíãåíñ ôóíêöié, à ó [5] çàïðîïîíîâàíî ìå-
òîä çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ó âèãëÿäi ïîëiíîìà âiä
ãiïåðáîëi÷íîãî òàíãåíñà òà êîòàíãåíñà.

Íåõàé íà l-ïåðiîäè÷íîìó ãëàäêîìó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó ìíîãîâèäi çàäàíà íå-
ëiíiéíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà

ut = K[u], (1)

äåK : M → T (M) � ãëàäêå çà Ôðåøå ôóíêöiîíàëüíî-ïîëiíîìiàëüíå âåêòîðíå ïîëå íà
M [1,2]. Äëÿ òîãî, ùîá äàòè âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ, ÷è iíòåãðîâíà çàäàíà äèíàìi÷íà
ñèñòåìà, òðåáà ïåðåäóñiì ç'ÿñóâàòè íàÿâíiñòü íåñêií÷åííî¨ i¹ðàðõi¨ íåòðèâiàëüíèõ
çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, iìïëåêòè÷íèõ îïåðàòîðiâ òà îïåðàòîðà Ëàêñà.

Íàâåäåìî íàéâàæëèâiøi îçíà÷åííÿ ç [1,2].

c⃝ Êiíäèáàëþê À., Ïðèòóëà Ì., 2011
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Îçíà÷åííÿ 1. Ôóíêöiîíàë

γ[u] =

x0+l∫
x0

σ[u] d x ∈ D(M)

íàçèâàþòü çàêîíîì çáåðåæåííÿ äëÿ ñèñòåìè (1), ÿêùî âií ¹ íåçìiííèì âçäîâæ
îðáiò âåêòîðíîãî ïîëÿ, òîáòî

dγ[u]

d t

∣∣∣∣
K[u]

≡ 0, (2)

äå u ∈ M , σ(u) � ëîêàëüíèé ôóíêöiîíàë, D(M) � ïðîñòið ãëàäêèõ çà Ôðåøå ôóíê-
öiîíàëiâ íà M .

Ââåäåìî áiëiíiéíó ôîðìó íà îáëàñòi U =
{
x ∈ R : x0 6 x 6 x0 + l

}
(a, b) =

∫
U

< a, b > dx, (3)

äå a, b ∈ C∞
0 (U,Rn), ÿêà âèçíà÷à¹ ñòðóêòóðó ïðîñòîðó Ãiëüáåðòà íà äîòè÷íîìó ïðîñ-

òîði T (M) ∼= T ∗(M).

Îçíà÷åííÿ 2. Ãðàäi¹íòîì çàêîíó çáåðåæåííÿ γ[u] ∈ D(M) íàçèâàþòü âåëè÷èíó

grad γ[u] =
δγ[u]

δ u
,

ïðè÷îìó

grad γ[u] = ((σ[u])′)∗ (4)

äå çiðî÷êà � * � îçíà÷à¹ ñïðÿæåííÿ ñòîñîâíî ñòàíäàðòíî¨ áiëiíiéíî¨ ôîðìè (3).

Îçíà÷åííÿ 3. Äèíàìi÷íà ñèñòåìà (1) áiãàìiëüòîíîâà, ÿêùî ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó
âèãëÿäi

ut = −ϑ gradHϑ = −η gradHη = K[u], (5)

äå Hϑ,Hη ∈ D(M) � ôóíêöiîíàëè Ãàìiëüòîíà, à ϑ, η : T ∗(M) → T (M) � ïàðà iì-
ïëåêòè÷íèõ îïåðàòîðiâ.

Äèôåðåíöiàëüíî-àëãåáðè÷íèé àëãîðèòì ïîáóäîâè iìïëåêòè÷íèõ îïåðàòîðiâ

îïèñàíèé â [1]. ßêùî çàêîí çáåðåæåííÿ
∫ x0+l

x0
σ̃[u] dx ìîæåìî ïîäàòè ó âèãëÿäi∫ x0+l

x0
< σ[u], ux > dx, òî ôóíêöiîíàë σ[u] âèêîðèñòîâó¹ìî äëÿ ïîáóäîâè

ñèìïëåêòè÷íîãî îïåðàòîðà θ−1 = σ′ − σ′∗. ßêùî äëÿ îïåðàòîðà θ−1 iñíó¹ îáåðíåíèé
îïåðàòîð, òî îòðèìà¹ìî iìïëåêòè÷íèé îïåðàòîð θ. ßêùî ñèñòåìà (1) äâîêîìïîíåíò-

íà, òî çàêîí çáåðåæåííÿ
∫ x0+l

x0
σ̃[u, v] dx ïîòðiáíî ïîäàòè ó òàêîìó âèãëÿäi:

x0+l∫
x0

(< σ1[u, v], ux > + < σ2[u, v], vx >) dx. (6)
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Îïåðàòîð σ′ íàáóâ âèãëÿäó

σ′ =


∂σ1

∂u

∂σ1

∂v
∂σ2

∂u

∂σ2

∂v

 . (7)

2. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i. Íåõàé íà íåñêií÷åííîâèìiðíîìó l-ïåðiîäè÷íîìó
ìíîãîâèäi M çàäàíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà òèïó Áþðãåðñà{

ut = k1uxx + k2uux + k3vx
vt = k4 (uv)x + k5vxx

}
= K[u, v], (8)

äå K : M → T (M) � ãëàäêå çà Ôðåøå ôóíêöiîíàëüíî ïîëiíîìiàëüíå âåêòîðíå ïîëå
íà ìíîãîâèäi M ; à k1, k2, k3, k4, k5 � äiéñíi ÷èñëîâi ïàðàìåòðè; t � ïàðàìåòð åâîëþ-
öi¨ ñèñòåìè (8). Òðåáà çíàéòè, çà ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ k1, k2, k3, k4, k5 ñèñòåìà
(8) ìà¹ íåñêií÷åííó i¹ðàðõiþ íåòðèâiàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ òà âîëîäi¹ ïàðîþ
iìïëåêòè÷íèõ îïåðàòîðiâ.

Çàóâàæèìî, ùî ñèñòåìà {
ut = uxx + uux + vx,
vt = (uv)x − vxx,

òîáòî ñèñòåìà (8) ïðè çíà÷åííÿõ êîåôiöi¹íòiâ k1 = k2 = k3 = k4 = 1, k5 = −1
äîñëiäæåíà â [3], à ñèñòåìà {

ut = αuxx + uux + vx,
vt = (uv)x − αvxx,

òîáòî ñèñòåìà (8) ïðè çíà÷åííÿõ êîåôiöi¹íòiâ k1 = α, k2 = k3 = k4 = 1, k5 = −α,
äîñëiäæåíà â [1].

3. Çàêîíè çáåðåæåííÿ. Âèâ÷èìî ïèòàííÿ ïðî íàÿâíiñòü íåñêií÷åííî¨ i¹ðàðõi¨
çàêîíiâ çáåðåæåííÿ äëÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (8) íà ãëàäêîìó l-ïåðiîäè÷íîìó ìíîãî-
âèäi M . Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçãëÿíåìî àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Ëàêñà

dφ

dt
+K ′∗φ = 0, (9)

äå φ ∈ T ∗(M), � ′ � � îçíà÷à¹ ïîõiäíó Ôðåøå íåëiíiéíîãî ëîêàëüíîãî ôóíêöiîíàëà,
à çiðî÷êà � ∗ � � ñïðÿæåííÿ ñòîñîâíî ñòàíäàðòíî¨ áiëiíiéíî¨ ôîðìè (3). Îñêiëüêè
îïåðàòîð K ′∗ : T ∗(M) → T ∗(M) ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

K ′∗ =

(
k1∂

2 − k2u∂ −k4v∂
−k3∂ −k4u∂ + k5∂

2

)
,

òî ëiíiéíå ðiâíÿííÿ (9) äîïóñêà¹ âåêòîð-ðîçâ'ÿçîê φ ∈ T ∗(M) ó âèãëÿäi

φ(x, t;λ) = (1, b(x, t;λ))T exp

ω1(λ)x+ ω2(λ)t+

x∫
x0

σ(x, t;λ) dx

 , (10)

äå λ ∈ C � êîìïëåêñíèé ïàðàìåòð; x0 ∈ R � äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà i

b(x, t;λ) ∼=
∑
j∈Z+

bj [u, v]λ
−j , σ(x, t;λ) ∼=

∑
j∈Z+

σj [u, v]λ
−j (11)
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àñèìïòîòè÷íi ðîçâèíåííÿ ïðè |λ| → ∞. Äëÿ çíàõîäæåííÿ äèñïåðñiéíîãî âiäíîøåííÿ
ω1 = ω1(λ) i ω2 = ω2(λ) ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ Ëàêñà (9) ç óðàõóâàííÿì (10) â òî÷öi
u = 0, v = 0 ïðè t = t0 ∈ R. Ó ïiäñóìêó îòðèìà¹ìî øóêàíi åëåìåíòè ω1(λ) = λ,
ω2(λ) = −k1λ

2. Îòæå, ðîçâ'ÿçîê (10) ðiâíÿííÿ (9) íàáóäå âèãëÿäó

φ(x, t;λ) = (1, b(x, t;λ))T exp

λx− k1λ
2t+

x∫
x0

σ(x, t;λ) dx

 . (12)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (12) â (9) ç óðàõóâàííÿì àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ (11), îòðè-
ìà¹ìî íåñêií÷åííó ñèñòåìó ðåêóðåíòíèõ ðiâíÿíü

∂−1σj,t = −2k1σj+1 − k1
∑

k∈Z+

σkσj−k − k1σj,x + k2uδj,−1 + k2uσj+

+k4

(
vbj,x + vbj+1 + v

∑
k∈Z+

bkσj−k

)
,

∑
k∈Z+

bk∂
−1σj−k,t + bj,t − k1bj+2 = k3 (δj,−1 + σj)+

+k4

(
ubj,x + ubj+1 −+u

∑
k∈Z+

bkσj−k

)
−

−k5

(
bj,xx + 2bj+1,x + 2

∑
k∈Z+

bk,xσj−k + bj+2

)
−

−k5

(
2
∑

k∈Z+

bk+1σj−k +
∑

k,l∈Z+

bj−k−lσj−kσk +
∑

k∈Z+

bj−kσk,x

)
,

(13)

äå ∂−1(·) = 1
2

[
x∫

x0

(·)dx−
x0+l∫
x

(·)dx
]
� îïåðàòîð îáåðíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ; k, l ∈ Z+.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ïîñëiäîâíî ñèñòåìó ðåêóðåíòíèõ ðiâíÿíü (13), çíàõîäèìî ïåðøi äåâ'ÿòü
ëîêàëüíèõ ôóíêöiîíàëiâ

b0 = 0;
b1 = β11, σ0 = α01u;
b2 = β21, σ1 = α11ux + α12v;
b3 = −β31u

2 − β32v − β33ux, σ2 = α21uv + α22uxx + α23uux + α24vx
b4 = β41u

3 + β42uv + β43uux + β44vx + β45uxx,
σ3 = α31u

2v + α32v
2 + α33u

2ux+
+α34uxv + α35u

2
x + α36uvx + α37uuxx + α38vxx + α39uxxx,

, (14)

äå αij , βij , i, j ∈ Z+ � âèðàçè, ÿêi çàëåæàòü âiä êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåìè k1, k2, k3, k4, k5.
Âèïèøåìî ïåðøi ç íèõ

α01 =
k2
2k1

;

β11 =
k3

k5 − k1
; α11 = − k2

2k1
; α12 = −

(
1

2k1

(
k2k3
2k1

− k3k4
k5 − k1

))
;

β12 =

(
k1k3

2k1(k5 − k1)
+

k3k5
(k5 − k1)2

)
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α21 =

(
1

4k1

(
k2k3
2k1

− k3k4
(k5 − k1)

)
− k4

2k1

(
k2k3

2k1(k5 − k1)
− k3k5

(k5 − k1)2

))
.

Íàñòóïíi ÷èñëà αij , βij ãðîìiçäêi âèðàçè, ÿêi çàëåæàòü âiä êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåìè
k1, k2, k3, k4, k5. Çà çíàéäåíèìè ôóíêöiîíàëàìè σj [u, v] (14) ïîñëiäîâíî çíàõîäèìî
çàêîíè çáåðåæåííÿ äëÿ ñèñòåìè (8) ïðè j = 0, 1, 2, 3.

Ïðè j = 0 ìà¹ìî òàêèé çàêîí çáåðåæåííÿ: γ̃0[u, v] =
k2
2k1

x0+l∫
x0

udx. Ç'ÿñó¹ìî, ÷è

äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà β0 ôóíêöiîíàë β0

x0+l∫
x0

udx ¹ çàêîíîì çáåðåæåííÿ äëÿ ñèñòåìè

(8), òîáòî ïåðåâiðèìî ÷è âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (2) äëÿ γ0

dγ0
dt

∣∣∣∣
K[u,v]

= β0

x0+l∫
x0

utdx = β0

x0+l∫
x0

(k1uxx + k2uux + k3vx) dx =

= β0

(
k1ux + k2

u2

2
+ k3v

)∣∣∣∣x0+l

x0

≡ 0.

Îñêiëüêè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà β0 äîâiëüíå, òî äëÿ çðó÷íîñòi âèáåðåìî β0 = 1, îòæå,

ïåðøèé çàêîí çáåðåæåííÿ íàáóâ âèãëÿäó γ0 =
x0+l∫
x0

udx.

Ïðè j = 1 îòðèìà¹ìî γ̃1[u, v] = − 1

2k1

(
k2k3
2k1

− k3k4
k5 − k1

)
x0+l∫
x0

vdx. Ç'ÿñó¹ìî, ÷è

äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà β1 ôóíêöiîíàë β1

x0+l∫
x0

vdx ¹ çàêîíîì çáåðåæåííÿ äëÿ äèíàìi÷-

íî¨ ñèñòåìè (8)

dγ1
dt

∣∣∣∣
K[u,v]

= β1

x0+l∫
x0

vtdx = β1

x0+l∫
x0

(k4(uv)x + k5vxx) dx =

= β1 (k4(uv) + k5vx)|x0+l
x0

≡ 0.

Îñêiëüêè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà β1 äîâiëüíå, òî äëÿ çðó÷íîñòi âèáåðåìî β1 = 1, îòæå,

äðóãèé çàêîí çáåðåæåííÿ íàáóâ âèãëÿäó γ1 =
x0+l∫
x0

vdx.

Ïðè j = 2 îäåðæèìî

γ2[u, v] =

=

(
1

4k1

(
k2k3
2k1

− k3k4
(k5 − k1)

)
− k4

2k1

(
k2k3

2k1(k5 − k1)
− k3k5

(k5 − k1)2

)) x0+l∫
x0

uvdx.
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Ç'ÿñó¹ìî ÷è äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà β2 ôóíêöiîíàë β2

x0+l∫
x0

uvdx ¹ çàêîíîì çáåðåæåííÿ

äëÿ ñèñòåìè (8). Ñïðàâäi,

dγ2
dt

∣∣∣∣
K[u,v]

= β2

x0+l∫
x0

(uv)tdx = β2

x0+l∫
x0

(utv + uvt) dx =

= β2

x0+l∫
x0

(k1uxxv + k2uuxv + k3vxv + k4u(uv)x + k5uvxx) dx =

= β2

x0+l∫
x0

((k1 + k5)uxxv + (k2 − k4)uvux) dx ≡ 0.

Òîòîæíiñòü β2

∫ x0+l

x0

((k1 + k5)uxxv + (k2 − k4)uvux) dx ≡ 0 âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè

k4 = k2, k5 = −k1, (15)

ïîçàÿê êîåôiöi¹íò k3 � äîâiëüíå íåíóëüîâå ÷èñëî. Ïðè çíà÷åííÿõ êîåôiöi¹íòiâ k4 ̸=k2,
k5 ̸= −k1 ñèñòåìà (8) íå ìà¹ íåñêií÷åííî¨ i¹ðàðõi¨ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, à îòæå, âîíà
íå áóäå iíòåãðîâíîþ ìåòîäîì îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñiÿííÿ. Îñêiëüêè çíà÷åííÿ ïàðà-
ìåòðà β2 äîâiëüíå, òî äëÿ çðó÷íîñòi âèáåðåìî β2 = 1, òîáòî òðåòié çàêîí çáåðåæåííÿ

íàáóâ âèãëÿäó γ2 =
∫ x0+l

x0
uvdx.

Äëÿ îòðèìàííÿ íàñòóïíîãî çàêîíó çáåðåæåííÿ òðåáà âèçíà÷èòè çíà÷åííÿ íåâi-
äîìèõ ïàðàìåòðiâ α1, α2, α3 ó ôóíêöiîíàëi

γ3 =

x0+l∫
x0

(
α1u

2v + α2v
2 + 2α3uxv

)
dx

iç òîòîæíîñòi (2)

dγ3
dt

∣∣∣∣
K[u,v]

=

x0+l∫
x0

(
α1u

2v + α2v
2 + 2α3uxv

)
t
dx =

=

x0+l∫
x0

(
α1(2uutv + u2vt) + 2α2vvt + 2α3(utxv + uxvt)

)
dx =

=

x0+l∫
x0

(
2α1uv(k1uxx + k2uux + k3vx) + α1u

2(k2 (uv)x − k1vxx)
)
+

+2α2

x0+l∫
x0

v (k2(uv)x − k1vxx) dx+
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+2α3

x0+l∫
x0

(v (k1uxxx + k2(uux)x + k3vxx) + ux(k2 (uv)x − k1vxx)) dx ≡ 0.

Ó ïiäñóìêó îòðèìà¹ìî, ùî α1 = k2, α2 = k3, α3 = k1, òà ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî
÷åòâåðòèé çàêîí çáåðåæåííÿ äëÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (8) íàáóäå âèãëÿäó

γ3 =

x0+l∫
x0

(
k2u

2v + k3v
2 + 2k1uxv

)
dx.

Òåîðåìà 1. Äèíàìi÷íà ñèñòåìà (8) ìà¹ íåñêií÷åííó i¹ðàðõiþ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ,
ÿêùî êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (15). Çàêîíè çáåðåæåí-
íÿ íàáóëè âèãëÿäó

γ0 =

x0+l∫
x0

udx, γ1 =

x0+l∫
x0

vdx, γ2 =

x0+l∫
x0

uvdx,

γ3 =

x0+l∫
x0

(
k2u

2v + k3v
2 + 2k1uxv

)
dx.

4. Iìïëåêòè÷íi îïåðàòîðè. Äëÿ ïîáóäîâè iìïëåêòè÷íèõ îïåðàòîðiâ ñêîðèñ-
òà¹ìîñÿ äèôåðåíöiàëüíî àëãåáðè÷íèì àëãîðèòìîì [1]. Âèáåðåìî Ãàìiëüòîíiàí

Hϑ = Hϑ[u, v] = −γ2[u, v] = −
x0+l∫
x0

uvdx. (16)

Çãiäíî ç çîáðàæåííÿì (6) ïåðåòâîðèìî ôóíêöiîíàë (16)

Hϑ = −
x0+l∫
x0

uvdx = −1

2

x0+l∫
x0

(uv + uv) dx =

= −1

2

x0+l∫
x0

(
v∂−1ux + u∂−1vx

)
dx =

=
1

2

x0+l∫
x0

(
< (∂−1v), ux > + < (∂−1u), vx >

)
dx.

Ïîáóäó¹ìî îïåðàòîðè σ′, σ′∗, θ−1
1

σ′ =
1

2

(
0 ∂−1

∂−1 0

)
, σ′∗ = −1

2

(
0 ∂−1

∂−1 0

)
,

θ−1
1 = σ′ − σ′∗ =

(
0 ∂−1

∂−1 0

)
.
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Îáåðíåíèé îïåðàòîð äî θ−1
1 iñíó¹, à îòæå, îòðèìà¹ìî iìïëåêòè÷íèé îïåðàòîð η = θ1

η =

(
0 ∂
∂ 0

)
. (17)

Ç óìîâè ãàìiëüòîíîâîñòi

(
u
v

)
t

= −η gradHη, çíàéäåìî ôóíêöiîíàë Hη ∈ D(M) iç

ñïiââiäíîøåíü

−
(

0 ∂
∂ 0

)
δHη

δu
δHη

δv

 =

(
k1uxx + k2uux + k3vx

k2(uv)x − k1vxx

)
,


δHη

δu
δHη

δv

 =

(
k2(uv)− k1vx

k1ux + k2

2 u2 + k3v

)
:

Hη = Hη[u, v] = −1

2
γ3[u, v] = −1

2

x0+l∫
x0

(
k2u

2v + k3v
2 + 2k1uxv

)
dx. (18)

Çíàéäåìî iìïëåêòè÷íèé îïåðàòîð ϑ, çàñòîñóâàâøè äèôåðåíöiàëüíî-àëãåáðè÷-
íèé àëãîðèòì äî ôóíêöiîíàëà (18). Ïåðåòâîðèìî éîãî çãiäíî ç (6)

Hη = −1

2

x0+l∫
x0

(
k2u

2v + k3v
2 + 2k1uxv

)
dx =

=
1

2

x0+l∫
x0

(
<
(
k2∂

−1(uv)− 2k1v
)
, ux > + < k3∂

−1v, vx >
)
dx.

Ç îòðèìàíîãî çîáðàæåííÿ ïîáóäó¹ìî îïåðàòîðè σ′, σ′∗, θ−1
2

σ′ =

 k2
2
∂−1v −k1 +

k2
2
∂−1u

0
k3
2
∂−1

 , σ′∗ =

 −k2
2
v∂−1 0

−k1 −
k2
2
u∂−1 −k3

2
∂−1

 ,

θ−1
2 = σ′ − σ′∗ =

 k2
2

(
∂−1v + v∂−1

)
−k1 +

k2
2
∂−1u

k1 +
k2
2
u∂−1 k3∂

−1

 .

Iç ñïiââiäíîøåííÿ ϑ = ηθ−1
2 η [3] îòðèìà¹ìî øóêàíèé iìïëåêòè÷íèé îïåðàòîð

ϑ = ηθ−1
2 η =

(
0 ∂
∂ 0

)(
k2

2

(
∂−1v + v∂−1

)
−k1 +

k2

2 ∂−1u

k1 +
k2

2 u∂−1 k3∂
−1

)(
0 ∂
∂ 0

)
=

=

 k3∂ k1∂
2 +

k2
2
∂u

k2
2
u∂ − k1∂

2 k2
2

(v∂ + ∂v)

 . (19)
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Òåîðåìà 2. Äèíàìi÷íà ñèñòåìà (8) áiãàìiëüòîíîâà, òîáòî ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó
âèãëÿäi (5), äå Hϑ,Hη ∈ D(M) � ôóíêöiîíàëè Ãàìiëüòîíà (16), (18), à η, θ � ïàðà
iìïëåêòè÷íèõ îïåðàòîðiâ (17), (19), ÿêùî êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó òåîðåìè 1.

Çàóâàæèìî, ùî îòðèìàíèé îïåðàòîð (19) ïðè çíà÷åííÿõ êîåôiöi¹íòiâ k1 = k2 =
= k3 = k4 = 1, k5 = −1 ñèñòåìè çáiãà¹òüñÿ ç iìïëåêòè÷íèì îïåðàòîðîì, ÿêèé çíà-
éøëè â [3].

5. Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè. Ïiä ÷àñ ðîçâ'ÿçóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèí-
íèõ ïîõiäíèõ (ÄÐ×Ï) âèíèêà¹ ïîòðåáà çíàòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ. Öå ïîòðiáíî
äëÿ òîãî, ùîá ìàòè çìîãó òåñòóâàòè îá÷èñëþâàëüíi ñõåìè. Ó [5] çàïðîïîíîâàíî ìî-
äèôiêîâàíèé ìåòîä ãiïåðáîëi÷íèõ òàíãåíñ ôóíêöié. Ìåòîä ñóòò¹âî íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ
âiä ìåòîäó îïèñàíîãî ó [4], ïðîòå ðîçâ'ÿçîê øóêà¹ìî ó âèãëÿäi ñóìè ïîëiíîìiâ âiä
ãiïåðáîëi÷íîãî òàíãåíñà òà êîòàíãåíñà. Íàâåäåìî êðîêè ìåòîäó.

• Êðîê 1. Çâîäèìî ÄÐ×Ï äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (ÇÄÐ)
çàìiíîþ u(x, t) = u(c1x+ c2t+ c3).

• Êðîê 2. Çíàõîäèìî ñòåïåíi ïîëiíîìiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó

u(T ) =
M∑
j=0

ajT
j .

• Êðîê 3. Îäåðæó¹ìî àëãåáðè÷íó ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâiäîìèõ
êîåôiöi¹íòiâ ó ïîëiíîìi

u(T ) = a0 +

M∑
j=1

ajT
j +

M∑
j=1

bjT
−j .

• Êðîê 4. Ðîçâ'ÿçó¹ìî çàäàíó ñèñòåìó çà óìîâè, ùî êîåôiöi¹íòè áiëÿ íàéâè-
ùèõ ñòåïåíiâ êîæíîãî ç ðîçâ'ÿçêiâ i ïàðàìåòðè cj âiäìiííi âiä íóëÿ.

• Êðîê 5. Âèêîíàâøè ïðîöåäóðó îáåðíåíó äî çàïðîïîíîâàíî¨ íà êðîöi 1, îòðè-
ìà¹ìî ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ ñèñòåìè ó ÿâíîìó âèãëÿäi.

Ïîñëiäîâíî âèêîíà¹ìî êîæåí iç êðîêiâ îïèñàíîãî ìåòîäó.
Êðîê 1. Çâåäåííÿ ÄÐ×Ï äî ÇÄÐ.
Øóêà¹ìî ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi âiäîêðåìëåíî¨ õâèëi, ââîäÿ÷è çàìiíó

u(x, t) = u(c1x+ c2t+ c3), v(x, t) = v(c1x+ c2t+ c3).

Ïiäñòàâèâøè çàìiíó ó ñèñòåìó ðiâíÿíü (8), îòðèìà¹ìî ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü {

c2u
′ = k1c

2
1u

′′ + k2c1uu
′ + k3c1v

′,
c2v

′ = k4c1(uv)
′ + k5c

2
1v

′′.
(20)

Äëÿ çðó÷íîñòi çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ãiïåðáîëi÷íèõ òàíãåíñ ôóíêöié ïðîiíòåãðó¹ìî
ñèñòåìó (20) {

c2u = k1c
2
1u

′ + k2

2 c1u
2 + k3c1v + C1,

c2v = k4c1(uv) + k5c
2
1v

′ + C2,
(21)

äå C1, C2 äîâiëüíi ñòàëi.
Êðîê 2. Âèçíà÷åííÿ ñòåïåíÿ â ïîëiíîìiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó.
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Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (8) øóêàòèìåìî ÿê ñóìó ïîëiíîìiâ âiä ãiïåðáîëi÷íîãî òàí-
ãåíñà òà êîòàíãåíñà

u(x, t) = a10 +

M1∑
j=1

a1j tanh(c1x+ c2t+ c3) +

M1∑
j=1

b1j coth(c1x+ c2t+ c3),

v(x, t) = a20 +

M2∑
j=1

a2j tanh(c1x+ c2t+ c3) +

M2∑
j=1

b2j coth(c1x+ c2t+ c3).

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòåïåíiâ ïîëiíîìiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïiäñòàâèìî

u(T ) = TM1 , v(T ) = TM2

ó ñèñòåìó (20) òà ïðèðiâíÿ¹ìî ïîêàçíèêè ìàêñèìàëüíèõ ñòåïåíiâ. Ïiñëÿ îá÷èñëåíü
ç'ÿñîâó¹ìî, ùî M1 = 1,M2 = 2. Îòæå, ðîçâ'ÿçîê øóêàòèìåìî ó âèãëÿäi [5]

u(T ) = a10 + a11T + a12T
−1,

v(T ) = a20 + a21T + a22T
2 + a23T

−1 + a24T
−2.

(22)

Çàóâàæèìî, ùî T ′ = 1− T 2, (T−1)′ = 1− (T−1)2.
Êðîê 3. Îòðèìàííÿ àëãåáðè÷íî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ çíà÷åíü íå-

âiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ.
Ïiäñòàâèìî (22) ó (20) òà îòðèìà¹ìî ñèñòåìó

c2
(
a10 + a11T + a12T

−1
)
= k1c

2
1

(
a11(1− T 2) + a12(1− (T−1)2)

)
+

+
k2c1
2

(
a10 + a11T + a12T

−1
)2

+

+k3c1
(
a20 + a21T + a22T

2 + a23T
−1 + a24T

−2
)
,

c2
(
a20 + a21T + a22T

2 + a23T
−1 + a24T

−2
)
=

= k4c1
(
a10 + a11T + a12T

−1
)
·
(
a20 + a21T + a22T

2 + a23T
−1 + a24T

−2
)
+

+k5c
2
1

(
(a21 + 2a22T )(1− T 2) + (a23 + 2a24T

−1)(1− T−2)
)
.

Â îòðèìàíié ñèñòåìi ïðèðiâíÿ¹ìî êîåôiöi¹íòè äî íóëÿ, âíàñëiäîê öüîãî îòðèìó¹ìî
ñèñòåìó äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ



T 0 : −c2a10 +
k2c1
2

(
a210 + 2a11a12

)
+ k3c1a20 + k1c

2
1(a11 + a12) = 0,

T 1 : −c2a11 + k2c1a10a11 + k3c1a21 = 0,

T 2 : k1c
2
1a11 +

k2c
2
1

2 a211 + k3c1a22 = 0,
T−1 : −c2a12 + k2c1a10a12 + k3c1a23 = 0,

T−2 : k1c
2
1a12 +

k2c
2
1

2 a212 + k3c1a24 = 0,
T 0 : −c2a20 + k4c1 (a10a20 + a12a21 + a11a23) + k5c

2
1(a21 + a23) = 0,

T 1 : −c2a21 + k4c1 (2a11a20 + a12a22) + 2k5c
2
1a22 = 0,

T 2 : −c2a22 + k3c1a11a21 − k5c
2
1a21 = 0,

T 3 : k4c1a11a22 − 2k5c
2
1a22 = 0,

T−1 : −c2a23 + k4c1 (2a12a20 + a11a24) + 2k5c
2
1a24 = 0,

T−2 : −c2a24 + k3c1a12a23 − k5c
2
1a23 = 0,

T−3 : k4c1a12a24 − 2k5c
2
1a24 = 0.

(23)
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Êðîê 4. Ðîçâ'ÿçó¹ìî çàäàíó ñèñòåìó (23) çà óìîâè, ùî êîåôiöi¹íòè ïðè íàéâè-
ùèõ ñòåïåíÿõ êîæíîãî ç ðîçâ'ÿçêiâ i ïàðàìåòðè ci âiäìiííi âiä íóëÿ.

Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî ïàêåò Mathematica 7.0. Äëÿ òîãî, ùîá iñíóâàâ ðîçâ'ÿ-
çîê, ìè ïîâèííi â ñèñòåìi âiäêèíóòè ðiâíÿííÿ, ùî ¹ áiëÿ T 0, àäæå ïiä ÷àñ iíòåãðóâàí-
íÿ ìè îòðèìàëè ñòàëi C1, C2, ÿêèìè ìîæíà çíåõòóâàòè, ïðèéíÿâøè äîâiëüíi ÷èñëîâi
çíà÷åííÿ. Îòðèìà¹ìî ðîçâ'ÿçîê

a10 = c2

(
k1k4 + k2k5 + 3k4k5

3c1k2k4k5

)
,

a11 =
2c1k5
k4

,

a12 =
2c1k5
k4

,

a20 =
− c22k1k4 − c22k2k5 + 12c41k1k4k

2
5 + 12c41k2k

2
5

6c21k3k
2
4k5

,

a21 = 2c2

(
k1k4 + k2k5

3k3k24

)
,

a22 = −2c2k5

(
k1k4 + k2k5

k3k24

)
,

a23 = 2c2

(
k1k4 + k2k5

3k3k24

)
,

a24 = −2c2k5

(
k1k4 + k2k5

k3k24

)
.

(24)

Áà÷èìî, ùî êîåôiöi¹íòè â ïîëiíîìi âiä ãiïåðáîëi÷íîãî êîòàíãåíñà çáiãàþòüñÿ ç êîå-
ôiöi¹íòàìè â ïîëiíîìi âiä ãiïåðáîëi÷íîãî òàíãåíñà.

Êðîê 5. Âèêîíàâøè ïðîöåäóðó îáåðíåíó äî çàïðîïîíîâàíî¨ íà êðîöi 1, îòðè-
ìà¹ìî ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ ñèñòåìè ó ÿâíîìó âèãëÿäi.

Âðàõîâóþ÷è (22), (24) òà âèáðàâøè c1 = c2 = 1 òà c3 = 0, çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê
ñèñòåìè (8)

u(x, t) =
k1k4 + k2k5 + 3k4k5

3k2k4k5
+

2k5
k4

(tanh(x+ t) + coth(x+ t)) ,

v(x, t) =
− k1k4 − k2k5 + 12k1k4k

2
5 + 12k2k

2
5

6k3k24k5
+

+2

(
k1k4 + k2k5

3k3k24

)
(tanh(x+ t) + coth(x+ t))−

−2k5

(
k1k4 + k2k5

3k3k24

)(
tanh2(x+ t) + coth2(x+ t)

)
.

(25)

Òåîðåìà 3. Ó ðîçâ'ÿçêó (25), ùî ìiñòèòü ïîëiíîì âiä ãiïåðáîëi÷íîãî òàíãåíñà
òà ãiïåðáîëi÷íîãî êîòàíãåíñà, êîåôiöi¹íòè áiëÿ îäíàêîâèõ ñòåïåíiâ ãiïåðáîëi÷íîãî
òàíãåíñà òà êîòàíãåíñà ðiâíi.

6. Âèñíîâêè. Ç'ÿñîâàíà íàÿâíiñòü íåñêií÷åííî¨ i¹ðàðõi¨ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ
òà çíàéäåíà ïàðà iìïëåêòè÷íèõ îïåðàòîðiâ äëÿ íåëiíiéíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè òèïó
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Áþðãåðñà, à òàêîæ âèçíà÷åíî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè, ïðè ÿêèõ òàêå òâåðä-
æåííÿ ïðàâèëüíå.

Âèêîðèñòàâøè ìîäèôiêîâàíèé ìåòîä ãiïåðáîëi÷íèõ òàíãåíñ ôóíêöié, îòðèìà-
íî ñîëiòîííèé ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi ñóìè ïîëiíîìiâ, ÿêi çàëåæàòü âiä ãiïåðáîëi÷íîãî
òàíãåíñà òà êîòàíãåíñà.
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BIHAMILTONITY AND EXACT SOLUTIONS OF BURGER'S
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Examined coe�cients of Burger's type dynamical system, and found values
of that coe�cients when system possess an in�nite hierarchy of invariant laws
and has a pair of implectic operators. Using modi�ed tanh-method have been
got exact soliton solutions of considered system.

Key words: nonlinear dynamical system, conservation laws, impletic
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