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Çíàéäåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó îáåðíåíî¨ çàäà÷i äëÿ
ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç íåâiäîìèì êîåôiöi¹íòîì ïðè ñòàðøié ïîõiäíié,
ÿêèé çàëåæèòü âiä ÷àñó. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ìåæà îáëàñòi íåâiäîìà i âèðîä-
æó¹òüñÿ ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó. Çãàäàíà çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî îáåðíåíî¨
çàäà÷i äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç âèðîäæåííÿì.

Êëþ÷îâi ñëîâà: îáåðíåíà çàäà÷à, ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ, ñëàáêå âèðîä-
æåííÿ, âèðîäæåííÿ ìåæi îáëàñòi.

1. Âñòóï. Äî òåîði¨ îáåðíåíèõ çàäà÷ çâåðòàþòüñÿ ó òèõ âèïàäêàõ, êîëè âèçíà÷è-
òè òó ÷è iíøó íåâiäîìó õàðàêòåðèñòèêó íåìîæëèâî, íàïðèêëàä, ÷åðåç íåäîñòóïíiñòü
ìàòåðiàëó ÷è ñåðåäîâèùà, àáî æ òîäi, êîëè ïðîâåäåííÿ áåçïîñåðåäíiõ âèìiðþâàíü íå-
ìîæëèâå.

Âàãîìå ìiñöå â öié òåîði¨ çàéìàþòü êîåôiöi¹íòíi îáåðíåíi çàäà÷i, äå ñåðåä íå-
âiäîìèõ ¹ êîåôiöi¹íò ðiâíÿííÿ àáî éîãî âiëüíèé ÷ëåí. Iíòåíñèâíèé ðîçâèòîê òåîði¨
îáåðíåíèõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèì êîåôiöi¹íòîì, ÿêèé çàëå-
æèòü âiä ÷àñó, ðîçïî÷àâñÿ ïiñëÿ ïîÿâè ó 1962 ð. ïðàöi Á. Äæîíñà [9]. Ç òèõ ÷àñiâ
òåîðiÿ îáåðíåíèõ çàäà÷ äîñÿãëà ñóòò¹âîãî ðîçâèòêó.

Ïîðÿä ç îáåðíåíèìè âàæëèâå ìiñöå â òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çàéìàþòü
çàäà÷i ç âiëüíîþ ìåæåþ. Âîíè âèíèêàþòü óæå â òàêèõ ïðîñòèõ ôiçè÷íèõ ïðîöåñàõ
ÿê ïëàâëåííÿ òâåðäèõ òië àáî êðèñòàëiçàöiÿ ðiäèí.

Äîñëiäæóâàëà îáåðíåíi çàäà÷i äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ çi ñëàáêèì i ñèëüíèì
âèðîäæåííÿì Í. Ñàëäiíà [5]. Çîêðåìà, Í. Ñàëäiíà ðîçãëÿäàëà é âèïàäêè âèðîäæåííÿ
çàãàëüíîãî âèãëÿäó. Ã. Ñíiòêî âèâ÷àëà îáåðíåíi çàäà÷i äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ
â îáëàñòi ç âiëüíîþ ìåæåþ [6]. Oáåðíåíi çàäà÷i äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç âèðîä-
æåííÿì â îáëàñòi ç âiëüíîþ ìåæåþ äîñëiäæóâàëà Í. Ãðèíöiâ [2]. Îñîáëèâèé âèïàäîê
çàäà÷i â îáëàñòi ç âèðîäæåííÿì ðîçãëÿíóòî ó ñòàòòi Ì. Iâàí÷îâà [3]. Äîñëiäæåííÿ
çàäà÷, ÿêi á ïî¹äíóâàëè îáåðíåíi çàäà÷i, çàäà÷i ç âiëüíîþ ìåæåþ i çàäà÷i äëÿ ðiâíÿíü
ç âèðîäæåííÿì, ¹ àêòóàëüíèìè.

c⃝ Ñàâiöüêà Ò., 2011
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2. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i. Â îáëàñòi QT ≡ {(x, t): 0 < x < ψ(t)h̃(t), 0 < t < T}
ðîçãëÿíåìî îáåðíåíó çàäà÷ó äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ

ut = ã(t)uxx + b̃(x, t)ux + c̃(x, t)u+ f̃(x, t), (1)

ç óìîâàìè
u(0, t) = µ1(t), u(ψ(t)h̃(t), t) = µ2(t), t ∈ [0, T ], (2)

ã(t)ux(0, t) = µ3(t), t ∈ [0, T ], (3)

ψ(t)h̃(t)∫
0

u(x, t)dx = µ4(t), t ∈ [0, T ], (4)

äå ôóíêöiÿ ψ(t) � äîäàòíà, ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à, t ∈ (0, T ] i â òî÷öi t = 0 äîðiâíþ¹

íóëþ, à ôóíêöi¨ (h̃(t), ã(t), u(x, t)), ã(t) > 0, h̃(t) > 0, t ∈ [0, T ] � íåâiäîìi.

Îçíà÷åííÿ 1. Âèðîäæåííÿ íàçèâàòèìåìî ñëàáêèì, ÿêùî ôóíêöiÿ ψ ∈ C1(0, T ],

ψ′(t) > 0, t ∈ [0, T ] i âèðàç
t∫
0

ψ′(s)ds√
s

ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè t→ 0.

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè òàêi âèïàäêè:
(I) ψ′ � ìîíîòîííî ñïàäíà ôóíêöiÿ, ψ′(t) → ∞ ïðè t→ 0;
(II) ψ′ � ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ, ψ′(t) → 0 ïðè t→ 0.
3. Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)-(4) (âèïàäîê (I)). Íåõàé âèêîíóþòüñÿ

òàêi ïðèïóùåííÿ:

(A1) ψ ∈ C1(0, T ], µi ∈ C1[0, T ], i = 1, 2, 4, iñíó¹ ãðàíèöÿ lim
t→0

µ′
i(t)

ψ′(t)
, i = 1, 2,

µ3 ∈ C[0, T ], êîåôiöi¹íòè b̃, c̃, f̃ ∈ C([0,∞)× [0, T ]) çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ãåëüäåðà çà
çìiííîþ x ç ïîêàçíèêîì α ∈ (0, 1) ðiâíîìiðíî ñòîñîâíî t ∈ [0, T ];

(A2) µi(t) > 0, i = 1, 2, 3, t ∈ [0, T ], µ4(t) > 0, t ∈ (0, T ], iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ

lim
t→0

µ4(t)

ψ(t)
> 0, f̃(x, t) > 0, c̃(x, t) 6 0, (x, t) ∈ [0,∞) × [0, T ], lim

t→0

µ′
2(t)− µ′

1(t)

ψ′(t)
> 0,

ψ(0) = 0, ψ(t) > 0, t ∈ (0, T ], ψ′(t) > 0, t ∈ [0, T ],
t∫
0

ψ′(s)ds√
s

→ 0, t→ 0.

(A3) µ1(0) = µ2(0).

Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ (I), (A1) � (A3). Òîäi iñíó¹ õî÷à á

îäèí ðîçâ'ÿçîê (h̃(t), ã(t), u(x, t)) çàäà÷i (1)-(4), ÿêèé íàëåæèòü äî êëàñó C1(0, T0]∩
C[0, T0] × C[0, T0] × C2,1(QT0) ∩ C1,0(QT0

), äå T0, 0 < T0 6 T âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç
âèõiäíi äàíi.

Äîâåäåííÿ. Çðîáèâøè çàìiíó y =
x

h̃(t)
, σ = ψ(t) â çàäà÷i (1)-(4), ìè çâåäåìî ¨¨ äî

îáåðíåíî¨ çàäà÷i äëÿ âèðîäæåíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ

vσ =
φ′(σ)a(σ)

h2(σ)
vyy +

yh′(σ) + φ′(σ)b(yh(σ), σ)

h(σ)
vy + φ′(σ)

(
c(yh(σ), σ)v + f(yh(σ), σ)

)
,

(y, σ) ∈ QT1 , (5)

ç óìîâàìè
v(0, σ) = ν1(σ), v(σ, σ) = ν2(σ), 0 6 σ 6 T1, (6)
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a(σ)vy(0, σ) = h(σ)ν3(σ), 0 6 σ 6 T1, (7)

h(σ)

σ∫
0

v(y, σ)dy = ν4(σ), 0 6 σ 6 T1, (8)

äå QT1 = {(y, σ) : 0 < y < σ, 0 < σ < T1}, T1 = ψ(T ), v(y, σ) = u(yh̃(ψ−1(σ)), ψ−1(σ)),

b(yh(σ), σ) = b̃(yh̃(ψ−1(σ)), ψ−1(σ)), c(yh(σ), σ) = c̃(yh̃(ψ−1(σ)), ψ−1(σ)),

h(σ) = h̃(ψ−1(σ)), f(yh(σ), σ) = f̃(yh̃(ψ−1(σ)), ψ−1(σ)), νi(σ) = µi(ψ
−1(σ)), i = 1, 4,

a(σ) = ã(ψ−1(σ)), φ(σ) = ψ−1(σ).

Äàëi çðîáèìî çàìiíó íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ v(y, σ) = ṽ(y, σ)+ν1(σ)+
y

σ
(ν2(σ)−ν1(σ))

é îòðèìà¹ìî òàêó çàäà÷ó ñòîñîâíî ôóíêöi¨ ṽ(y, σ)

ṽσ =
φ′(σ)a(σ)

h2(σ)
ṽyy +

yh′(σ) + φ′(σ)b(yh(σ), σ)

h(σ)
ṽy +φ′(σ)

(
c(yh(σ), σ)ṽ+ f(yh(σ), σ)

)
−

−ν′1(σ)−
y

σ
(ν′2(σ)−ν′1(σ))+

y

σ2
(ν2(σ)−ν1(σ))+

ν2(σ)− ν1(σ)

σ

yh′(σ) + φ′(σ)b(yh(σ), σ)

h(σ)
+

+φ′(σ)c(yh(σ), σ)
(
ν1(σ) +

y

σ
(ν2(σ)− ν1(σ))

)
, (y, σ) ∈ QT1 , (9)

ṽ(0, σ) = ṽ(σ, σ) = 0, σ ∈ [0, T1]. (10)

Äëÿ òîãî, ùîá ïîáóäóâàòè ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i, ðîçãëÿíåìî òàêó äîïîìiæíó
çàäà÷ó:

ut = a(t)uxx + f(x, t), 0 < x < t, 0 < t < T, (11)

u(0, t) = µ1(t), u(t, t) = µ2(t), t ∈ [0, T ]. (12)

Íåõàé ôóíêöiÿ a ∈ C[0, T ] � âiäîìà i âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè: f ∈ C[0, T ]2 òà çà-
äîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà ïî x ç ïîêàçíèêîì α ∈ (0, 1), µi ∈ C[0, T ], i = 1, 2. Òîäi
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (11), (12) íàáóäå âèãëÿäó

u(x, t) =

t∫
0

Gξ(x, t, 0, τ)a(τ)µ1(τ)dτ −
t∫

0

Gξ(x, t, τ, τ)a(τ)µ2(τ)dτ+

+

t∫
0

τ∫
0

G(x, t, ξ, τ)f(ξ, τ)dξdτ,

äå G(x, t, ξ, τ) � ôóíêöiÿ Ãðiíà äëÿ ðiâíÿííÿ (11), ÿêó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi [8]

G(x, t, ξ, τ) = G0(x, t, ξ, τ) +

t∫
τ

dσ

σ∫
0

G0(x, t, η, σ)Φ(η, σ, ξ, τ)dη,

G0(x, t, ξ, τ) =
1

2
√
π(θ(t)− θ(τ))

∞∑
n=−∞

(
exp

(
− (x− ξ + 2nt)2

4(θ(t)− θ(τ))

)
−

− exp
(
− (x+ ξ + 2nt)2

4(θ(t)− θ(τ))

))
,
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θ(t) =
∫ t
0
a(τ)dτ . Ôóíêöiÿ Φ(x, t, ξ, τ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

Φ(x, t, ξ, τ) = −LG0(x, t, ξ, τ)−
t∫
τ

dσ

σ∫
0

LG0(x, t, η, σ)Φ(η, σ, ξ, τ)dη,

äå L = ∂
∂t − a(t) ∂

2

∂x2 .
Âèêîðèñòîâóþ÷è ñêàçàíå âèùå, ïîáóäó¹ìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (9), (10). Ïîçíà÷èìî

F (y, σ) ≡ yh′(σ) + φ′(σ)b(yh(σ), σ)

h(σ)
ṽy + φ′(σ)

(
c(yh(σ), σ)ṽ + f(yh(σ), σ)

)
− ν′1(σ)−

− y
σ
(ν′2(σ)− ν′1(σ)) +

y

σ2
(ν2(σ)− ν1(σ)) +

ν2(σ)− ν1(σ)

σ

yh′(σ) + φ′(σ)b(yh(σ), σ)

h(σ)
+

+φ′(σ)c(yh(σ), σ)
(
ν1(σ) +

y

σ
(ν2(σ)− ν1(σ))

)
.

Òèì÷àñîâî ïðèïóñêà¹ìî, ùî ôóíêöi¨ a(σ), h(σ), F (y, σ) � âiäîìi. Îñêiëüêè
y

σ
6 1 i

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (A3), òî
y

σ
(ν′2(σ)− ν′1(σ)) 6 ν′2(σ)− ν′1(σ), à

y

σ2
(ν2(σ)− ν1(σ)) 6

ν2(σ)− ν1(σ)

σ
=
ν2(σ)− ν2(0)

σ
− ν1(σ)− ν1(0)

σ
−→
σ→0

ν′2(0)− ν′1(0).

Ç òîãî, ùî âèêîíó¹òüñÿ (I), âèïëèâà¹ φ′(σ) → 0 ïðè σ → 0. Òîìó ç óìîâè (A1)
îòðèìó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ F (y, σ) íåïåðåðâíà òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà ïî y
ç ïîêàçíèêîì α ∈ (0, 1). Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöiþ Ãðiíà G(y, σ, η, τ), âè-

çíà÷åíó âèùå, äå θ(σ) =
σ∫
0

φ′(τ)a(τ)
h2(τ) dτ , çâåäåìî çàäà÷ó (9), (10) äî òàêîãî iíòåãðî-

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ñòîñîâíî ôóíêöi¨ ṽ(y, σ)

ṽ(y, σ) =

σ∫
0

dτ

τ∫
0

G(y, σ, η, τ)
(ηh′(τ) + φ′(τ)b(ηh(τ), τ)

h(τ)
ṽη(η, τ)+

+φ′(τ)
(
c(ηh(τ), τ)ṽ(η, τ)+f(ηh(τ), τ)

)
−ν′1(τ)−

η

τ
(ν′2(τ)−ν′1(τ))+

η

τ2
(ν2(τ)−ν1(τ))+

+
(ν2(τ)− ν1(τ))

τ

ηh′(τ) + φ′(τ)b(ηh(τ), τ)

h(τ)
+

+φ′(τ)c(ηh(τ), τ)
(
ν1(τ) +

η

τ
(ν2(τ)− ν1(τ))

))
dη, (y, σ) ∈ QT1

.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî ôóíêöi¨ v(y, σ), îòðèìà¹ìî

v(y, σ) = ν1(σ) +
y

σ
(ν2(σ)− ν1(σ)) +

σ∫
0

dτ

τ∫
0

G(y, σ, η, τ)
((ηh′(τ)

h(τ)
+

+
φ′(τ)b(ηh(τ), τ)

h(τ)

)
vη(η, τ) + φ′(τ)

(
c(ηh(τ), τ)v(η, τ) + f(ηh(τ), τ)

)
− ν′1(τ)−

−η
τ
(ν′2(τ)− ν′1(τ)) +

η

τ2
(ν2(τ)− ν1(τ))

)
dη, (y, σ) ∈ QT1

. (13)
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Çíàéäåìî îöiíêó ôóíêöi¨ v(y, σ) çíèçó. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç v0(y, σ) ðîçâ'ÿçîê çà-
äà÷i

vσ=
φ′(σ)a(σ)

h2(σ)
vyy+

yh′(σ) + φ′(σ)b(yh(σ), σ)

h(σ)
vy+φ′(σ)c(yh(σ), σ)v, (y, σ) ∈ QT1 , (14)

v(0, σ) = ν1(σ), v(σ, σ) = ν2(σ), 0 6 σ 6 T1, (15)

à ÷åðåç v̂(y, σ) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

vσ =
φ′(σ)a(σ)

h2(σ)
vyy +

yh′(σ) + φ′(σ)b(yh(σ), σ)

h(σ)
vy + φ′(σ)

(
c(yh(σ), σ)v + f(yh(σ), σ)

)
,

(16)
(y, σ) ∈ QT1 ,

v(0, σ) = v(σ, σ) = 0, 0 6 σ 6 T1. (17)

Òîäi
v(y, σ) = v0(y, σ) + v̂(y, σ). (18)

Ç ïðèíöèïó ìàêñèìóìó [7, ðîçä. 2] îòðèìó¹ìî

v0(y, σ) > C1 min{ min
06t6T

µ1(t), min
06t6T

µ2(t)} =M1 > 0, (y, σ) ∈ QT1
,

v̂(y, σ) > 0, (y, σ) ∈ QT1
.

Îòîæ, îäåðæó¹ìî òàêó îöiíêó:

v(y, σ) >M1 > 0, (y, σ) ∈ QT1
. (19)

Òîìó ìîæåìî (8) çàïèñàòè ó âèãëÿäi

h(σ) =
ν4(σ)

σ∫
0

v(y, σ)dy

, σ ∈ (0, T1]. (20)

Ïîçíà÷èìî w(y, σ) ≡ vy(y, σ), p(σ) ≡ σh′(σ) i çâåäåìî ðiâíÿííÿ (13) äî ñèñòåìè
iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

v(y, σ) = ν1(σ) +
y

σ
(ν2(σ)− ν1(σ)) +

σ∫
0

dτ

τ∫
0

G(y, σ, η, τ)
(( ηp(τ)

τh(τ)
+

+
φ′(τ)b(ηh(τ), τ)

h(τ)

)
w(η, τ) + φ′(τ)

(
c(ηh(τ), τ)v(η, τ) + f(ηh(τ), τ)

)
− ν′1(τ)−

−η
τ
(ν′2(τ)− ν′1(τ)) +

η

τ2
(ν2(τ)− ν1(τ))

)
dη, (y, σ) ∈ QT1

, (21)

w(y, σ) =
ν2(σ)− ν1(σ)

σ
+

σ∫
0

dτ

τ∫
0

Gy(y, σ, η, τ)
(( ηp(τ)

τh(τ)
+
φ′(τ)b(ηh(τ), τ)

h(τ)

)
w(η, τ)+

+φ′(τ)
(
c(ηh(τ), τ)v(η, τ)+f(ηh(τ), τ)

)
−ν′1(τ)−

η

τ
(ν′2(τ)−ν′1(τ))+

η

τ2
(ν2(τ)−ν1(τ))

)
dη,

(y, σ) ∈ QT1
. (22)

Ç óìîâè (7) îäåðæèìî ðiâíÿííÿ

a(σ)w(0, σ) = h(σ)ν3(σ), σ ∈ (0, T1]. (23)
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Ùîá îòðèìàòè ðiâíÿííÿ, ðîçâ'ÿçàíå ñòîñîâíî p(σ), ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî óìîâó
(8)

h′(σ)
ν4(σ)

h(σ)
+ h(σ)

(
ν2(σ) +

σ∫
0

vσ(y, σ)dy
)
= ν′4(σ).

Âèêîðèñòîâóþ÷è (5), îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

p(σ) =
1

ν2(σ)

(
ν′4(σ)− h(σ)ν2(σ)−

φ′(σ)a(σ)

h(σ)
(w(σ, σ)− w(0, σ))−

−φ′(σ)

σ∫
0

(
b(yh(σ), σ)w(y, σ) + h(σ)(c(yh(σ), σ)v(y, σ) + f(yh(σ), σ))

)
dy

)
, (24)

σ ∈ (0, T1].
Îòæå, ìè çâåëè çàäà÷ó (5)-(8) äî ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (20)-(24), äå

íåâiäîìi (h(σ), a(σ), v(y, σ), w(y, σ), p(σ)). Ëåãêî äîâåñòè åêâiâàëåíòíiñòü çàäà÷ çíà-
õîäæåííÿ êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (5)-(8) i çíàõîäæåííÿ íåïåðåðâíîãî ðîçâ'ÿçêó
ñèñòåìè ðiâíÿíü (20)-(24).

Îñêiëüêè çàäà÷à (5)-(8) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi ðiâíÿíü (20)-(24), òî áóäåìî äî-
âîäèòè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (20)-(24), çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó Øàóäåðà ïðî
íåðóõîìó òî÷êó. Äëÿ ïî÷àòêó çíàéäåìî îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (20)-(24).

Ç (19) òà (20) âèïëèâà¹, ùî h(σ) 6 H1 < ∞, σ ∈ [0, T1]. Îñêiëüêè 0 6 yh(σ) 6
6 T1H1 = C2, òî f(yh(σ), σ) 6 C3, òîìó çãiäíî ç ïðèíöèïîì ìàêñèìóìó [7, ðîçä. 2]
îäåðæó¹ìî

v0(y, σ) 6 C4 max{ max
06σ6T1

ν1(σ), max
06σ6T1

ν2(σ)} = C5 <∞, (y, σ) ∈ QT1
,

v̂(y, σ) 6 C6 max
(y,σ)∈QT1

f(yh(σ), σ) = C7 <∞, (y, σ) ∈ QT1
,

äå v0(y, σ), v̂(y, σ) � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (14), (15) òà (16), (17) âiäïîâiäíî. Îòæå, ç (18)
îòðèìà¹ìî

v(y, σ) 6M2 <∞, (y, σ) ∈ QT1
. (25)

Îñêiëüêè
ν4(σ)

σ
=
µ4(t)

ψ(t)
, òî ç (20), (25) òà óìîâè (A2) âèïëèâà¹

h(σ) > ν4(σ)

σM2
> H0 > 0, σ ∈ [0, T1].

Îòæå, îäåðæàëè òàêó îöiíêó:

0 < H0 6 h(σ) 6 H1 <∞, σ ∈ [0, T1]. (26)

Ç óìîâ (A1) � (A3) îòðèìó¹ìî

lim
σ→0

ν2(σ)− ν1(σ)

σ
= ν′2(0)− ν′1(0) = lim

t→0

µ′
2(t)− µ′

1(t)

ψ′(t)
>M3 > 0,

òîìó
ν2(σ)− ν1(σ)

σ
>M3 > 0, σ ∈ (0, T1]. (27)
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Äîñëiäèìî ïîâåäiíêó iíòåãðàëà ç ðiâíÿííÿ (22). Ïðèïóñòèìî, ùî w(y, σ), a(σ),
p(σ) � îáìåæåíi âiäîìèìè êîíñòàíòàìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìi îöiíêè ôóíêöi¨ Ãði-
íà [4], îòðèìà¹ìî∣∣∣ σ∫

0

dτ

τ∫
0

Gy(y, σ, η, τ)
(( ηp(τ)

τh(τ)
+
φ′(τ)b(ηh(τ), τ)

h(τ)

)
w(η, τ) + φ′(τ)

(
c(ηh(τ), τ)v(η, τ)+

+f(ηh(τ), τ)
)
− ν′1(τ)−

η

τ
(ν′2(τ)− ν′1(τ)) +

η

τ2
(ν2(τ)− ν1(τ))

)
dη

∣∣∣ 6
6 C8

σ∫
0

dτ

τ∫
0

∣∣∣Gy(y, σ, η, τ)∣∣∣dη 6 C9

σ∫
0

dτ√
θ(σ)− θ(τ)

6 C10

σ∫
0

dτ√
φ(σ)− φ(τ)

,

(y, σ) ∈ QT1
. (28)

Âèêîðèñòîâóþ÷è çàìiíó s = φ(τ) i îçíà÷åííÿ ñëàáêîãî âèðîäæåííÿ, îòðèìà¹ìî

σ∫
0

dτ√
φ(σ)− φ(τ)

=

φ(σ)∫
0

ψ′(s)ds√
φ(σ)− s

=

t∫
0

ψ′(s)ds√
t− s

=

t/2∫
0

ψ′(s)
√
sds√

s(t− s)
+

t∫
t/2

ψ′(s)ds√
t− s

6

6
t/2∫
0

ψ′(s)ds√
s

+

t∫
t/2

ψ′(s)ds√
t− s

−→
t→0

0, (y, σ) ∈ QT1
. (29)

Ç (22), (27), (28) òà (29) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ÷èñëî σ1, 0 < σ1 6 T1 òàêå, ùî äëÿ
y ∈ [0, σ], σ ∈ [0, σ1] âèêîíó¹òüñÿ òàêà îöiíêà:

w(y, σ) > 1

2
M3 > 0. (30)

Ç (23), (26) òà (30) îòðèìó¹ìî

a(σ) 6 A1 <∞, σ ∈ [0, σ1]. (31)

Ïîçíà÷èìî

W (σ) ≡ max
06y6σ

w(y, σ), amin(σ) ≡ min
06τ6σ

a(τ).

Ç (22), (24) çíàõîäèìî

W (σ) 6 C12 + C13

σ∫
0

(1 + |p(τ)|)(W (τ) + 1)√
θ(σ)− θ(τ)

dτ, σ ∈ [0, σ1], (32)

|p(σ)| 6 C14 + C15W (σ), σ ∈ [0, σ1]. (33)

Ïiäñòàâèìî (33) â (32)

W (σ) 6 C12 + C16

σ∫
0

(W (τ) + 1)2√
θ(σ)− θ(τ)

dτ. (34)
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Ïîçíà÷èìî W1(σ) ≡W (σ) + 1, òîäi (34) çâåäåìî äî âèãëÿäó

W1(σ) 6 C17 +
C18√
amin(σ)

σ∫
0

W 2
1 (τ)dτ√

φ(σ)− φ(τ)
. (35)

Ïiäíåñåìî öþ íåðiâíiñòü äî êâàäðàòà, âèêîðèñòà¹ìî íåðiâíiñòü (a+ b)2 6 2a2 + 2b2 i
íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî

W 2
1 (σ) 6 C19 +

C20

amin(σ)

σ∫
0

W 4
1 (τ)dτ√

φ(σ)− φ(τ)

σ∫
0

dτ√
φ(σ)− φ(τ)

. (36)

Ç (29) âèïëèâà¹, ùî iíòåãðàë I ≡
σ∫
0

dτ√
φ(σ)−φ(τ)

ïðÿìó¹ äî íóëÿ, êîëè σ → 0. Îòæå,

I 6 C21, σ ∈ [0, T1] i íåðiâíiñòü (36) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

W 2
1 (σ) 6 C19 +

C22

amin(σ)

σ∫
0

W 4
1 (τ)dτ√

φ(σ)− φ(τ)
.

Çàìiíèìî â ïîïåðåäíié íåðiâíîñòi σ íà s, äîìíîæèìî íà
√
φ(σ)− φ(s) i ïðîiíòåãðó¹-

ìî âiä 0 äî σ
σ∫

0

W 2
1 (s)ds√

φ(σ)− φ(s)
6 C22 + C22

σ∫
0

ds

amin(s)
√
φ(σ)− φ(s)

s∫
0

W 4
1 (τ)dτ√

φ(s)− φ(τ)
6

6 C23 +
C22

amin(σ)

σ∫
0

W 4
1 (τ)dτ

σ∫
τ

ds√
(φ(s)− φ(τ))(φ(σ)− φ(s))

. (37)

Îñêiëüêè s > τ i φ′ � ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ, áî âèêîíó¹òüñÿ (I), à
σ∫
τ

φ′(s)ds√
(φ(s)− φ(τ))(φ(σ)− φ(s))

= π,

òîìó ç (37) îäåðæèìî
σ∫

0

W 2
1 (s)ds√

φ(σ)− φ(s)
6 C23 +

C24

amin(σ)

σ∫
0

W 4
1 (τ)dτ

φ′(τ)
.

Ïiäñòàâèìî îñòàííþ íåðiâíiñòü ó (35)

W1(σ) 6 C17 +
C25√
amin(σ)

+
C26

a
3/2
min(σ)

σ∫
0

W 4
1 (τ)dτ

φ′(τ)
.

Ðîçâ'ÿçàâøè öþ íåðiâíiñòü [1], îòðèìà¹ìî

W1(σ) 6 C17+

+
C25√
amin(σ)

+ C27

σ∫
0

(
C17 +

C25√
amin(τ)

) dτ

a
9/2
min(τ)φ

′(τ)
exp

(
C28

σ∫
0

ds

a6min(s)φ
′(s)

)
. (38)
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Iñíó¹ òàêå ÷èñëî σ2 ∈ (0, T1], ùî

C27

σ∫
0

(
C17 +

C25√
amin(τ)

) dτ

a
9/2
min(τ)φ

′(τ)
exp

(
C28

σ∫
0

ds

a6min(s)φ
′(s)

)
6 C17, (39)

òîìó ç (38), (39) i ç òîãî, ùî W (σ) 6W1(σ), âèïëèâà¹

W (σ) 6 2C17 +
C25√
amin(σ)

. (40)

Çâiäñè òà ç (23) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

2C17amin(σ) + C25

√
amin(σ)− C29 > 0,

òîáòî √
amin(σ) >

√
C2

25 + 8C17C29 − C25

4C17
=

2C29

C25 +
√
C2

25 + 8C17C29

.

Îòæå,

amin(σ) >
4C2

29(
C25 +

√
C2

25 + 8C17C29

)2 = A0 > 0. (41)

Ç (41), (40), (24) îäåðæó¹ìî

a(σ) > A0 > 0, |p(σ)| 6M4, σ ∈ [0, σ2], w(y, σ) 6M5, (y, σ) ∈ Qσ2
, (42)

äå ñòàëi A0,M4,M5 çàëåæàòü ëèøå âiä âèõiäíèõ äàíèõ.
Îòæå, ìè îòðèìàëè îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (20)-(24).
Ïåðåïèøåìî öþ ñèñòåìó ó âèãëÿäi

ω = Pω, (43)

äå ω = (h, v, w, a, p), à îïåðàòîð P âèçíà÷åíèé ïðàâèìè ÷àñòèíàìè ðiâíÿíü (20)-(24),
ÿêùî (23) ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

a(σ) =
h(σ)ν3(σ)

w(0, σ)
, σ ∈ (0, T1].

Âèçíà÷èìî ìíîæèíó N ≡{(h, v, w, a, p)∈C[0, σ0]×(C(Qσ0
))2×(C[0, σ0])2 : H06h6H1,

M1 6 v 6 M2,
1
2M3 6 w 6 M5, A0 6 a 6 A1, |p| 6 M4}, äå σ0 = min{σ1, σ2}.

Îïåðàòîð P ¹ êîìïàêòíèì íà ìíîæèíi N [6]. Çâiäñè i ç îòðèìàíèõ îöiíîê (19), (25),
(26), (30), (31), (42) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ õî÷à á îäíà íåðóõîìà òî÷êà îïåðàòîðà P â
N . Öå îçíà÷à¹, ùî çàäà÷à (1)-(4) ìà¹ êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê. �

4. Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)-(4) (âèïàäîê (II)). Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà

(A4) iñíóþòü ãðàíèöi lim
t→0

b̃(x, t)

ψ′(t)
, lim
t→0

c̃(x, t)

ψ′(t)
, lim
t→0

f̃(x, t)

ψ′(t)
∈ C([0,∞)× [0, T ]).

Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ (II), (A1) � (A4), à òàêîæ iñíó¹

ãðàíèöÿ lim
t→0

µ′
4(t)

ψ′(t)
. Òîäi iñíó¹ õî÷à á îäèí ðîçâ'ÿçîê (h̃(t), ã(t), u(x, t)) çàäà÷i (1)-(4),

ÿêèé íàëåæèòü äî êëàñó C1(0, T0] ∩ C[0, T0] × C[0, T0] × C2,1(QT0) ∩ C1,0(QT0
), äå

T0, 0 < T0 6 T âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç âèõiäíi äàíi.
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Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî âiäìiííiñòþ ìiæ äîâåäåííÿì òåîðåì 1 i 2 ¹ îöiíêà âèðàçiâ
φ′(σ)(w(σ, σ)−w(0, σ)), φ′(σ)b(yh(σ), σ)w(y, σ) i φ′(σ)(c(yh(σ), σ)v(y, σ)+f(yh(σ), σ))
ç ôîðìóë (24), (22). Îñêiëüêè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (A4), òî îñòàííi äâà âèðàçè îáìå-
æåíi é îñîáëèâîñòåé íå ìàþòü.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (22), îòðèìà¹ìî

w(σ, σ)− w(0, σ) =

σ∫
0

dτ

τ∫
0

(Gy(σ, σ, η, τ)−Gy(0, σ, η, τ))
(( ηp(τ)

τh(τ)
+

+
φ′(τ)b(ηh(τ), τ)

h(τ)

)
w(η, τ) + φ′(τ)

(
c(ηh(τ), τ)v(η, τ) + f(ηh(τ), τ)

)
− ν′1(τ)−

−η
τ
(ν′2(τ)− ν′1(τ)) +

η

τ2
(ν2(τ)− ν1(τ))

)
dη, (y, σ) ∈ QT1

.

Ùîá çíàéòè ïîâåäiíêó φ′(σ)(w(σ, σ)− w(0, σ)) ïðè σ → 0, äîñòàòíüî îöiíèòè âèðàç
σ∫

0

dτ

τ∫
0

|G(1)
0y (σ, σ, η, τ)−G

(1)
0y (0, σ, η, τ)|dη,

äå

G
(i)
0 (y, σ, η, τ) =

1

2
√
π(θ(σ)− θ(τ))

∞∑
n=−∞

(
exp

(
− (y − η + 2nσ)2

4(θ(σ)− θ(τ))

)
+

+(−1)i exp
(
− (y + η + 2nσ)2

4(θ(σ)− θ(τ))

))
, i = 1, 2.

Îñêiëüêè G
(1)
0y (σ, σ, η, τ) 6 0 i G

(1)
0y (0, σ, η, τ) > 0, à G

(1)
0y (y, σ, η, τ) = −G(2)

0η (y, σ, η, τ),
òî
σ∫

0

dτ

τ∫
0

|G(1)
0y (σ, σ, η, τ)−G

(1)
0y (0, σ, η, τ)|dη =

σ∫
0

dτ

τ∫
0

(G
(2)
0η (σ, σ, η, τ)−G

(2)
0η (0, σ, η, τ))dη =

=

σ∫
0

(G
(2)
0 (σ, σ, τ, τ)−G

(2)
0 (0, σ, τ, τ)−G

(2)
0 (σ, σ, 0, τ) +G

(2)
0 (0, σ, 0, τ))dτ =

=

σ∫
0

1

2
√
π(θ(σ)− θ(τ))

∞∑
n=−∞

(−1)n+1
(
exp

(
− (nσ − τ)2

4(θ(σ)− θ(τ))

)
+

+exp
(
− (nσ + τ)2

4(θ(σ)− θ(τ))

)
− 2 exp

(
− (nσ)2

4(θ(σ)− θ(τ))

))
dτ.

Çðîáèâøè çàìiíó â ïåðøîìó äîäàíêó n = −m i ïåðåïîçíà÷èâøè m íà n, îòðèìà¹ìî
σ∫

0

dτ

τ∫
0

|G(1)
0y (σ, σ, η, τ)−G

(1)
0y (0, σ, η, τ)|dη =

=

σ∫
0

1√
π(θ(σ)− θ(τ))

∞∑
n=−∞

(−1)n
(
exp

(
− (nσ)2

4(θ(σ)− θ(τ))

)
−exp

(
− (nσ + τ)2

4(θ(σ)− θ(τ))

))
dτ.



178
Òåòÿíà ÑÀÂIÖÜÊÀ

ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2011. Âèïóñê 74

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî

∞∑
n=−∞

(−1)n
(
exp

(
− (nσ)2

4(θ(σ)− θ(τ))

)
− exp

(
− (nσ + τ)2

4(θ(σ)− θ(τ))

))
6

6
∞∑

n=−∞

(
exp

(
− (nσ)2

4(θ(σ)− θ(τ))

)
+ exp

(
− (nσ + τ)2

4(θ(σ)− θ(τ))

))
6

6 2+
∞∑
n=1

(
2 exp

(
− (nσ)2

4(θ(σ)− θ(τ))

)
+exp

(
− (nσ + τ)2

4(θ(σ)− θ(τ))

)
+exp

(
− (nσ − τ)2

4(θ(σ)− θ(τ))

))
,

ç [8] îäåðæèìî îöiíêó

σ∫
0

dτ

τ∫
0

|G(1)
0y (σ, σ, η, τ)−G

(1)
0y (0, σ, η, τ)|dη 6 C30

σ∫
0

dτ√
π(θ(σ)− θ(τ))

+ C31σ.

Îñêiëüêè ψ′ � ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ i ω 6 t, òî

lim
σ→0

φ′(σ)

σ∫
0

dτ√
θ(σ)− θ(τ)

6 C32 lim
t→0

1

ψ′(t)

t∫
0

ψ′(ω)dω√
t− ω

6 C32 lim
t→0

t∫
0

dω√
t− ω

= 0.

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî

lim
σ→0

φ′(σ)σ = lim
t→0

ψ(t)

ψ′(t)
= lim
t→0

ψ(t)t

ψ(t)− ψ(0)
= 0,

îòðèìà¹ìî

|φ′(σ)(w(σ, σ)− w(0, σ))| 6 C33.

Âðàõîâóþ÷è öå â (24) i (33), äàëi äîâîäèìî öþ òåîðåìó àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ òåî-
ðåìè 1. Çàóâàæèìî, ùî îöiíêè (42) òàêîæ ïðàâèëüíi ó âèïàäêó, êîëè φ′ � ìîíîòîííî
ñïàäíà ôóíêöiÿ, îñêiëüêè îöiíêó (37) ìîæíà ïðîäîâæèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è òå, ùî
s 6 σ. �

5. �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)-(4) (âèïàäîê (I)).

Òåîðåìà 3. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ (I),
t∫
0

ψ′(s)ds√
s

→ 0, t→ 0 é óìîâà:

(A5) b̃, c̃, f̃ ∈ C1,0([0,+∞)×[0, T ]), ψ ∈ C1(0, T ], µi ∈ C1[0, T ], i = 1, 2; µi(t) ̸= 0,
i = 2, 3, µ4(t) = µ0(t)ψ(t), µ0(t) ̸= 0, t ∈ [0, T ], ψ(0) = 0, ψ(t) > 0, t ∈ (0, T ], ψ′(t) > 0,
t ∈ [0, T ].

Òîäi çàäà÷à (1)-(4) íå ìîæå ìàòè áiëüøå îäíîãî ðîçâ'ÿçêó (h̃(t), ã(t), u(x, t)),
ÿêèé íàëåæèòü äî êëàñó C1(0, T ] ∩ C[0, T ]× C[0, T ]× C2,1(QT ) ∩ C1,0(QT ).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çàäà÷à (1)-(4) åêâiâàëåíòíà çàäà÷i (5)-(8), òî äîñòàòíüî
äîâåñòè ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (5)-(8). Íåõàé iñíóþòü äâà ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêè
(hi(σ), ai(σ), vi(y, σ)), i = 1, 2 çàäà÷i (5)-(8). Ïîçíà÷èìî h(σ) ≡ h1(σ) − h2(σ),
a(σ) ≡ a1(σ)− a2(σ), v(y, σ) ≡ v1(y, σ)− v2(y, σ).
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Ðîçãëÿíåìî

b(yh1(σ), σ)− b(yh2(σ), σ) =

1∫
0

d

ds
b(yh2(σ) + sy(h1(σ)− h2(σ)), σ)ds =

= y(h1(σ)− h2(σ))

1∫
0

∂b(z, σ)

∂z

∣∣∣
z=yh2(σ)+sy(h1(σ)−h2(σ))

ds.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîäàòè ðiçíèöi c(yh1(σ), σ)− c(yh2(σ), σ) i
f(yh1(σ), σ)− f(yh2(σ), σ). Òîäi ç (5)-(8) îäåðæó¹ìî òàêó çàäà÷ó ñòîñîâíî
(h(σ), a(σ), v(y, σ))

vσ =
φ′(σ)a1(σ)

h21(σ)
vyy +

(yh′1(σ)
h1(σ)

+
φ′(σ)b(yh1(σ), σ)

h1(σ)

)
vy + φ′(σ)c(yh1(σ), σ)v+

+
φ′(σ)(a(σ)h22(σ)− a2(σ)h(σ)(h1(σ) + h2(σ)))

h21(σ)h
2
2(σ)

v2yy +
(y(h′(σ)h2(σ)− h′2(σ)h(σ))

h1(σ)h2(σ)
+

+
φ′(σ)h(σ)

h1(σ)h2(σ)

(
yh2(σ)

1∫
0

∂b(z, σ)

∂z

∣∣∣
z=yh2(σ)+syh(σ)

ds− b(yh2(σ), σ)
))
v2y+

+yh(σ)φ′(σ)
(
v2

1∫
0

∂c(z, σ)

∂z

∣∣∣
z=yh2(σ)+syh(σ)

ds+

1∫
0

∂f(z, σ)

∂z

∣∣∣
z=yh2(σ)+syh(σ)

ds
)
,

(y, σ) ∈ QT1 , (44)

v(0, σ) = v(σ, σ) = 0, 0 6 σ 6 T1, (45)

a1(σ)vy(0, σ) = ν3(σ)h(σ)− a(σ)v2y(0, σ), 0 6 σ 6 T1, (46)

h1(σ)

σ∫
0

v(y, σ)dy = −h(σ)
σ∫

0

v2(y, σ)dy, 0 6 σ 6 T1. (47)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöiþ Ãðiíà G∗(y, σ, η, τ) äëÿ ðiâíÿííÿ

vσ =
φ′(σ)a1(σ)

h21(σ)
vyy +

(yh′1(σ)
h1(σ)

+
φ′(σ)b(yh1(σ), σ)

h1(σ)

)
vy, (y, σ) ∈ QT1 ,

ç óìîâàìè (44), çâåäåìî çàäà÷ó (44)-(47) äî òàêî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü:

v(y, σ) =

σ∫
0

dτ

τ∫
0

G∗(y, σ, η, τ)
(
φ′(τ)c(ηh1(τ), τ)v(η, τ)+

+
φ′(τ)(a(τ)h22(τ)− a2(τ)h(τ)(h1(τ) + h2(τ)))

h21(τ)h
2
2(τ)

v2ηη(η, τ)+
(η(h′(τ)h2(τ)− h′2(τ)h(τ))

h1(τ)h2(τ)
+

+
φ′(τ)

h1(τ)h2(τ)

(
ηh(τ)h2(τ)

1∫
0

∂b(z, τ)

∂z

∣∣∣
z=yh2(τ)+syh(τ)

ds− b(ηh2(τ), τ)h(τ)
))
v2η(η, τ)+
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+φ′(τ)
(
h(τ)ηv2(η, τ)

1∫
0

∂c(z, τ)

∂z

∣∣∣
z=yh2(τ)+syh(τ)

ds+

+ηh(τ)

1∫
0

∂f(z, τ)

∂z

∣∣∣
z=yh2(τ)+syh(τ)

ds
))
dη, (y, σ) ∈ QT1 , (48)

h(σ) = −
h1(σ)

σ∫
0

v(y, σ)dy

σ∫
0

v2(y, σ)dy

, σ ∈ [0, T1], (49)

a(σ) =
ν3(σ)h(σ)− a1(σ)vy(0, σ)

v2y(0, σ)
, σ ∈ [0, T1]. (50)

Îñêiëüêè çàäà÷à (5)-(8) åêâiâàëåíòíà çàäà÷i (20)-(24), òî pi(σ) ≡ σh′i(σ), i = 1, 2
çàäîâîëüíÿþòü (24). Çâiäñè îäåðæèìî

p(σ) =
1

ν2(σ)

(
−h(σ)ν2(σ)−φ′(σ)

(a1(σ)
h1(σ)

(vy(σ, σ)−vy(0, σ))+
σ∫

0

(
b(yh1(σ), σ)vy(y, σ)+

+h1(σ)c(yh1(σ), σ)v(y, σ)
)
dy +

a(σ)h2(σ)− a2(σ)h(σ)

h1(σ)h2(σ)
(v2y(σ, σ)− v2y(0, σ))+

+

σ∫
0

(
yh(σ)v2y(y, σ)

1∫
0

∂b(z, σ)

∂z

∣∣∣
z=yh2(σ)+syh(σ)

ds+

+(h1(σ)yh(σ)

1∫
0

∂c(z, σ)

∂z

∣∣∣
z=yh2(σ)+syh(σ)

ds+ h(σ)c(yh2(σ), σ))v2(y, σ)+

+yh(σ)

1∫
0

∂f(z, σ)

∂z

∣∣∣
z=yh2(σ)+syh(σ)

ds
)
dy

))
, σ ∈ (0, T1], (51)

äå p(σ) = σh′(σ).
Äîâåäåìî iíòåãðîâíiñòü ÿäåð ñèñòåìè (48)-(51). Ç óìîâè (A5) òà ç òîãî, ùî

v2(y, σ) çàäîâîëüíÿ¹ (7), âèïëèâà¹, ùî çíàìåííèêè (50), (51) âiäìiííi âiä íóëÿ.
Îñêiëüêè v2(y, σ) òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ (8), òî ç (49) òà óìîâè (A5) çà òåîðåìîþ ïðî
ñåðåäí¹ îòðèìà¹ìî

h(σ) = −
h1(σ)h2(σ)

σ∫
0

v(y, σ)dy

ν4(σ)
= −

h1(σ)h2(σ)
σ∫
0

v(y, σ)dy

σν0(σ)
= −h1(σ)h2(σ)σv(ỹ, σ)

σν0(σ)
=

= −h1(σ)h2(σ)v(ỹ, σ)
ν0(σ)

, ỹ ∈ [0, σ], σ ∈ [0, T1],

äå ν0(σ) = µ0(φ(σ)). Ïiäñòàâëÿþ÷è ñþäè çíà÷åííÿ v ç (48), áà÷èìî, ùî ÿäðî â (49)
íåïåðåðâíå.
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Äîñëiäèìî ïîâåäiíêó v2yy(y, σ) ïðè σ → 0. Çðîáèìî çàìiíó v2(y, σ) = ṽ2(y, σ)+

+ν1(σ) +
y

σ
(ν2(σ)− ν1(σ)). Òîäi ç (5)-(8) îòðèìà¹ìî çàäà÷ó ñòîñîâíî ôóíêöi¨ ṽ2(y, σ)

ṽ2σ =
φ′(σ)a2(σ)

h22(σ)
ṽ2yy +

(yh′2(σ)
h2(σ)

+
φ′(σ)b(yh2(σ), σ)

h2(σ)

)
ṽ2y + φ′(σ)

(
c(yh2(σ), σ)ṽ2+

+f(yh2(σ), σ)
)
− ν′1(σ)−

y

σ
(ν′2(σ)− ν′1(σ)) +

y

σ2
(ν2(σ)− ν1(σ)) +

(yh′2(σ)
h2(σ)

+

+
φ′(σ)b(yh2(σ), σ)

h2(σ)

)ν2(σ)− ν1(σ)

σ
+ φ′(σ)c(yh2(σ), σ)

(
ν1(σ) +

y

σ
(ν2(σ)− ν1(σ))

)
,

(y, σ) ∈ QT1 , (52)

ṽ2(0, σ) = ṽ2(σ, σ) = 0, σ ∈ [0, T1]. (53)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöiþ Ãðiíà G∗∗(y, σ, η, τ) äëÿ ðiâíÿííÿ

ṽ2σ =
φ′(σ)a2(σ)

h22(σ)
ṽ2yy +

(yh′2(σ)
h2(σ)

+
φ′(σ)b(yh2(σ), σ)

h2(σ)

)
ṽ2y + φ′(σ)c(yh2(σ), σ)ṽ2,

ç óìîâàìè (53), çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (52), (53)

v2(y, σ) = ν1(σ)+
y

σ
(ν2(σ)− ν1(σ)) +

σ∫
0

dτ

τ∫
0

G∗∗(y, σ, η, τ)
(
φ′(τ)f(ηh2(τ), τ)− ν′1(τ)−

−η
τ
(ν′2(τ)− ν′1(τ)) +

η

τ2
(ν2(τ)− ν1(τ)) +

(ηh′2(τ)
h2(τ)

+
φ′(τ)b(ηh2(τ), τ)

h2(τ)

)ν2(τ)− ν1(τ)

τ
+

+φ′(τ)c(ηh2(τ), τ)
(
ν1(τ) +

η

τ
(ν2(τ)− ν1(τ))

))
dη, (y, σ) ∈ QT1

. (54)

Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî âèðàç (54) äâi÷i ïî y

v2yy(y, σ) =

σ∫
0

dτ

τ∫
0

G∗∗
yy(y, σ, η, τ)

(
φ′(τ)f(ηh2(τ), τ)− ν′1(τ)−

η

τ
(ν′2(τ)− ν′1(τ))+

+
η

τ2
(ν2(τ)− ν1(τ)) +

(ηh′2(τ)
h2(τ)

+
φ′(τ)b(ηh2(τ), τ)

h2(τ)

)ν2(τ)− ν1(τ)

τ
+

+φ′(τ)c(ηh2(τ), τ)
(
ν1(τ) +

η

τ
(ν2(τ)− ν1(τ))

))
dη, (y, σ) ∈ QT1 . (55)

Îñêiëüêè ν′i(σ) = µ′
i(φ(σ))φ

′(σ), i = 1, 2, η = ηγη1−γ , äå γ ∈ (0, 1) i η 6 τ , òî ç
[7] îäåðæèìî∣∣∣ σ∫

0

dτ

τ∫
0

G∗∗
yy(y, σ, η, τ)

ν′2(τ)− ν′1(τ)

τ
ηdη

∣∣∣ 6 C34

σ∫
0

φ′(τ)τ1−γ

τ
dτ

τ∫
0

|G∗∗
yy(y, σ, η, τ)|dη 6

6 C35

σ∫
0

φ′(τ)dτ

τγ(θ2(σ)− θ2(τ))1−γ/2
, (56)



182
Òåòÿíà ÑÀÂIÖÜÊÀ

ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2011. Âèïóñê 74

äå θ2(σ) =
σ∫
0

a2(τ)φ
′(τ)

h22(τ)
dτ . Ðåøòó äîäàíêiâ â (55) îöiíþ¹ìî àíàëîãi÷íî, âèêîðèñòî-

âóþ÷è óìîâó (A5). Çðîçóìiëî, ùî C36φ(σ) 6 θ2(σ) 6 C37φ(σ), òîìó θ2(σ)− θ2(τ) >
> C38(φ(σ)− φ(τ)). Òîäi ç (55) i (56) îòðèìà¹ìî

|v2yy(y, σ)| 6 C39

σ∫
0

φ′(τ)dτ

τγ(φ(σ)− φ(τ))1−γ/2
.

Îñêiëüêè φ(σ)−φ(τ) =
∫ σ
τ
φ′(s)ds i φ′ � ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ, s > τ , τ 6 σ,

òî

|v2yy(y, σ)| 6 C39

σ∫
0

φ′(τ)dτ

τγ
( σ∫
τ

φ′(s)ds
)1−γ/2 6 C39

σ∫
0

φ′(τ)dτ

τγφ′(τ)1−γ/2(σ − τ)1−γ/2
6

6 C39φ
′(σ)γ/2

σ∫
0

dτ

τγ(σ − τ)1−γ/2
. (57)

Ïiñëÿ çàìiíè z =
τ

σ
â (57) îòðèìà¹ìî

|v2yy(y, σ)| 6
C39φ

′(σ)γ/2

σγ/2

1∫
0

dz

zγ(1− z)1−γ/2
=

C40

σγ/2
.

Îñêiëüêè γ ∈ (0, 1), òî öÿ îñîáëèâiñòü ¹ iíòåãðîâíîþ i çà âëàñòèâîñòÿìè iíòå-
ãðàëüíèõ ðiâíÿíü Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó ñèñòåìà ðiâíÿíü (48)-(51) ìà¹ òiëüêè òðè-
âiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê v(y, σ) ≡ 0, h(σ) ≡ 0, a(σ) ≡ 0, p(σ) ≡ 0, y ∈ [0, σ], σ ∈ [0, T1].
Òîìó ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5)-(8), à îòæå, i çàäà÷i (1)-(4) � ¹äèíèé. �

Òåîðåìà 4. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (II), (A5) é iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ

lim
t→0

µ′
2(t)− µ′

1(t)

ψ′(t)
. Òîäi çàäà÷à (1)-(4) íå ìîæå ìàòè áiëüøå îäíîãî ðîçâ'ÿçêó

(h̃(t), ã(t), u(x, t)), ÿêèé íàëåæèòü äî êëàñó C1(0, T ] ∩C[0, T ]×C[0, T ]×C2,1(QT ) ∩
C1,0(QT ).

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî âiäìiííiñòþ ìiæ äîâåäåííÿì òåîðåì 3 i 4 ¹ äîñëiäæåííÿ
ïîâåäiíêè φ′(σ)v2yy(y, σ) ïðè σ → 0. ßê i â òåîðåìi 3, îòðèìà¹ìî∣∣∣ σ∫

0

dτ

τ∫
0

G∗∗
yy(y, σ, η, τ)

ν′2(τ)− ν′1(τ)

τ
ηdη

∣∣∣ 6 C41

σ∫
0

τ−γdτ

(θ2(σ)− θ2(τ))1−γ/2
, (58)

áî ç òîãî, ùî iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ lim
t→0

µ′
2(t)−µ

′
1(t)

ψ′(t) âèïëèâà¹, ùî

ν′2(σ)− ν′1(σ) = (µ′
2(φ(σ))− µ′

1(φ(σ)))φ
′(σ) 6 C42.

Òîäi ç (55) i (58) îäåðæèìî

|v2yy(y, σ)| 6 C43

σ∫
0

τ−γdτ

(θ2(σ)− θ2(τ))1−γ/2
6 C44

σ∫
0

τ−γdτ

(φ(σ)− φ(τ))1−γ/2
.
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Îñêiëüêè φ′ � ìîíîòîííî ñïàäíà ôóíêöiÿ, a s 6 σ, òî

|v2yy(y, σ)| 6 C44

σ∫
0

dτ

τγ
( σ∫
τ

φ′(s)ds
)1−γ/2 6 C44

φ′(σ)1−γ/2

σ∫
0

dτ

τγ(σ − τ)1−γ/2
6

6 C45

φ′(σ)1−γ/2σγ/2
. (59)

Îòæå,

φ′(σ)|v2yy(y, σ)| 6
C45φ

′(σ)γ/2

σγ/2
.

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî φ(σ) =
σ∫
0

φ′(τ)dτ > φ′(σ)
σ∫
0

dτ = σφ′(σ), îòðèìó¹ìî φ′(σ) 6 φ(σ)
σ .

Çâàæàþ÷è íà òå, ùî ôóíêöiÿ φ � ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à, à τ 6 σ, òî çâiäñè îäåðæèìî
σ∫

0

φ′(τ)γ/2

τγ/2
dτ 6

σ∫
0

φ(τ)γ/2dτ

τγ
6 φ(σ)γ/2

σ∫
0

dτ

τγ
=
σ1−γφ(σ)γ/2

1− γ
.

Îñêiëüêè γ ∈ (0, 1), òî i â öüîìó âèïàäêó çà âëàñòèâîñòÿìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü
Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó ñèñòåìà ðiâíÿíü (48)-(51) ìà¹ òiëüêè òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
v(y, σ) ≡ 0, h(σ) ≡ 0, a(σ) ≡ 0, p(σ) ≡ 0, y ∈ [0, σ], σ ∈ [0, T1]. Òîìó ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
(5)-(8), à îòæå, i çàäà÷i (1)-(4) ¹äèíèé. �
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AN INVERSE PROBLEM FOR A PARABOLIC EQUATION IN
THE DOMAIN WITH A WEAKLY DEGENERATE BOUNDARY

Tetiana SAVITSKA

Ivan Franro National University of L'viv,

Universytets'ka Str., 1, L'viv, 79000
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We establishe conditions of existence and uniqueness of the solution of
an inverse problem for a parabolic equation with unknown time-dependent
coe�cient at the highest derivative. It is assumed that the boundary of the
domain is unknown and degenerates at the initial moment. The given problem
is reduced to an inverse problem for a degenerate parabolic equation.

Key words: inverse problem, parabolic equation, weak degeneration,
degenerate boundary.
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