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Â öèëiíäðè÷íié îáëàñòi, íåîáìåæåíié çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè, ðîç-
ãëÿíóòî çàäà÷ó Íåéìàíà äëÿ êâàçiëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç àá-
ñîðáöi¹þ. Îòðèìàíî óìîâè iñíóâàííÿ òà íåiñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i.

Êëþ÷îâi ñëîâà: íåëiíiéíå ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ, çàäà÷à Íåéìàíà, íå-
îáìåæåíà îáëàñòü.

1. Âñòóï. Ðîçãëÿíóòî ïî÷àòêîâî-êðàéîâó çàäà÷ó Íåéìàíà

ut = div(|Du|λ−1Du)− up â QT = Ω× (0, T ), (1)

|Du|λ−1 ∂u

∂−→n
= 0, íà ∂Ω× (0, T ), (2)

u(x, 0) = µ, x ∈ Ω, (3)

äå µ � íåâiä'¹ìíà ñêií÷åííà ìiðà Ðàäîíà, λ > 0, p > 1. Îáëàñòü Ω ∈ RN , N > 2, ¹
íåîáìåæåíîþ i íàáóâà¹ âèãëÿäó

Ω = {x ∈ RN : |x′| < xβ
N , β > 1}, x′ = (x1, . . . , xN−1),

∂Ω � ìåæà Ω; −→n � çîâíiøíÿ îäèíè÷íà íîðìàëü äî ∂Ω× (0, T ), T > 0.
Ìåòà íàøî¨ ïðàöi � äîñëiäèòè ïðîáëåìè iñíóâàííÿ òà íåiñíóâàííÿ ñëàáêîãî

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)-(3) â QT .
Ïàðàáîëi÷íi ðiâíÿííÿ ç àáñîðáöi¹þ ¹ öiêàâèìè çàâäÿêè âïëèâó àáñîðáóþ÷îãî

äîäàíêà íà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷, ÿêi ðîçãëÿäàþòü. Çàäà÷à Êîøi äëÿ áàãàòüîõ âiäîìèõ
ìîäåëüíèõ íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç àáñîðáöi¹þ òà ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ-
ìiðîþ äîñèòü äåòàëüíî äîñëiäæåíà. Çàäà÷ó Êîøi ç ïî÷àòêîâîþ δ-ôóíêöi¹þ äëÿ ðiâ-
íÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ç àáñîðáöi¹þ ðîçãëÿäàëè Õ. Áðåçiñ òà À. Ôðiäìàí [1], äëÿ
ðiâíÿííÿ ïîðèñòîãî ñåðåäîâèùà ç àáñîðáöi¹þ � Ø. Êàìií òà Ë.À. Ï¹ë¹ò'¹ [2], äëÿ
ðiâíÿííÿ íåíüþòîíiâñüêî¨ ôiëüòðàöi¨ ç àáñîðáöi¹þ � À. Ãìiðà [3], Õ. ×åí, ß. Êi,
Ì. Âàíã [4], äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç ïîäâiéíîþ íåëiíiéíiñòþ òà àáñîðáöi¹þ �

c⃝ Áîëäîâñüêà Î., 2011



6
Îëüãà ÁÎËÄÎÂÑÜÊÀ

ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2011. Âèïóñê 74

Õ.Æ. Ôàí [5], äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç àáñîðáöi¹þ áiëüø çàãàëüíîãî âèãëÿäó (ç
âèìiðíèìè êîåôiöi¹íòàìè) � I.I. Ñêðèïíiê [6]. Ó ïðàöÿõ çàçíà÷åíèõ àâòîðiâ âèçíà÷à-
ëè äåÿêèé ïîêàçíèê àáñîðáöi¨ (íàçâåìî éîãî êðèòè÷íèì), çàëåæíî âiä ÿêîãî iñíó¹ ÷è
íå iñíó¹ ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi. Ó [7-9] ðåçóëüòàòè, ÿêi îòðèìàëè äëÿ çàäà÷i
Êîøi, áóëè ðîçïîâñþäæåíi íà âèïàäîê çàäà÷i Íåéìàíà (1)-(3) â øèðîêîìó êëàñi íå-
îáìåæåíèõ îáëàñòåé, ùî �íå çâóæóþòüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi� òà çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
êîíóñà. Â ïðàöi öi ðåçóëüòàòè óçàãàëüíþþòüñÿ íà âèïàäîê îáëàñòi ç íóëüîâèì êóòîì,
òîáòî îáëàñòi, ÿêà íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó êîíóñà.

Îçíà÷åííÿ 1. Ââàæàòèìåìî, ùî u(x, t) � ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1)-(3), ÿêùî

u(x, t) > 0 òà äëÿ áóäü-ÿêîãî τ > 0

u(x, t) ∈ C(0, T ;L2,loc(Ω)) ∩ L∞,loc(Ω× (τ, T )) ∩ Lλ+1,loc(τ, T ;W1,λ+1,loc(Ω));

ïðàâèëüíà iíòåãðàëüíà òîòîæíiñòü

T∫
0

∫
Ω

(−u ξt + |Du|λ−1Du Dξ + up ξ) dx dt = 0, ∀ ξ ∈ C1
0 (R

N × (τ, T ));

lim
t→0

∫
Ω

u(x, t) X(x) dx =

∫
Ω

X(x) dµ ∀ X(x) ∈ C∞
0 (RN ).

Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè ïðàöi ¹ òàêi òåîðåìè.

Òåîðåìà 1. Íåõàé µ � íåâiä'¹ìíà ñêií÷åííà ìiðà Ðàäîíà. ßêùî λ + λ+1
β(N−1)+1 > 1

òà p < λ+ λ+1
β(N−1)+1 , òîäi iñíó¹ ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1)-(3).

Òåîðåìà 2. Íåõàé µ = δ(x). ßêùî λ+ λ+1
β(N−1)+1 < 1 àáî 1 < λ+ λ+1

β(N−1)+1 6 p, òîäi

çàäà÷à (1)-(3) íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó.

2. Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Íåõàé Ωρ = Ω ∩{|x| < ρ}, ρ > 0. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó iñíóâàííÿ
ðîçâ'ÿçêó òàêî¨ çàäà÷i Äiðiõëå-Íåéìàíà:

(uk)t = div(|Duk|λ−1Duk)− up
k, â Ωk × (0, T ), (4)

|Duk|λ−1 ∂uk

∂−→n
= 0, íà ∂Ω ∩ ∂Ωk, (5)

uk(x, 0) = u0k(x), â Ωk, (6)

uk = 0, â Ω ∩ ∂Ωk, (7)

äå u0k ∈ C∞
0 (Ωk), u0k −→

k→∞
u0 ó L2(Ω). Äëÿ çðó÷íîñòi iíäåêñ �k� íàäàëi íå ïèñàòè-

ìåìî, ÿêùî íå âèíèêàòèìå òàêî¨ ïîòðåáè. Êîðèñòóþ÷èñü [10], iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó
çàäà÷i (4)-(7) äîâîäèòåìåìî ìåòîäîì Ôàåäî-Ãàëüîðêiíà. Íåõàé ω1, . . . , ωm � �áàçà� â
V = V1 ∩ V2, äå

V1 = W1,λ+1(Ω) ∩
{∂um

∂−→n
= 0 íà ∂Ω ∩ ∂Ωk; um = 0 ó Ω ∩ ∂Ωk

}
, V2 = Lp+1(Ω),

i um(t) � �íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê� çàäà÷i (4)-(7). Ïðîñòið V � ñåïàðàáåëüíèé (äèâ.
[10]). Äëÿ áóäü-ÿêèõ m, i, ωi ∈ V , ω1, ..., ωm � ëiíiéíî íåçàëåæíi, ëiíiéíi êîìáiíàöi¨
ωi ùiëüíi â V . Òàêà áàçà iñíó¹ (äèâ. [10]). Âèçíà÷èìî um(t) ∈ [ω1, ..., ωm] � ïðîñòið,
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ÿêèé íàòÿãó¹òüñÿ íà ëiíiéíó îáîëîíêó ω1, ..., ωm. Íåõàé A(φ) = − div(|Dφ|λ−1Dφ).
Øóêàòèìåìî um = um(t) ó âèãëÿäi

um(t) =

m∑
i=1

gim(t)ωi,

äå gim âèçíà÷àþòü ç óìîâ

(u′
m(t), ωj) + (A(um(t)), ωj) + (up

m, ωj) = 0, 1 6 j 6 m. (8)

Ðàçîì ç ñèñòåìîþ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (8) ðîçãëÿíåìî òàêîæ ïî÷àò-
êîâi óìîâè

um(0) = u0m, äå u0m =
m∑
i=1

αimωi −→
m→∞

u0 ó L2(Ω). (9)

Ç âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ ïðî íåëiíiéíi ñèñòåìè îòðèìà¹ìî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i
(8)-(9) íà ïðîìiæêó [0, tm], tm > 0. ßêùî äîìíîæèòè (8) íà gim(t), ïðîâåñòè äîäà-
âàííÿ çà j, òî îäåðæèìî

(u′
m(t), um(t)) + (A(um(t)), um(t)) + (up

m, um) = 0,

çâiäêè, iíòåãðóâàííÿì âiä 0 äî t, îòðèìó¹ìî

1

2

∫
Ω

u2
m(t) dx+

t∫
0

∫
Ω

|Dum(t)|λ+1 dx dt+

t∫
0

∫
Ω

up+1
m dx dt =

1

2

∫
Ω

u2
0m dx. (10)

Ó çâ'ÿçêó ç òèì, ùî ïðàâà ÷àñòèíà (10) (âíàñëiäîê (9)) îáìåæåíà ñòàëîþ, ÿêà íå
çàëåæèòü âiä m, òî

um ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ Lλ+1(0, T ;V1) ∩ Lp+1(0, T ;V2), tm = T,

(âêëàäåííÿ um(x, t) ∈ Lλ+1(0, T ;V1) âèïëèâà¹ ç ðåçóëüòàòiâ ïðî åêâiâàëåíòíi íîðìè
ó ïðîñòîðiW1,λ+1(Ω), [11]). Îòîæ, ìîæíà âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâíiñòü (äëÿ ñïðîùåííÿ
ïîçíà÷èìî ¨¨ òàêîæ ÷åðåç {um}) òàêó, ùî

um → u ∗ - ñëàáêî â L∞(0, T ;L2(Ω)),

um → u ñëàáêî â Lλ+1(0, T ;V1) ∩ Lλ+1(0, T ;V2),

um(T ) → ξ ñëàáêî â L2(Ω),

up
m → σ ñëàáêî â L(p+1)′(0, T ;V

′
2), (11)

A(um) → χ ñëàáêî â L(λ+1)′(0, T ;V
′
1).

Îñòàííÿ çáiæíiñòü âèêîíó¹òüñÿ çàâäÿêè íåðiâíîñòi

∥A(u)∥L(λ+1)′ (0,T ;V ′
1 )

6 γ∥u∥λLλ+1(0,T ;V1)
,

òîáòî A : Lλ+1(0, T ;V1) → L(λ+1)′(0, T ;V
′
1). ×åðåç V ′

1 ìè ïîçíà÷à¹ìî ïðîñòið, ñïðÿ-

æåíèé äî V1;
1

λ+1 + 1
(λ+1)′ = 1. V ′

2 , (p+ 1)′ âèçíà÷àþòü àíàëîãi÷íî.

Ôiêñó¹ìî j òà ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi â (8) ïðè m → ∞

ut + χ+ σ = 0.
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Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî ut ∈ L(λ+1)′(0, T ;V
′
1)∩L(p+1)′(0, T ;V

′
2). Ç òîãî, ùî

u ∈ Lλ+1(0, T ;V1)∩Lp+1(0, T ;V2), ut ∈ L(λ+1)′(0, T ;V
′
1)∩L(p+1)′(0, T ;V

′
2) òà êîìïàêò-

íîñòi âêëàäàííÿ V ⊂ Lq (äèâ. [12]), äå q = (β(N−1)+1)(λ+1)
β(N−1)−λ > 2,

V ⊂ Lq ⊂ L2 ≡ L2′ ⊂ V ′

âèïëèâà¹, ùî u : [0, T ] → L2(Ω)− íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, òà âiäîáðàæåííÿ u → u(0) ¹
ñþð'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì íà L2(Ω). Îòîæ, u(0) i u(T ) ìàþòü ñåíñ òà u(0) = u0,
u(T ) = ξ. Òàêîæ ìîæíà ââàæàòè, ùî um → u ñèëüíî â L2(QT ) òà ìàéæå âñþäè
(ì.â.).

Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî σ = up âèêîðèñòà¹ìî òàêó ëåìó.

Ëåìà 1 ([10]). Íåõàé Q � îáìåæåíà îáëàñòü ó RN × R1
+, fm òà f òàêi ôóíêöi¨ ç

Ls(Q), 1 < s < ∞, ùî ||fm||Ls(Q) 6 C, fm → f ì.â. â Q. Òîäi fm → f ñëàáêî â Ls(Q).

Çàñòîñó¹ìî ëåìó 1 äî ôóíêöi¨ fm = up
m òà s = (p + 1)′. Íà ïiäñòàâi çáiæíîñòi

um → u ìàéæå âñþäè âèïëèâà¹, ùî up
m → up ìàéæå âñþäè. Îòæå, ç ëåìè 1 îòðèìà¹-

ìî ñëàáêó çáiæíiñòü up
m → up ó ïðîñòîði L(p+1)′(QT ). Ç iíøîãî áîêó, çãiäíî ç (11) ¹

ñëàáêà çáiæíiñòü up
m → σ â L(p+1)′(QT ), çâiäêè é îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü σ = up.

Âíàñëiäîê ìîíîòîííîñòi îïåðàòîðà A, íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî χ = A(u)[10].
Îòîæ, iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4)-(7) äîâåäåíî.
Íåõàé uk = 0 ïîçà Ωk, òîáòî uk âèçíà÷åíi âñþäè íà Ω × (0, T ). Êîðèñòóþ÷èñü

êîìïàêòíiñòþ ñiì'¨ ðîçâ'ÿçêiâ uk, ìîæíà ïåðåéòè äî ãðàíèöi ïî k → ∞ àíàëîãi÷íî
ÿê ó [13-15]. Ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ áóäå ðîçâ'ÿçêîì òàêî¨ çàäà÷i Íåéìàíà:

ut = div(|Du|λ−1Du)− up â QT ,

|Du|λ−1 ∂u

∂−→n
= 0 íà ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0, x ∈ Ω,

äå u0 ∈ L2(Ω). Äàëi ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ {u(n)} ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i

(u(n))t = div(|Du(n)|λ−1Du(n))− (u(n))p ó QT , (12)

|Du(n)|λ−1 ∂u
(n)

∂−→n
= 0 íà ∂Ω× (0, T ), (13)

u(n)(x, 0) = u
(n)
0 , x ∈ Ω. (14)

Òóò u
(n)
0 ∈ L2(Ω),

lim
n→∞,t→0

∫
Ω

u(n)(x, t) X(x) dx =

∫
Ω

X(x) dµ ∀ X(x) ∈ C∞
0 (RN ).

Ç ðåçóëüòàòiâ [16] âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (12)-(14). Äëÿ äîâå-
äåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)-(3) òðåáà äîâåñòè êiëüêà îöiíîê àïðîêñèìóþ-
÷îãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (12)-(14) àíàëîãi÷íî äî [7-8]. �
Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 ìîæíà ïðîâåñòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäèêó, ÿêà áóëà ðîçðîá-
ëåíà â [7-9]. Ó ïðèïóùåííi, ùî çà óìîâ òåîðåìè 2 iñíó¹ ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
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(1)-(3), ìîæíà äîâåñòè, ùî

lim
t→0

∫
Ω

u(x, t) X(x) dx = 0, ∀ X(x) ∈ C∞
0 (RN ). (15)

Öåé ôàêò ñóïåðå÷èòü îçíà÷åííþ 1, ùî ïðèçâîäèòü äî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 2. Äîâå-
äåííÿ ðiâíîñòi (15)  ðóíòó¹òüñÿ íà âèáîði ñïåöiàëüíèõ ïðîáíèõ ôóíêöié ó iíòåãðàëü-
íié òîòîæíîñòi. Íàïðèêëàä, ó âèïàäêó λ + λ+1

β(N−1)+1 = p âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðîáíi

ôóíêöi¨, ïîâ'ÿçàíi ç ëîãàðèôìîì [9]. Òàêîæ âàðòî çàçíà÷èòè, ùî íà âiäìiíó âiä [7-9],
ïðè äîâåäåííi (15) âiäáóâà¹òüñÿ çàìiíà ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ N íà β ç âèçíà÷åííÿ
îáëàñòi Ω.
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EXISTENCE OF THE SOLUTION TO NEUMANN PROBLEM
TO FOR QUASILINEAR PARABOLIC ABSORBTION EQUATION

IN UNBOUNDED DOMAIN WITH ZERO SHARPENING
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Neumann problem for quasilinear parabolic absorbtion equation in cylinder
domain unbounded with respect to spatial variable is considered. Some exi-
stence and nonexistence condition for solution to this problem are obtained.

Key words: nonlinear parabolic equation, Neumann problem, unbounded
domain.
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Â íåîãðàíè÷åíîé çà ïðîñòðàíñòâåííûìè ïåðåìåííûìè öèëèíäðè÷åñêîé
îáëàñòè ðàññìîòðåíî çàäà÷ó Íåéìàíà äëÿ êâàçèëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêî-
ãî óðàâíåíèÿ ñ àáñîðáöèåé. Ïîëó÷åíî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è íåñóùå-
ñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.
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