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H ãîëîìîð�íèõ ó ïðîêîëåíié ïëîùèíi C∗ := C \ {0}�óíêöié öiëêîì ðåãóëÿðíîãî çðîñòàííÿ, ïîíÿòòÿ iíäèêàòîðiâ òàêèõ �óíê-öié, äîâåäåíî íàëåæíiñòü öèõ iíäèêàòîðiâ äî êëàñó Lq [0, 2π], q ≥ 1 i âèêî-ðèñòîâóþ÷è îáåðíåíi �îðìóëè äëÿ êîå�iöi¹íòiâ Ôóð'¹ �óíêöié, ìåðîìîð�-íèõ â êiëüöi, äîâåäåíî âëàñòèâiñòü ω-òðèãîíîìåòðè÷íî¨ îïóêëîñòi iíäèêà-òîðà ãîëîìîð�íî¨ â C
∗ �óíêöi¨ öiëêîì ðåãóëÿðíîãî çðîñòàííÿ. Äîâåäåíîòàêîæ iñíóâàííÿ êóòîâî¨ ùiëüíîñòi ìíîæèíè íóëiâ �óíêöi¨ f ∈ Λ◦

H íà ïåâ-íèõ ïîñëiäîâíîñòÿõ.Êëþ÷îâi ñëîâà: �óíêöiÿ öiëêîì ðåãóëÿðíîãî çðîñòàííÿ, iíäèêàòîð çðîñ-òàííÿ, òðèãîíîìåòðè÷íà îïóêëiñòü, êóòîâà ùiëüíiñòü, êîå�iöi¹íòè Ôóð'¹,êîå�iöi¹íòè Ôóð'¹-Ñòiëüòü¹ñà, ãîëîìîð�íà �óíêöiÿ.1. Âñòóï. Äîïîìiæíi ïîíÿòòÿ. Òåîðiþ öiëèõ �óíêöié öiëêîì ðåãóëÿðíîãîçðîñòàííÿ ñòîñîâíî �óíêöié λ, áëèçüêèõ äî ñòåïåíåâèõ, ïîáóäóâàëè íàïðèêiíöi 30-õðîêiâ XX ñò. Ëåâií Á.ß. òà Ï�ëþãåð À. �¨ àêòèâíî çàñòîñîâóâàëè â áàãàòüîõ ðîçäi-ëàõ ñó÷àñíîãî êîìïëåêñíîãî àíàëiçó. Öÿ òåîðiÿ òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ äîñèòü  ðóíòîâíîâèêëàäåíi ó ìîíîãðà�i¨ [1℄. Ó 70-80-õ ðîêàõ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ Êîíäðàòþê À.À.,âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ðÿäiâ Ôóð'¹, ðîçðîáëåíèé �óáåëîì Ë.À. òà Òåéëîðîì Á.À.,óçàãàëüíèâ òåîðiþ Ëåâiíà-Ï�ëþãåðà [2℄. Âëàñòèâîñòi ìåðîìîð�íèõ ó áàãàòîçâ'ÿç-íèõ îáëàñòÿõ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C �óíêöié, çîêðåìà ðîçïîäië çíà÷åíü, âèâ÷àëèáàãàòî äîñëiäíèêiâ. Çîêðåìà, îäèí ç îñòàííiõ ïiäõîäiâ çàïðîïîíîâàíî ó [3℄, [4℄, [5℄.Îçíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèê m0(r, f), N0(r, f), T0(r, f) ìîæóòü áóòè çíàéäåíi òàì ñàìî.Âèêîðèñòîâóþ÷è öi õàðàêòåðèñòèêè, ìè ââîäèìî êëàñè ãîëîìîð�íèõ â
C∗ := C \ {0} �óíêöié öiëêîì ðåãóëÿðíîãî çðîñòàííÿ, ïîíÿòòÿ iíäèêàòîðiâ òàêèõ�óíêöié, äîâîäèìî íàëåæíiñòü öèõ iíäèêàòîðiâ äî êëàñiâ Lq[0, 2π], q ≥ 1. Çàñòîñî-âóþ÷è îáåðíåíi �îðìóëè äëÿ êîå�iöi¹íòiâ Ôóð'¹ �óíêöié, ìåðîìîð�íèõ ó êiëüöi
{z : 1

R0
< |z| < R0}, äå 1 < R0 ≤ +∞ [6℄, îòðèìàíi àâòîðàìè öi¹¨ ïðàöi, äîâîäèìîâëàñòèâiñòü ω-òðèãîíîìåòðè÷íî¨ îïóêëîñòi iíäèêàòîðà ãîëîìîð�íî¨ â C∗ �óíêöi¨öiëêîì ðåãóëÿðíîãî çðîñòàííÿ äëÿ âñiõ ω ç äåÿêîãî ïðîìiæêà, ÿêèé çàëåæèòü âiä© �îëäàê Ì., Õðèñòiÿíèí À., 2011



92 Ìàð'ÿíà �ÎËÄÀÊ, Àíäðié Õ�ÈÑÒIßÍÈÍISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2011. Âèïóñê 75�óíêöi¨ çðîñòàííÿ λ. Äîâåäåíî òàêîæ iñíóâàííÿ êóòîâî¨ ùiëüíîñòi ìíîæèíè íóëiâöi¹¨ �óíêöi¨ íà ïåâíèõ ïîñëiäîâíîñòÿõ.Îçíà÷åííÿ 1. Äîäàòíà, íåñïàäíà, íåïåðåðâíà, íåîáìåæåíà �óíêöiÿ λ(r), r ≥ 1íàçèâà¹òüñÿ �óíêöi¹þ çðîñòàííÿ.Íåõàé λ � �óíêöiÿ çðîñòàííÿ, à f(z) � ãîëîìîð�íà â C∗ �óíêöiÿ. Êëàñ ãî-ëîìîð�íèõ â C∗ �óíêöié ñêií÷åíîãî λ-òèïó ([5, ñ. 61℄) ïîçíà÷àòèìåìî ΛH . ×åðåç
ck(t, f) ïîçíà÷èìî êîå�iöi¹íòè Ôóð'¹ �óíêöi¨ log |f(reiθ)|, òîáòî

ck(t, f) =
1
2π

2π∫
0

e−ikθ log |f(teiθ)|dθ, k ∈ Z, t > 0.2. �îëîìîð�íi â C∗ �óíêöi¨ öiëêîì ðåãóëÿðíîãî çðîñòàííÿ. Íåõàé λ ��óíêöiÿ ïîìiðíîãî çðîñòàííÿ, òîáòî λ(2r) ≤ Mλ(r), äëÿ âñiõ r ≥ 1, ïðè äåÿêîìó
M > 0.Îçíà÷åííÿ 2. �îëîìîð�íà â C∗ �óíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ �óíêöi¹þ öiëêîì ðåãóëÿð-íîãî çðîñòàííÿ, ÿêùî f ∈ ΛH i äëÿ âñiõ k ∈ Z iñíóþòü ãðàíèöi lim

r→+∞

ck(r,f)
λ(r) =: c

′

kòà lim
r→+∞

ck(
1
r
,f)

λ(r) =: c
′′

k .Êëàñ òàêèõ �óíêöié ïîçíà÷àòèìåìî Λ◦
H .Îçíà÷åííÿ 3. ßêùî f ∈ Λ◦

H , òî �óíêöi¨ h1(θ, f) =
∑
k∈Z

c
′

k·e
ikθ, h2(θ, f) =

∑
k∈Z

c
′′

k ·e
ikθ,

h(θ, f) = h1(θ, f) + h2(θ, f) =
∑
k∈Z

(c
′

k + c
′′

k ) · e
ikθ, äå c

′

k, c′′k âèçíà÷åíi â Îçíà÷åííi 2íàçèâàþòüñÿ iíäèêàòîðàìè çðîñòàííÿ �óíêöi¨ f , àáî, êîðîòêî, iíäèêàòîðàìè.Òåîðåìà 1. Íåõàé f ∈ Λ◦
H . Òîäi iíäèêàòîðè h1(θ, f) i h2(θ, f) íàëåæàòü äî

Lq[0, 2π], q ≥ 1.Äîâåäåííÿ. Çà Òåîðåìîþ 22.4 [5, . 62℄ c′k ≤ A/|k|+ 1, c′k ≤ A/|k|+ 1 äëÿ âñiõ k ∈ Z.Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç Òåîðåìè Õàóñäîð�à-Þíãà [7, ñ. 76℄. �Òåîðåìà 2.1) ßêùî f ∈ Λ◦
H , òî äëÿ êîæíîãî q, 1 ≤ q < ∞ âèêîíó¹òüñÿ

lim
r→+∞

∥∥∥∥
log |f(reiθ)|

λ(r)
− h1(θ, f)

∥∥∥∥
q

= 0, lim
r→+∞

∥∥∥∥∥
log |f(1

r
eiθ)|

λ(r)
− h2(θ, f)

∥∥∥∥∥
q

= 0, (1)
lim

r→+∞

∥∥∥∥∥
log |f(reiθ)|+ log |f(1

r
eiθ)|

λ(r)
− h(θ, f)

∥∥∥∥∥
q

= 0. (2)2) ßêùî äëÿ äåÿêî¨ ãîëîìîð�íî¨ â C∗ �óíêöi¨ f iñíóþòü q1 ≥ 1, q2 ≥ 1 i �óíêöi¨
h̃i ∈ L2[0, 2π], i = 1, 2 òàêi, ùî
lim

r→+∞

∥∥∥∥
log |f(reiθ)|

λ(r)
− h̃1(θ)

∥∥∥∥
q1

= 0, lim
r→+∞

∥∥∥∥∥
log |f(1

r
eiθ)|

λ(r)
− h̃2(θ)

∥∥∥∥∥
q2

= 0 (3)òî f ∈ Λ◦
H i h̃i(θ) = hi(θ, f) ìàéæå ñêðiçü íà [0, 2π], i = 1, 2.
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H . Òðèãîíîìåòðè÷íà îïóêëiñòü iíäè-êàòîðà �óíêöi¨ f ∈ Λ◦

H . Â öüîìó ðîçäiëi ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîíÿòòÿ ρ-ñóá-òðèãîíîìåòðè÷íîñòi ([2, ñ. 93℄), ρ-òðèãîíîìåòðè÷íî¨ îïóêëîñòi ([2, ñ. 93-94℄), [κ, ρ]-òðèãîíîìåòðè÷íî¨ îïóêëîñòi ([2, ñ. 108℄), çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi ìið íà îäèíè÷íîìóêîëi ([2, ñ. 98℄), à òàêîæ êóòîâî¨ ùiëüíîñòi ìíîæèíè íóëiâ �óíêöi¨ ([2, ñ. 106℄).Íåõàé f � ãîëîìîð�íà â C
∗ �óíêöiÿ, ç ïîñëiäîâíiñòþ íóëiâ {aj}, aj = |aj |e

iγj .Ïîçíà÷èìî
nk(t, f) =

∑

1
t
≤|aj |≤t

e−ikγj , Nk(r, f) =

r∫

1

nk(t, f)

t
dt, k ∈ Z, t ≥ 1, r ≥ 1.Ïðèéìåìî γ

(m)
j = γj + 2πm, m ∈ Z. �iâíîñòi

s(r, ϕ)− s(r, a) = 2π
∑

a<γ
(m)
j

≤ϕ
1
r
≤|aj |≤r

1,äå a < ϕ, r ≥ 1, òà s(r, ϕ + 2π) − s(r, ϕ) = s(r, a + 2π) − s(r, a) âèçíà÷àþòü ïðèâñiëÿêèõ ìîæëèâèõ âèáîðàõ ÷èñåë a ∈ R òà çíà÷åíü s(r, a) ñiì'þ ìið {s(r, ϕ)} íàîäèíè÷íîìó êîëi. Ïîçíà÷èìî S(r, ϕ) − S(r, a) =
r∫
1

s(t,ϕ)−s(t,a)
t

dt. Òîäi äëÿ êîæíîãî
ϕ0 ∈ R âèêîíó¹òüñÿ
nk(r, f) =

1

2π

ϕ0+2π∫

ϕ0

e−ikθds(r, θ), Nk(r, f) =
1

2π

ϕ0+2π∫

ϕ0

e−ikθdS(r, θ), k ∈ Z, r ≥ 1.Äëÿ êîå�iöi¹íòiâ Ôóð'¹-Ñòiëüòü¹ñà Nk(r, f) ïîñëiäîâíîñòi íóëiâ �óíêöi¨ f â [6℄îòðèìàëè òàêi ñïiââiäíîøåííÿ â òåðìiíàõ ïîñëiäîâíîñòi {ck(r, f)}
N0(r, f) = c0(r, f) + c0(

1

r
, f)− 2c0(1, f), (4)

Nk(r, f) = ck(r, f) + ck(
1

r
, f)− k2

r∫

1

dt

t

t∫

1
t

ck(u, f)

u
du+ Ck(1, f), (5)äå Ck(1, f) =

1
k

∑
|aj|=1

e−ikγj − 2ck(1, f), r ≥ 1, k ∈ Z \ {0}.Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùî ln r = o(λ(r)), r → +∞. Ïðèéìåìî
λ1(r) =

r∫

1

dt

t

t∫

1

λ(τ)

τ
dτ, lim inf

r→+∞

λ(r)

λ1(r)
= κ

2, lim sup
r→+∞

λ(r)

λ1(r)
= ρ2.Çàóâàæèìî, ùî 0 ≤ κ ≤ ρ < +∞ (äèâ. [2, ñ. 107-108℄).Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ¹ òàêà òåîðåìà.
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H , òî h(θ, f) ¹ [κ, ρ]-òðèãîíîìåòðè÷íî îïóêëîþ �óíêöi¹þ.ßêùî äëÿ äåÿêîãî ω, κ ≤ ω ≤ ρ âèêîíó¹òüñÿ

lim
rj→+∞

λ(rj)

λ1(rj)
= ω2, ω 6= 0, (6)òî íà ïîñëiäîâíîñòi {rj} ìíîæèíà íóëiâ �óíêöi¨ f ìà¹ êóòîâó ùiëüíiñòü

S(ϕ)− S(η) =
h′(ϕ, f)− h′(η, f)

ω2
+

ϕ∫

η

h(θ, f)dθ,äå η, ϕ � òî÷êè íåïåðåðâíîñòi �óíêöi¨ S.Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ Λ◦
H . Òîäi çà îçíà÷åííÿì 2 îòðèìà¹ìî

ck(r, f) = (c
′

k + o(1))λ(r), ck(
1

r
, f) = (c

′′

k + o(1))λ(r)ïðè r → +∞ äëÿ âñiõ k ∈ Z. Çâiäñè, âèêîðèñòîâóþ÷è îáåðíåíi �îðìóëè (4), (5),çàóâàæèâøè, ùî
r∫

1

dt

t

t∫

1
t

ck(u, f)

u
du =

r∫

1

dt

t

t∫

1

ck(u, f)

u
+

r∫

1

dt

t

t∫

1

ck(
1
u
, f)

u
du,îäåðæó¹ìî

N0(r, f) = (c
′

0 + c
′′

0 )λ(r) + o(λ(r)), r → +∞òà
Nk(r, f) = (c

′

k + c
′′

k)λ(r) + o(λ(r)) − k2(c
′

k + c
′′

k)λ1(r) + o(λ1(r)), r → +∞,äëÿ âñiõ k ∈ Z \ {0}. Òîáòî,
N0(r, f)

λ(r)
= c

′

0 + c
′′

0 + o(1), r → +∞òà äëÿ âñiõ k ∈ Z \ {0}

Nk(r, f)

λ(r)
= (c

′

k + c
′′

k )

(
1− k2

λ1(r)

λ(r)

)
+ o(1) + o

(
λ1(r)

λ(r)

)
, r → +∞. (7)Ïðèïóñòèìî, ùî âiäíîøåííÿ λ1(r)

λ(r) íåîáìåæåíå, òîáòî κ = 0. Îñêiëüêè |Nk(r, f)| ≤

≤ N(r, 1/f), äëÿ âñiõ k ∈ Z, à f ∈ ΛH , òî âèðàç ó ëiâîìó áîöi (7) îáìåæåíèé. Òîìó
c
′

k + c
′′

k = 0 ïðè k ∈ Z \ {0}. Îòæå, h(θ, f) = c
′

0 + c
′′

0 ≥ 0.Íåõàé òåïåð âiäíîøåííÿ λ1(r)
λ(r) îáìåæåíå, à {rj} ïîñëiäîâíiñòü íà ÿêié âèêîíó¹òü-ñÿ (6). Òîäi äëÿ âñiõ k ∈ Z

∆k = lim
rj→+∞

Nk(rj , f)

λ(rj)
= (c

′

k + c
′′

k )

(
1−

k2

ω2

)
. (8)Îòîæ, ìíîæèíà íóëiâ �óíêöi¨ f çà òåîðåìîþ Êàðàòåîäîði-Ëåâi (äèâ., íàïðèêëàä, [2,ñ. 98℄) ìà¹ êóòîâó ùiëüíiñòü íà ïîñëiäîâíîñòi {rj}. Ïîçíà÷èìî öþ êóòîâó ùiëüíiñòü S.
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c
′

k + c
′′

k =
ω2∆k

ω2 − k2
, k ∈ Z. (9)Òîìó

h(θ, f) = ω2
∑

k∈Z

∆k

ω2 − k2
eikθ = ω2γω ∗ dS.Îòîæ, h ¹ ω-ñóáòðèãîíîìåòðè÷íîþ, à îòæå, çà Òåîðåìîþ 8.1 ([2, ñ. 96℄), h ¹ ω-òðèãî-íîìåòðè÷íî îïóêëîþ.Ó âèïàäêó ω ∈ Z ç (8) îòðèìó¹ìî ∆ω = 0, à òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ (9) ïðè |k| 6= ω.Òîäi

h(θ, f) = ω2
∑
k∈Z

|k|6=ω

∆k

ω2−k2 e
ikθ + (c

′

ω + c
′′

ω)e
iωθ + (c′ω + c′′ω)e

−iωθ =

= ω2γω ∗ dS + (c
′

ω + c
′′

ω)e
iωθ + (c′ω + c′′ω)e

−iωθ.Çíîâó îòðèìó¹ìî ρ-ñóáòðèãîíîìåòðè÷íiñòü h i çà Òåîðåìîþ 8.1 ([2, ñ. 96℄) h ¹ ω-òðè-ãîíîìåòðè÷íî îïóêëîþ. ��îçãëÿíåìî ÷àñòêîâèé âèïàäîê, êîëè λ(r) = rρL(r), äå ρ > 0, L(r) � ïîâiëü-íî çìiííà �óíêöiÿ â ñåíñi Êàðàìàòè, òîáòî limr→+∞ L(cr)/L(r) = 1 ðiâíîìiðíî íàêîæíîìó âiäðiçêó 0 < a ≤ c ≤ b < +∞.Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî λ(2r) = O(λ(r)), r → +∞ i κ = ρ (äèâ., íàïðèêëàä,[2, ñ. 116℄). ßêùî �óíêöiÿ f ∈ Λ◦
H , òî ¨¨ iíäèêàòîð h(θ, f) áóäå ρ-òðèãîíîìåòðè÷íîîïóêëîþ �óíêöi¹þ. Îñêiëüêè iñíóâàòèìå lim

r→+∞
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H of holomorphi in C
∗ := C\{0} funtions of ompletely regulargrowth and the notion of growth indiators of suh funtions are introdued. Itis proved that these indiators belong to the Lebesgue lasses Lq[0, 2π], q ≥ 1.Using inverse formulas for the Fourier oe�ients of meromorphi funtions onannuli we prove that the growth indiator of a funtion f ∈ Λ◦

H possesses theproperty of ω-trigonometrial onvexity. It is also shown that the set of zerosof a funtion f ∈ Λ◦
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H ãîëîìîð�íûõ â ïðîêîëîòîé ïëîñêîñòè C
∗ :=

C \ {0} �óíêöèé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà è ïîíÿòèå èíäèêàòîðà òàêèõ�óíêöèé. Äîêàçàíî ïðèíàäëåæíîñòü ýòèõ èíäèêàòîðîâ êëàññàì Lq [0, 2π],
q ≥ 1. Íà îñíîâàíèè îáðàòíûõ �îðìóë äëÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå �óíê-öèé, ìåðîìîð�íûõ â êîëüöå, äîêàçàíî ñâîéñòâî ω-òðèãîíîìåòðè÷åñêîéâûïóêëîñòè èíäèêàòîðà ãîëîìîð�íîé â C

∗ �óíêöèè âïîëíå ðåãóëÿðíîãîðîñòà. À òàêæå óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå óãëîâîé ïëîòíîñòè ìíîæåñòâàíóëåé �óíêöèè f ∈ Λ◦

H íà íåêîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: �óíêöèÿ âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà, èíäèêàòîð ðîñ-òà, òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ âûïóêëîñòü, óãëîâàÿ ïëîòíîñòü, êîý��èöèåíòûÔóðüå, êîý��èöèåíòû Ôóðüå-Ñòèëüòüåñà, ãîëîìîð�íàÿ �óíêöèÿ.


