
ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2011. Âèïóñê 75. Ñ. 106�114Visnyk of the Lviv Univ. Series Meh. Math. 2011. Issue 75. P. 106�114ÓÄÊ 512.536.7ÇÀÍÓ�ÅÍÍß ÒÎÏÎËÎ�I×ÍÈÕ ÏIÂ��ÓÏÂ IÄÅÌÏÎÒÅÍÒÍÎ ÏÎ�ÎÄÆÅÍIÎëåã �ÓÒIÊ, Iðèíà ÔI�ÅËÜËüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1, Ëüâiâ, 79000e-mails: o gutik�franko.lviv.ua, �gel.iryna�gmail.omÎïèñàíî êîíñòðóêöiþ çàíóðåííÿ êîìïàêòíèõ öiëêîì (0-) ïðîñòèõ òîïî-ëîãi÷íèõ ïiâãðóï â iäåìïîòåíòíî ïîðîäæåíi êîìïàêòíi öiëêîì (0-) ïðîñòiòîïîëîãi÷íi ïiâãðóïè.Êëþ÷îâi ñëîâà: òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà, çàíóðåííÿ, ìàòðè÷íà ïiâãðóïà�iñà, ïàðàãðóïà.1. Âñòóï. Âñi ïðîñòîðè ââàæà¹ìî ãàóñäîð�îâèìè. Íàäàëi áóäåìî êîðèñòóâàòè-ñÿ òåðìiíîëîãi¹þ òà ïîçíà÷åííÿìè ç [8, 9, 10, 11, 15, 23℄.Ïiâãðóïîþ íàçèâà¹òüñÿ íåïîðîæíà ìíîæèíà ç çàäàíîþ íà íié áiíàðíîþ àñîöià-òèâíîþ îïåðàöi¹þ.Åëåìåíò e ïiâãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ iäåìïîòåíòîì, ÿêùî ee = e. Ïiäìíîæèíóiäåìïîòåíòiâ ïiâãðóïè S ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç E(S). Íà ìíîæèíi iäåìïîòåíòiâ Eïðèðîäíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:
e 6 f òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ef = fe = e, äëÿ e, f ∈ E.Íåíóëüîâèé iäåìïîòåíò e ïiâãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ ïðèìiòèâíèì, ÿêùî e � ìiíi-ìàëüíèé iäåìïîòåíò ñòîñîâíî ïðèðîäíîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó âèçíà÷åíîãî íà E(S).Ïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ:

• ïðîñòîþ, ÿêùî S íå ìiñòèòü âëàñíèõ äâîñòîðîííiõ iäåàëiâ;
• 0-ïðîñòîþ, ÿêùî S íå ìiñòèòü âiäìiííèõ âiä íóëÿ âëàñíèõ äâîñòîðîííiõ iäåà-ëiâ;
• öiëêîì ïðîñòîþ, ÿêùî S � ïðîñòà i ìiñòèòü ïðèìiòèâíèé iäåìïîòåíò;
• öiëêîì 0�ïðîñòîþ, ÿêùî S � 0-ïðîñòà i ìiñòèòü ïðèìiòèâíèé iäåìïîòåíò.Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïiâãðóïà S ¹ iäåìïîòåíòíî ïîðîäæåíîþ, ÿêùî E(S) 6= ∅i äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà s ïiâãðóïè S iñíóþòü e1, . . . , en ∈ E(S), n ∈ N, òàêi, ùî

s = e1 · . . . · en.Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ:© �óòiê Î., Ôiãåëü I., 2011
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• êîìïàêòíèì, ÿêùî äîâiëüíå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó X ìiñòèòü ñêií-÷åííå ïiäïîêðèòòÿ;
• çëi÷åííî êîìïàêòíèì, ÿêùî äîâiëüíå çëi÷åííå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó
X ìiñòèòü ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ;

• ïñåâäîêîìïàêòíèì, ÿêùî X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé ïðîñòið i êîæíà íåïåðåðâ-íà äiéñíîçíà÷íà �óíêöiÿ íà X ¹ îáìåæåíîþ;
• ñåêâåíöiàëüíî êîìïàêòíèì, ÿêùî êîæíà ïîñëiäîâíiñòü {xn}n∈N â X ìiñòèòüçáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü.�àóñäîð�îâèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið iç çàäàíîþ íà íüîìó íåïåðåðâíîþ ïiâãðó-ïîâîþ îïåðàöi¹þ íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íîþ ïiâãðóïîþ. Òîïîëîãiÿ τ íà ïiâãðóïi Sòàêà, ùî (S, τ) � òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà, íàçèâà¹òüñÿ ïiâãðóïîâîþ òîïîëîãi¹þ íà S.Òîïîëîãi÷íà ãðóïà � öå òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (G, τ) iç çàäàíèìè íà íüîìó íå-ïåðåðâíèìè ãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ òà iíâåðñi¹þ, i â öüîìó âèïàäêó òîïîëîãiÿ τ íà Gíàçèâà¹òüñÿ ãðóïîâîþ.Íåõàé I òà Λ � íåïîðîæíi ìíîæèíè, S � ïiâãðóïà, P = (pλi) � ìàòðèöÿ íàäïiâãðóïîþ S, òîáòî P � öå âiäîáðàæåííÿ ç Λ × I â ïiâãðóïó S. ×åðåç M (I, S,Λ;P )ïîçíà÷èìî ìíîæèíó I × S × Λ ç ïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ

(i1, s1, λ1)(i2, s2, λ2) = (i1, s1pλ1i2s2, λ2).Ïiâãðóïà M (I, S,Λ;P ) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè÷íîþ ïiâãðóïîþ �iñà íàä ïiâãðóïîþ S içñåíäâi÷-ìàòðèöåþ P [10℄. Ñåíäâi÷-ìàòðèöÿ P íàä ãðóïîþ G íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëi-çîâíîþ, ÿêùî iñíóþòü i0 ∈ I òà λ0 ∈ Λ òàêi, ùî pλ0i = pλi0 = e, äå e � îäèíèöÿãðóïè G, äëÿ âñiõ i ∈ I òà λ ∈ Λ. Êîæíà öiëêîì ïðîñòà ïiâãðóïà içîìîð�íà ìàòðè÷-íié ïiâãðóïi �iñà íàä ãðóïîþ G ç íîðìàëiçîâíîþ ñåíäâi÷-ìàòðèöåþ P [26℄. Ñåíäâi÷-ìàòðèöÿ P íàä ãðóïîþ ç íóëåì G0 íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî êîæåí ¨¨ ðÿäîêi êîæåí ¨¨ ñòîâïåöü ìiñòÿòü íåíóëüîâèé åëåìåíò ç G [10℄. Êîæíà öiëêîì 0-ïðîñòàïiâãðóïà içîìîð�íà ìàòðè÷íié ïiâãðóïi �iñà íàä ãðóïîþ ç íóëåì G0 ç ðåãóëÿðíîþñåíäâi÷-ìàòðèöåþ P [26℄.ßêùî I òà Λ � ãàóñäîð�îâi òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, S � òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà, P� íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ç Λ × I ó ïiâãðóïó S, òî M (I, S,Λ;P ) ç òîïîëîãi¹þ äî-áóòêó ¹ òîïîëîãi÷íîþ ïiâãðóïîþ [8℄. Êîæíà ïðîñòà êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà
K òîïîëîãi÷íî içîìîð�íà êîìïàêòíié òîïîëîãi÷íié ïiâãðóïi M (I,G,Λ;P ), ïðîñòið
I ×G×Λ ÿêî¨ íàäiëåíèé òîïîëîãi¹þ äîáóòêó êîìïàêòíèõ ïðîñòîðiâ I, G òà Λ, äå G� ìàêñèìàëüíà ïiäãðóïà â K [29℄.ßêùî S � (òîïîëîãi÷íà) ãðóïà (i I òà Λ � ãàóñäîð�îâi òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè),òî (òîïîëîãi÷íà) ïiâãðóïà M (I, S,Λ;P ) (ç òîïîëîãi¹þ äîáóòêó) íàçèâà¹òüñÿ (òî-ïîëîãi÷íîþ) ïàðàãðóïîþ [8℄.Çàäà÷à çàíóðåííÿ àëãåáðè÷íèõ (òîïîëîãî-àëãåáðè÷íèõ) îá'¹êòiâ ó àëãåáðè÷íi(òîïîëîãî-àëãåáðè÷íi) ç ïåâíèìè âëàñòèâîñòÿìè ¹ îäíi¹þ ç êëþ÷îâèõ â àëãåáði (òî-ïîëîãi÷íié àëãåáði). Ïèòàííÿ ïðî òå, êîëè (òîïîëîãi÷íà) ïiâãðóïà çàíóðþ¹òüñÿ ó(òîïîëîãi÷íó) ïiâãðóïó ç äåÿêèìè íàïåðåä çàäàíèìè âëàñòèâîñòÿìè, äîñëiäæóâàëîáàãàòî àâòîðiâ. Íàïðèêëàä, �. Áðóê ó ïðàöi [7℄ äîâiâ, ùî êîæíà (iíâåðñíà) ïiâãðóïàçàíóðþ¹òüñÿ â ïðîñòó (iíâåðñíó) ïiâãðóïó ç îäèíèöåþ, Ë. Áîêóòü ó [1℄ ïîáóäóâàâêîíñòðóêöiþ çàíóðåííÿ ïiâãðóï ó êîíãðóåíö-ïðîñòi ïiâãðóïè, à �. Ïðåñòîí i Í. �åéëi



108 Îëåã �ÓÒIÊ, Iðèíà ÔI�ÅËÜISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2011. Âèïóñê 75ó [25, 27℄ ïîáóäóâàëè êîíñòðóêöiþ çàíóðåííÿ (iíâåðñíèõ) ïiâãðóï ó áiïðîñòi (iíâåðñ-íi) ïiâãðóïè. Ó [19℄ Äæ. �àói äîâiâ, ùî êîæíà (iíâåðñíà, ðåãóëÿðíà, îðòîäîêñàëüíà)ïiâãðóïà S içîìîð�íî çàíóðþ¹òüñÿ â íiëüïîòåíòíî-ïîðîäæåíó (iíâåðñíó, ðåãóëÿðíó,îðòîäîêñàëüíó) ïiâãðóïó N2(S), ïðè÷îìó iíäåêñ íiëüïîòåíòíîñòi âñiõ íiëüïîòåíòíèõåëåìåíòiâ, ÿêi ïîðîäæóþòü ïiâãðóïó N2(S), äîðiâíþ¹ 2. Î. �óòiê i Þ. Ëiâà÷ ó [4℄óçàãàëüíèëè êîíñòðóêöiþ Äæ. �àói, äîâiâøè, ùî êîæíà (iíâåðñíà, ðåãóëÿðíà, îðòî-äîêñàëüíà) ïiâãðóïà S çàíóðþ¹òüñÿ â íiëüïîòåíòíî-ïîðîäæåíó (iíâåðñíó, ðåãóëÿðíó,îðòîäîêñàëüíó) ïiâãðóïó Nn(S), äå iíäåêñ íiëüïîòåíòíîñòi âñiõ íiëüïîòåíòíèõ åëå-ìåíòiâ, ÿêi ïîðîäæóþòü ïiâãðóïó Nn(S) ìîæå áóòè äîâiëüíèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì
n > 2. Ó [2, 3, 4℄ ïîáóäîâàíî àíàëîãè êîíñòðóêöié Áðóêà, �àói, �óòiêà i Ëiâà÷à äëÿ òî-ïîëîãi÷íèõ ïiâãðóï, à â [16, 17℄ � îïèñàíî êàòåãîðíi âëàñòèâîñòi íiëüïîòåíòíî-ïîðîä-æåíèõ ðîçøèðåíü ïiâãðóï i òîïîëîãi÷íèõ ïiâãðóï, ÿêi íàçèâàþòüñÿ λ0-ðîçøèðåííÿìèÁðàíäòà.Ó ïðàöÿõ [18, 6℄ âïåðøå áóëî äîâåäåíî, ùî êîæíà ïiâãðóïà çàíóðþ¹òüñÿ â iäåì-ïîòåíòíî ïîðîäæåíó ïiâãðóïó. Ô. Ïàñòiéí ñïðîñòèâ êîíñòðóêöi¨ âêëàäåííÿ, âèêëàäå-íi â [18, 6℄ i äîâiâ, ùî êîæíà ïiâãðóïà çàíóðþ¹òüñÿ â ïðîñòó iäåìïîòåíòíî ïîðîäæåíói â áiïðîñòó iäåìïîòåíòíî ïîðîäæåíó ïiâãðóïó, à òàêîæ, ùî êîæíà öiëêîì ïðîñòà ïiâ-ãðóïà çàíóðþ¹òüñÿ â öiëêîì ïðîñòó iäåìïîòåíòíî ïîðîäæåíó ïiâãðóïó [22℄.Ìè îïèñàëè êîíñòðóêöi¨ çàíóðåííÿ êîìïàêòíèõ öiëêîì 0-ïðîñòèõ i êîìïàêòíèõöiëêîì ïðîñòèõ òîïîëîãi÷íèõ ïiâãðóï â iäåìïîòåíòíî ïîðîäæåíi êîìïàêòíi öiëêîì
0-ïðîñòi i êîìïàêòíi öiëêîì ïðîñòi, âiäïîâiäíî, òîïîëîãi÷íi ïiâãðóïè.2. Çàíóðåííÿ öiëêîì ïðîñòèõ òîïîëîãi÷íèõ ïiâãðóï ó öiëêîì ïðîñòiiäåìïîòåíòíî ïîðîäæåíi òîïîëîãi÷íi ïiâãðóïè.Ìè ñêîðèñòà¹ìîñü êîíñòðóêöi¹þ (à òî÷íiøå ¨¨ ìîäè�iêàöi¹þ, ÿêà ïðèñòîñîâàíàäî íàøèõ ïîòðåá) çàíóðåííÿ öiëêîì ïðîñòèõ ïiâãðóï ó öiëêîì ïðîñòi iäåìïîòåíòíîïîðîäæåíi ïiâãðóïè, ÿêà âèêëàäåíà â [24, � III.2℄ i [22℄.Êîíñòðóêöiÿ 1. Íåõàé öiëêîì ïðîñòà òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà S òîïîëîãi÷íî içîìîð�-íà ìàòðè÷íié ïiâãðóïi �iñà M (I,G,Λ;P ), ïðîñòið ¹ äîáóòêîì I×G×Λ ãàóñäîð�îâèõòîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ I,G òà Λ, äåG � ìàêñèìàëüíà ïiäãðóïà â ïiâãðóïi S, ïðè÷îìó
I∩G = ∅ i Λ∩G = ∅. Îñêiëüêè çà òåîðåìîþ III.2.6 ç [24℄ ìàòðèöÿ P ¹ íîðìàëiçîâíîþ,òî äëÿ äåÿêèõ i0 ∈ I òà λ0 ∈ Λ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà pλ0i = pλi0 = e, äå e � îäèíèöÿãðóïè G, äëÿ âñiõ i ∈ I òà λ ∈ Λ. Íåõàé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið J ¹ òîïîëîãi÷íîþñóìîþ ïðîñòîðiâ I òà G, à òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Υ ¹ òîïîëîãi÷íîþ ñóìîþ ïðîñòîðiâ
Λ òà G. Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Q : Υ × J → G (ñåíäâi÷-ìàòðèöþ Q = (qλi)) çà�îðìóëîþ

Q(λ, i) =















P (λ, i), ÿêùî λ ∈ Λ òà i ∈ I;
e, ÿêùî λ ∈ G òà i ∈ I;
e, ÿêùî λ ∈ Λ òà i ∈ G;

g−1
1 · g2 · g

−1
1 , ÿêùî λ = g1 ∈ G òà i = g2 ∈ G.Òîäi âèêîíó¹òüñÿ óìîâà: qλ0i = qλi0 = e, äëÿ âñiõ i ∈ J òà λ ∈ Υ, à îòæå, ñåíä-âi÷-ìàòðèöÿ Q ¹ íîðìàëiçîâíîþ. Îòîæ, çà òåîðåìîþ �iñà (äèâ. [24, òåîðåìà III.2.6℄)ìàòðè÷íà ïiâãðóïà �iñà T = M (J,G,Υ;Q) íàä ãðóïîþ G ç òîïîëîãi¹þ äîáóòêó ¹öiëêîì ïðîñòîþ ïiâãðóïîþ, i î÷åâèäíî, ùî ïiâãðóïà S òîïîëîãi÷íî içîìîð�íà ïiäïiâ-ãðóïi ç T . Äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ J òà λ ∈ Υ åëåìåíòè (i, e, λ0) i (i0, e, λ) ¹ iäåìïîòåíòàìè



ÇÀÍÓ�ÅÍÍß ÒÎÏÎËÎ�I×ÍÈÕ ÏIÂ��ÓÏ Ó IÄÅÌÏÎÒÅÍÒÍÎ ...ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2011. Âèïóñê 75 109ïiâãðóïè T . Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî åëåìåíò (g, g, g) ¹ iäåìïîòåíòîì ïiâãðóïè T äëÿäîâiëüíîãî åëåìåíòà g ãðóïè G, îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà (i, g, λ) ïiâãðóïè
T îòðèìà¹ìî, ùî

(i, e, λ0)(g, g, g)(i0, e, λ) = (i, e · qλ0g · g · qgi0 · e, λ) = (i, g, λ),òî ïiâãðóïà T � iäåìïîòåíòíî ïîðîäæåíà.Ç òâåðäæåííÿ 2.2.6 [15℄ âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿQ : Υ×J → G ¹ íåïåðåðâíèìòîäi i ëèøå òîäi, êîëè ìàêñèìàëüíà ïiäãðóïà G â S ¹ òîïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ.Îòæå, ìè äîâåëè òåîðåìó.Òåîðåìà 1. Êîæíà òîïîëîãi÷íà ïàðàãðóïà òîïîëîãi÷íî içîìîð�íî çàíóðþ¹òüñÿ âiäåìïîòåíòíî ïîðîäæåíó òîïîëîãi÷íó ïàðàãðóïó.Çà òåîðåìîþ Óîëëåñà (äèâ. [29℄) êîæíà êîìïàêòíà ïðîñòà òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïàòîïîëîãi÷íî içîìîð�íà êîìïàêòíié òîïîëîãi÷íié ïàðàãðóïi M (I,G,Λ;P ). Îñêiëüêèñêií÷åííèé äîáóòîê êîìïàêòíèõ ïðîñòîðiâ i ñêií÷åííà òîïîëîãi÷íà ñóìà êîìïàêòíèõïðîñòîðiâ ¹ êîìïàêòíèìè ïðîñòîðàìè (äèâ. [15, òåîðåìè 3.2.3 i 3.2.4℄), òî ç êîíñòðóê-öi¨ 1 âèïëèâà¹ òåîðåìà.Òåîðåìà 2. Êîæíà ïðîñòà êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà òîïîëîãi÷íî içî-ìîð�íî çàíóðþ¹òüñÿ â iäåìïîòåíòíî ïîðîäæåíó ïðîñòó êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íóïiâãðóïó.Ó [5℄ äîâåäåíî, ùî ïðîñòà òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà S òîïîëîãi÷íî içîìîð�íà òîïî-ëîãi÷íié ïàðàãðóïi, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:(1) ïiâãðóïà S ¹ öiëêîì ïðîñòîþ i âñi ìàêñèìàëüíi ïiäãðóïè â S ¹ òîïîëîãi÷íèìèãðóïàìè [5, òåîðåìà 1℄;(2) ïiâãðóïà S ìiñòèòü iäåìïîòåíò i ¨¨ êâàäðàò S × S � çëi÷åííî êîìïàêòíèéïðîñòið [5, òåîðåìà 10℄;(3) ïiâãðóïà S ìiñòèòü iäåìïîòåíò i ¨¨ êâàäðàò S×S � ïñåâäîêîìïàêòíèé ïðîñòið[5, òåîðåìà 11℄;(4) ïiâãðóïà S öiëêîì ïðîñòà i ïðîñòið ¨¨ ¹ ïñåâäîêîìïàêòíèì [5, òåîðåìà 12℄;(5) ïiâãðóïà S ¹ ðåãóëÿðíèì ñåêâåíöiàëüíî êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì [5, òåîðå-ìà 13℄.Òåîðåìà 3. Êîæíà ïðîñòà òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà S òàêà, ùî ìiñòèòü iäåìïî-òåíò, ¨¨ êâàäðàò S × S òà êóá ¨¨ ìàêñèìàëüíî¨ ïiäãðóïè ¹ çëi÷åííî êîìïàêòíèìèïðîñòîðàìè, òîïîëîãi÷íî içîìîð�íî çàíóðþ¹òüñÿ â iäåìïîòåíòíî ïîðîäæåíó (öië-êîì) ïðîñòó çëi÷åííî êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó ïiâãðóïó.Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïðîñòið S×S çëi÷åííî êîìïàêòíèé, òî çà òåîðåìîþ 10 ç [5℄ òî-ïîëîãi÷íà ïiâãðóïà ¹ òîïîëîãi÷íîþ ïàðàãðóïîþ M (I,G,Λ;P ). Çàñòîñóâàâøè êîíñò-ðóêöiþ 1 äî òîïîëîãi÷íî¨ ïàðàãðóïè M (I,G,Λ;P ), îòðèìó¹ìî, ùî íàì äîñòàòíüîäîâåñòè, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ïiâãðóïè M (J,G,Υ;Q) ¹ çëi÷åííî êîìïàêòíèé.Îñêiëüêè ïðîåêöi¨
prI×G×Λ : (I ×G× Λ)2 → I ×G× Λ, prG×G×Λ : (I ×G× Λ)2 → G×G× Λi prI×G×G : (I ×G× Λ)2 → I ×G×G ¹ íåïåðåðâíèìè âiäîáðàæåííÿìè, òî çà òåîðå-ìîþ 3.10.5 ç [15℄ ïðîñòîðè I×G×Λ, G×G×Λ i I×G×G çëi÷åííî êîìïàêòíi, îñêiëüêè



110 Îëåã �ÓÒIÊ, Iðèíà ÔI�ÅËÜISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2011. Âèïóñê 75ç ïðèïóùåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî ïðîñòið G ×G×G ¹ çëi÷åííî êîìïàêòíèì, òîçà òåîðåìîþ 3.10.10 ç [15℄ ïðîñòið M (J,G,Υ;Q) çëi÷åííî êîìïàêòíèé. �Ç òåîðåìè 3 âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê.Íàñëiäîê 1. Êîæíà öiëêîì ïðîñòà òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà S çi çëi÷åííî êîìïàêò-íèìè êâàäðàòîì S × S òà êóáîì ¨¨ ìàêñèìàëüíî¨ ïiäãðóïè òîïîëîãi÷íî içîìîð�íîçàíóðþ¹òüñÿ â iäåìïîòåíòíî ïîðîäæåíó öiëêîì ïðîñòó çëi÷åííî êîìïàêòíó òî-ïîëîãi÷íó ïiâãðóïó.Òåîðåìà 4. Êîæíà ïðîñòà òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà S, ùî ìiñòèòü iäåìïîòåíò i ¨¨êóá S×S×S ¹ çëi÷åííî êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì òîïîëîãi÷íî içîìîð�íî çàíóðþ¹òü-ñÿ â iäåìïîòåíòíî ïîðîäæåíó (öiëêîì) ïðîñòó çëi÷åííî êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íóïiâãðóïó.Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïðîñòið S × S × S çëi÷åííî êîìïàêòíèé, òî ç íåïåðåðâíîñòiïðîåêöi¨ prS×S : S×S×S → S×S âèïëèâà¹, ùî êâàäðàò S×S çëi÷åííî êîìïàêòíèéïðîñòið, òîäi çà òåîðåìîþ 10 ç [5℄ òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà ¹ òîïîëîãi÷íîþ ïàðàãðóïîþ
M (I,G,Λ;P ). Ç òîãî, ùî ïðîåêöiÿ prG×G×G : (I×G×Λ)3 → G×G×G ¹ íåïåðåðâíèìâiäîáðàæåííÿì, âèïëèâà¹, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið G×G×G çëi÷åííî êîìïàêòíèé,à îòæå, âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ òåîðåìè 3. �Ç òåîðåìè 4 âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê.Íàñëiäîê 2. Êîæíà öiëêîì ïðîñòà òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà S çi çëi÷åííî êîìïàêò-íèì êóáîì S × S × S òîïîëîãi÷íî içîìîð�íî çàíóðþ¹òüñÿ â iäåìïîòåíòíî ïîðîä-æåíó öiëêîì ïðîñòó çëi÷åííî êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó ïiâãðóïó.Çàóâàæåííÿ 1. Çàóâàæèìî, ùî ó ðàçi âèêîðèñòàííÿ êîíñòðóêöi¨ 1 òîïîëîãi÷íîãîçàíóðåííÿ öiëêîì ïðîñòèõ òîïîëîãi÷íèõ ïiâãðóï â iäåìïîòåíòíî ïîðîäæåíi öiëêîìïðîñòi òîïîëîãi÷íi ïiâãðóïè, íå ìîæíà ïîñëàáèòè óìîâè, âèêëàäåíi ó òåîðåìàõ 3 i 4òà íàñëiäêàõ 1 i 2, îñêiëüêè ïðè ïåâíîìó òåîðåòèêî-ìíîæèííîìó ïðèïóùåííi (à ñàìåâ ïðèïóùåííi MAountable) äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k iñíó¹ òîïîëîãi÷íàãðóïà G òàêà, ùî Gk çëi÷åííî êîìïàêòíèé ïðîñòið, à Gk+1 � íi [28℄.Òåîðåìà 5. Êîæíà ïðîñòà òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà S, ùî ìiñòèòü iäåìïîòåíò i ¨¨êâàäðàò S×S ¹ ïñåâäîêîìïàêòíèì ïðîñòîðîì, òîïîëîãi÷íî içîìîð�íî çàíóðþ¹òü-ñÿ â iäåìïîòåíòíî ïîðîäæåíó (öiëêîì) ïðîñòó ïñåâäîêîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó ïiâ-ãðóïó.Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïðîñòið S × S ¹ ïñåâäîêîìïàêòíèì, òî çà òåîðåìîþ 11 ç [5℄òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà ¹ òîïîëîãi÷íîþ ïàðàãðóïîþ M (I,G,Λ;P ). Ç êîíñòðóêöi¨ 1 âèï-ëèâà¹ òàêå: äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ïiâãðóïè M (J,G,Υ;Q) ¹ïñåâäîêîìïàêòíèì. Îñêiëüêè ïðîåêöi¨

prI×G×Λ : (I ×G× Λ)2 → I ×G× Λ, prG×G×Λ : (I ×G× Λ)2 → G×G× Λi prI×G×G : (I ×G× Λ)2 → I ×G×G ¹ íåïåðåðâíèìè âiäîáðàæåííÿìè, òî çà òåîðå-ìîþ 3.10.24 ç [15℄ ïðîñòîðè I×G×Λ, G×G×Λ i I×G×G ïñåâäîêîìïàêòíi, îñêiëüêèâîíè öiëêîì ðåãóëÿðíi. Çà òåîðåìîþ Êîì�îðòà-�îññà (äèâ. [12, òåîðåìà 1.4℄) äîâiëü-íèé äîáóòîê ïñåâäîêîìïàêòíèõ òîïîëîãi÷íèõ ãðóï ¹ ïñåâäîêîìïàêòíèì ïðîñòîðîì,



ÇÀÍÓ�ÅÍÍß ÒÎÏÎËÎ�I×ÍÈÕ ÏIÂ��ÓÏ Ó IÄÅÌÏÎÒÅÍÒÍÎ ...ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2011. Âèïóñê 75 111à îòæå, ïðîñòið G ×G ×G ïñåâäîêîìïàêòíèé. Äàëi, âèêîðèñòàâøè òåîðåìó 3.10.25ç [15℄, îòðèìó¹ìî, ùî ïðîñòið M (J,G,Υ;Q) ïñåâäîêîìïàêòíèé. �Ç òåîðåìè 5 âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê.Íàñëiäîê 3. Êîæíà öiëêîì ïðîñòà òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà S ç ïñåâäîêîìïàêòíèìêâàäðàòîì S × S òîïîëîãi÷íî içîìîð�íî çàíóðþ¹òüñÿ â iäåìïîòåíòíî ïîðîäæåíóöiëêîì ïðîñòó ïñåâäîêîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó ïiâãðóïó.Òåîðåìà 6. Êîæíà ïðîñòà ñåêâåíöiàëüíî êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà S,ïðîñòið ÿêî¨ ¹ ðåãóëÿðíèì, òîïîëîãi÷íî içîìîð�íî çàíóðþ¹òüñÿ â iäåìïîòåíòíîïîðîäæåíó (öiëêîì) ïðîñòó ñåêâåíöiàëüíî êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó ïiâãðóïó.Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïðîñòið ïiâãðóïè S ñåêâåíöiàëüíî êîìïàêòíèé, òî çà òåîðå-ìîþ 13 ç [5℄ òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà ¹ òîïîëîãi÷íîþ ïàðàãðóïîþ M (I,G,Λ;P ). Ç êîíñò-ðóêöi¨ 1 âèïëèâà¹, ùî íàì äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïðîñòið ïiâãðóïè M (J,G,Υ;Q) ¹ñåêâåíöiàëüíî êîìïàêòíèì. Îñêiëüêè ïðîåêöi¨ prI : I×G×Λ → I, prG : I×G×Λ → Gi prΛ : I ×G× Λ → Λ ¹ íåïåðåðâíèìè âiäîáðàæåííÿìè, òî çà òåîðåìîþ 3.10.32 ç [15℄ïðîñòîðè I, G i Λ ñåêâåíöiàëüíî êîìïàêòíi, à îòæå, çà òåîðåìîþ 3.10.34 ç [15℄ ïðîñòið
M (J,G,Υ;Q) ñåêâåíöiàëüíî êîìïàêòíèé. �Çà òåîðåìîþ Äîááiíñà-Îóåíà (äèâ. [13, òåîðåìà 1.6℄ i [20, òåîðåìà 3.2℄) êîæíàöiëêîì ïðîñòà ëîêàëüíî êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà S òîïîëîãi÷íî içîìîð�-íà òîïîëîãi÷íié ïàðàãðóïi M (I,G,Λ;P ). Îñêiëüêè çàìêíåíèé ïiäïðîñòið ëîêàëüíîêîìïàêòíîãî ïðîñòîðó ëîêàëüíî êîìïàêòíèé (äèâ. [15, òåîðåìà 3.3.8℄), òî ç êîíñò-ðóêöi¨ 1, çàñòîñîâàíî¨ äî ïiâãðóïè M (I,G,Λ;P ), âèïëèâà¹, ùî I, Λ i G � ëîêàëüíîêîìïàêòíi ïðîñòîðè, à îòæå, çà òåîðåìàìè 3.3.12 i 3.3.13 ç [15℄ òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
M (J,G,Υ;Q) ëîêàëüíî êîìïàêòíèé. Òîáòî âèêîíó¹òüñÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 7. Êîæíà öiëêîì ïðîñòà ëîêàëüíî êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà Sòîïîëîãi÷íî içîìîð�íî çàíóðþ¹òüñÿ â iäåìïîòåíòíî ïîðîäæåíó öiëêîì ïðîñòóëîêàëüíî êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó ïiâãðóïó.3. Çàíóðåííÿ öiëêîì 0-ïðîñòèõ òîïîëîãi÷íèõ ïiâãðóï ó öiëêîì 0-ïðîñòiiäåìïîòåíòíî ïîðîäæåíi òîïîëîãi÷íi ïiâãðóïè.Êîíñòðóêöiÿ 2. Íåõàé öiëêîì 0-ïðîñòà ïiâãðóïà S içîìîð�íà ìàòðè÷íié ïiâãðó-ïi �iñà M 0(I,G,Λ;P ) íàä ãðóïîþ ç íóëåì G0 = G ∪ {0} òà ðåãóëÿðíîþ ñåíäâi÷-ìàòðèöåþ P òàêi, ùî I ∩G0 = ∅ i Λ∩G0 = ∅. Íåõàé i0 /∈ I ∪G0 i λ0 /∈ Λ∪G0. Íåõàé
e � îäèíèöÿ ãðóïè G, J0 = I ∪ {i0} ∪G i Υ0 = Λ∪ {λ0} ∪G. Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ
Q : Υ0 × J0 → G0 çà �îðìóëîþ:

Q(λ, i) =























P (λ, i), ÿêùî λ ∈ Λ òà i ∈ I;
e, ÿêùî λ = λ0 àáî i = i0;
e, ÿêùî λ ∈ G òà i ∈ I;
e, ÿêùî λ ∈ Λ òà i ∈ G;

g−1
1 · g2 · g

−1
1 , ÿêùî λ = g1 ∈ G òà i = g2 ∈ G.Î÷åâèäíî, ùî ñåíäâi÷-ìàòðèöÿ Q ¹ ðåãóëÿðíîþ. Îòæå, çà òåîðåìîþ �iñà (äèâ. [10,òåîðåìà 3.5℄) ìàòðè÷íà ïiâãðóïà �iñà T = M 0(J0, G,Υ0;Q) íàä ãðóïîþ ç íóëåì

G0 öiëêîì 0-ïðîñòà ïiâãðóïà, i î÷åâèäíî, ùî ïiâãðóïà S ¹ ïiäïiâãðóïîþ â T . Äëÿ



112 Îëåã �ÓÒIÊ, Iðèíà ÔI�ÅËÜISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2011. Âèïóñê 75äîâiëüíèõ i ∈ J0 òà λ ∈ Υ0 åëåìåíòè (i, e, λ0) i (i0, e, λ) ¹ iäåìïîòåíòàìè ïiâãðóïè
T . Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî åëåìåíò (g, g, g) ¹ iäåìïîòåíòîì ïiâãðóïè T äëÿ äîâiëüíîãîåëåìåíòà g ãðóïèG, îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà (i, g, λ) ïiâãðóïè T îòðèìà¹ìî,ùî

(i, e, λ0)(g, g, g)(i0, e, λ) = (i, e · qλ0g · g · qgi0 · e, λ) = (i, g, λ),òî ïiâãðóïà T iäåìïîòåíòíî ïîðîäæåíà.Îòîæ, ìè äîâåëè òåîðåìó.Òåîðåìà 8. Êîæíà öiëêîì 0-ïðîñòà ïiâãðóïà içîìîð�íî çàíóðþ¹òüñÿ â öiëêîì
0-ïðîñòó iäåìïîòåíòíî ïîðîäæåíó ïiâãðóïó.Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî òîïîëîãi÷íà ìàòðè÷íà ïiâãðóïà �iñà M 0(I,G,Λ;P ) íàäãðóïîþ ç íóëåì G0 ç ðåãóëÿðíîþ ñåíäâi÷-ìàòðèöåþ P ¹ òîïîëîãi÷íîþ 0-ïàðàãðó-ïîþ, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(i) òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið M 0(I,G,Λ;P )\{0} ¹ äîáóòêîì I×G×Λ ãàóñäîð�îâèõòîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ I, G òà Λ, äå G � ìàêñèìàëüíà ïiäãðóïà ïiâãðóïè
M 0(I,G,Λ;P ) i G 6= {0};

(ii) ìàêñèìàëüíà ïiäãðóïà G â M 0(I,G,Λ;P ) \ {0} ¹ òîïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ;
(iii) âiäîáðàæåííÿ P : Λ × I → G0 ¹ íåïåðåðâíèì.Òåîðåìà 9. Êîæíà òîïîëîãi÷íà 0-ïàðàãðóïà òîïîëîãi÷íî içîìîð�íî çàíóðþ¹òüñÿâ iäåìïîòåíòíî ïîðîäæåíó òîïîëîãi÷íó 0-ïàðàãðóïó.Äîâåäåííÿ. Íåõàé òîïîëîãi÷íà 0-ïàðàãðóïà S ¹ òîïîëîãi÷íîþ ìàòðè÷íîþ ïiâãðó-ïîþ �iñà M 0(I,G,Λ;P ) íàä ãðóïîþ ç íóëåì G0 ç ðåãóëÿðíîþ ñåíäâi÷-ìàòðèöåþ P i

M 0(I,G,Λ;P ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (i)− (iii). Íåõàé:à) e � îäèíèöÿ ãðóïè G;á) J0 � òîïîëîãi÷íà ñóìà ïðîñòîðiâ I, G òà içîëüîâàíî¨ òî÷êè i0;â) Υ0 � òîïîëîãi÷íà ñóìà ïðîñòîðiâ Λ, G òà içîëüîâàíî¨ òî÷êè λ0.Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ P : Λ × I → G0 ¹ íåïåðåðâíèì i ìàêñèìàëüíà ïiäãðóïà Gâ M 0(I,G,Λ;P ) \ {0} ¹ òîïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ, òî ç òâåðäæåííÿ 2.2.6 [15℄ âèïëèâà¹,ùî âiäîáðàæåííÿ Q : Υ0 × J0 → G0 ¹ íåïåðåðâíèì. Îçíà÷èìî òîïîëîãiþ íà ïiâãðóïi
M 0(J0, G,Υ0;Q) òàê: òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið M 0(J0, G,Υ0;Q) ¹ òîïîëîãi÷íîþ ñóìîþïðîñòîðiâ M 0(I,G,Λ;P ), I×G×G, I×G×{λ0}, G×G×Λ, G×G×G, G×G×{λ0},
{i0}×G×Λ, {i0}×G×G i {i0}×G×{λ0}. Òîäi ïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ â M 0(J0, G,Υ0;Q)íåïåðåðâíà i öÿ ïiâãðóïà ¹ òîïîëîãi÷íîþ 0-ïàðàãðóïîþ. �Òåîðåìà 10. Êîæíà 0-ïðîñòà êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà òîïîëîãi÷íî içî-ìîð�íî çàíóðþ¹òüñÿ â iäåìïîòåíòíî ïîðîäæåíó 0-ïðîñòó êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íóïiâãðóïó.Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ Ïààëìàí-äå-Ìiðàíäè (äèâ. [21, òåîðåìà 2.3.9℄) êîæíà
0-ïðîñòà êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà ïiâãðóïà òîïîëîãi÷íî içîìîð�íà êîìïàêòíié òî-ïîëîãi÷íié 0-ïàðàãðóïi �iñà M 0(I,G,Λ;P ) íàä êîìïàêòíîþ ãðóïîþ ç íóëåì G0,ïðè÷îìó òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè I i Λ êîìïàêòíi, à íóëü ïiâãðóïè M 0(I,G,Λ;P ) ¹içîëüîâàíîþ òî÷êîþ. Òîäi çà òåîðåìàìè 3.2.3 i 3.2.4 ç [15℄ òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
M 0(J0, G,Υ0;Q) êîìïàêòíèé, i òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç êîíñòðóêöi¨ 2. �
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