
ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2011. Âèïóñê 75. Ñ. 158�169Visnyk of the Lviv Univ. Series Meh. Math. 2011. Issue 75. P. 158�169ÓÄÊ 517.988.63�ÎÇÂ'ßÇÍIÑÒÜ ÏIÂËIÍIÉÍÎ� ÏÀ�ÀÁÎËI×ÍÎ�ÇÀÄÀ×I ÊÎØI, ÇÁÓ�ÅÍÎ� ÍÀ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÈÕIÍÒÅ�ÏÎËßÖIÉÍÈÕ ØÊÀËÀÕÀíäðié ËÎÏÓØÀÍÑÜÊÈÉIíñòèòóò ìàòåìàòèêè, �ÿøiâñüêèé óíiâåðñèòåò,àë. �åéòàíà, 16 A, �ÿøiâ, 35-959e-mail: alopushanskyj�gmail.omÇíàéäåíî íîâi äîñòàòíi óìîâè êëàñè÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i Êîøi äëÿïiâëiíiéíîãî àáñòðàêòíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ, çáóðåíîãî â êîìïëåêñ-íié iíòåðïîëÿöiéíié øêàëi, òà äîñòàòíi óìîâè êëàñè÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi íîð-ìàëüíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ïiâëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, çáóðåíèõïñåâäîäè�åðåíöiàëüíèìè äîäàíêàìè. Ïîáóäîâàíî íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâçáóðåíèõ çàäà÷ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷ iç íåçáóðåíèì îïåðàòîðîì.Êëþ÷îâi ñëîâà: ïiâëiíiéíi ïàðàáîëi÷íi ðiâíÿííÿ, çáóðåííÿ íà iíòåðïî-ëÿöiéíèõ øêàëàõ.1. Âñòóï. Òåîðiÿ àáñòðàêòíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ïîäàíà ó ïðàöÿõ Àììà-íà Õ. [1℄, Ëóíàðäi À. [2℄, Õåíði Ä. [3℄. Â [4℄ òà [5℄ çíàéäåíî äâi óìîâè êëàñè÷-íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i Êîøi äëÿ ëiíiéíîãî àáñòðàêòíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ
dv(t)/dt = Av(t)+f(t), t ∈ (0, T ] ç ìiíiìàëüíèìè ïðèïóùåííÿìè ùîäî íåîäíîðiäíîãîäîäàíêà f ïðè çàäàíîìó îïåðàòîði A, ÿêèé íå çàëåæèòü âiä çìiííî¨ t òà ¹ íåîáìåæå-íèì çàìêíåíèì ñåêòîðiàëüíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì âiä'¹ìíîãî òèïó â äåÿêîìó êîìï-ëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði V0 iç ùiëüíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D(A) := V1 ⊂ V0.Ó öüîìó ðàçi íà V1 çàäàíî áóäü-ÿêó íîðìó ‖ · ‖V1

, åêâiâàëåíòíó íîðìi ãðà�iêà îïå-ðàòîðà A, òîáòî ïðîñòið V1 áàíàõiâ, à âêëàäåííÿ E10 : V1 # V0 íåïåðåðâíå.×àñòêîâèé âèïàäîê çàäà÷i îäåðæèìî, êîëè A ¹ ðåãóëÿðíèì åëiïòè÷íèì îïåðà-òîðîì ó �óíêöiéíîìó ïðîñòîði V0 = Lp(Ω) íàä îáìåæåíîþ îáëàñòþ Ω ⊂ Rn, ÿêèéçàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ïàðàáîëi÷íîñòi Àãìîíà. Ó öüîìó âèïàäêó âiäïîâiäíà íåçáóðåíàçàäà÷à Êîøi áóäå êðàéîâîþ çàäà÷åþ äëÿ íåîäíîðiäíîãî äè�åðåíöiàëüíîãî ïàðàáî-ëi÷íîãî ðiâíÿííÿ. Çàçíà÷èìî, ùî äîñëiäæóâàíi äàëi ðiâíÿííÿ çàäà÷i çi çáóðåíèìîïåðàòîðîì çàãàëîì ìîæóòü âæå íå áóòè äè�åðåíöiàëüíèìè.Ìè îäåðæàëè äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i Êîøi äëÿ çáóðåíîãî â êîìï-ëåêñíié iíòåðïîëÿöiéíié øêàëi, àñîöiéîâàíié ç îïåðàòîðîì çàäà÷i, ïiâëiíiéíîãî àáñò-ðàêòíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ. �åçóëüòàòè ïðîiëþñòðîâàíî ó âèïàäêó îïåðàòîðà© Ëîïóøàíñüêèé À., 2011
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A, ïîðîäæåíîãî ðåãóëÿðíîþ åëiïòè÷íîþ êðàéîâîþ çàäà÷åþ i çáóðåíî¨ ïñåâäîäè�å-ðåíöiàëüíèìè äîäàíêàìè.2. Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ òà äîïîìiæíi ëåìè. Íåõàé lω =

{

reiω : r > 0
} �ïðîìiíü iç çàäàíèì êóòîì ω ∈ [0, 2π]. Çà�iêñó¹ìî äåÿêèé êóò ω0 ∈ (π/2, π) i çiñòàâèìîéîìó â êîìïëåêñíié ïëîùèíi C çàìêíåíèé ñåêòîð ç âèêîëîòîþ òî÷êîþ {0} i éîãîçàìèêàííÿ, âiäïîâiäíî Λ0 = ∪{lω : ω ∈ [−ω0, ω0]} i Λ = Λ0 ∪ {0}. Íåõàé çàäàíà ïàðàáàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ (V0, ‖ · ‖0) òà (V1, ‖ · ‖1) íàä ïîëåì C ç íåïåðåðâíèì òà ùiëüíèìâêëàäåííÿì E10 : V1 # V0. �îçãëÿíåìî êëàñ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ âiä'¹ìíîãîòèïó

A =

{

A ∈ L (V1;V0) : sup
λ∈Λ

∥

∥

∥
(λE10 −A)−1

∥

∥

∥

L (V0;V1)
= K(A) < ∞

}

,äå ñòàëà K(A) çàëåæèòü òiëüêè âiä A. Äàëi áóäåìî äîñëiäæóâàòè ïiâëiíiéíó àáñò-ðàêòíó ïàðàáîëi÷íó çàäà÷ó Êîøi âèãëÿäó






dv(t)

dt
= (A+X)v(t) + g0

(

t, v(t)
)

, t ∈ (0, T ]

v(0) = g ∈ V1,

(1)äå çáóðþâàëüíèé îïåðàòîð X ¹ ëiíiéíèì i íåîáìåæåíèì ó âèõiäíîìó ïðîñòîði V0,à äëÿ éîãî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ D(X) âèêîíóþòüñÿ âêëàäåííÿ V1 # D(X) # V0,�óíêöiÿ g0 âèçíà÷åíà íà [0, T ]× V1.�îçãëÿäàþòüñÿ ëèøå òàêi çáóðþâàëüíi îïåðàòîðè X , äëÿ ÿêèõ ñóìà A +X çà-ëèøà¹òüñÿ ñåêòîðiàëüíèì îïåðàòîðîì íàä âèõiäíèì ïðîñòîðîì V0, òîáòî äëÿ ÿêèõçàäà÷à (1) çàëèøà¹òüñÿ ïàðàáîëi÷íîþ. Òîäi ó âèïàäêó ëiíiéíî¨ íåîäíîðiäíî¨ íåçáóðå-íî¨ çàäà÷i (òîáòî, ïðè f(t) çàìiñòü g0 (t, v(t))), âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä âàðiàöi¨ ñòàëèõ,ðîçâ'ÿçîê êëàñó
C ([0, T ];V1) ∩ C1 ([0, T ];V0) (2)ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

v(t) = etAg +

t
∫

0

e(t−τ)Af(τ) dτ, (3)äå etA � ïiâãðóïà, ïîðîäæåíà îïåðàòîðîì A (âiäîìî [9℄, ùî âîíà ðiâíîìiðíî îáìåæåíàòà ñèëüíî íåïåðåðâíà ïðè t ≥ 0 íàä êîæíèì iç ïðîñòîðiâ V0, V1).Áåç äîäàòêîâèõ ïðèïóùåíü ùîäî ïðàâî¨ ÷àñòèíè f íå êîæíà �óíêöiÿ âèãëÿ-äó (3) ¹ ðîçâ'çêîì êëàñó (2) íåçáóðåíî¨ çàäà÷i. Òàêèìè ïðèïóùåííÿìè ùîäî f , ÿêâiäîìî, ìîæóòü áóòè óìîâà �åëüäåðà àáî çíà÷íî ñëàáøà óìîâà Äà Ïðàòî i �ðiñâàðäà[4℄ âèãëÿäó f ∈ C ([0, T ]; Iϑ(V )), äå Iϑ(V ) ¹ äîâiëüíèé ïðîñòið, ïîðîäæåíèé íåïåðåðâ-íèì ìåòîäîì iíòåðïîëÿöi¨ áàíàõîâî¨ ïàðè V = {V0;V1}. Ó [5℄ çíàéäåíî óìîâó òèïóÄà Ïðàòî i �ðiñâàðäà ó âèïàäêó êîìïëåêñíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ øêàëè, à ñàìå:
f ∈ C ([0, T ];Vϑ) , (0 < ϑ ≤ 1) , (4)äå Vϑ := D(−J)ϑ ¹ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ äðîáîâîãî ñòåïåíÿ (−J)ϑ äîâiëüíîãî ñåê-òîðiàëüíîãî îïåðàòîðà âiä'¹ìíîãî òèïó J : V1 7−→ V0 ç íå ìåíøîþ ñåêòîðiàëüíîþîáëàñòþ, íiæ çàäàíèé îïåðàòîð A. Âàðòî çàóâàæèòè, ùî òàêèé âèáið êîìïëåêñíî¨øêàëè äà¹ ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i.
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A+X |V1

∈ A, Λ ⊂ ̺(A) ∩ ̺(A+X),äå ̺(·) ïîçíà÷à¹ ðåçîëüâåíòíó ìíîæèíó ëiíiéíîãî îïåðàòîðà. Ó öüîìó ðàçi
‖R(λ,A+X)‖L (V0) ≤ 2‖R(λ,A)‖L (V0), ∀ λ ∈ Λ,äå R(λ,A) = E10 (λE10 −A)

−1.Äîâåäåííÿ. Ó òâåðäæåííi 2 iç [6℄ äîâåäåíî îöiíêó: iñíó¹ òàêà äîäàòíà ñòàëà
C′′ > 0, ùî

∥

∥

∥

∥

(

λE10 −
A

s

)−1
∥

∥

∥

∥

L (V0;Vϑ)

≤
C′′sϑ

λ1−ϑ
∀ λ ∈ Λ \ {0}, ∀ s > 0.Çâiäñè ‖(λE10 − A)−1‖L (V0;Vϑ) ≤ C′′/a1−ϑ, à âèáèðàþ÷è a = 1−ϑ

√

2C′′‖X‖L (Vϑ;V1) ,îäåðæó¹ìî
∥

∥X(λE10 −A)−1
∥

∥

L (V0)
≤ ‖X‖L (Vϑ;V0)

∥

∥(λE10 −A)−1
∥

∥

L (V0;Vϑ)
≤

1

2
.Òîäi ó áàíàõîâié îáìåæåíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ àëãåáði L (V0) çáiãà¹òüñÿ ðÿä

[

E00 −XE1ϑ(λE10 −A)−1
]−1

=
∞
∑

k=1

[

XE1ϑ(λE10 −A)−1
]ki ∥∥[E00 −XE1ϑ(λE10 −A)−1

]−1∥
∥

L (V0)
≤ 2 äëÿ âñiõ λ ∈ Λ, äå E1ϑ : V1 # Vϑ ïîçíà÷à¹òîòîæíå âêëàäåííÿ. Çâiäñè òà ç ðåçîëüâåíòíî¨ òîòîæíîñòi âèãëÿäó

(λE10 −A−XE1ϑ)
−1 = (λE10 −A)−1

[

E00 −XE1ϑ(λE10 −A)−1
]−1âèïëèâà¹ ‖(λE10 − A −XE1ϑ)

−1‖L (V0;Vϑ) ≤ 2‖(λE10 − A)−1‖L (V0;V1) äëÿ âñiõ λ ∈ Λòà âñiõ X ∈ L (Vϑ;V0), à îòæå, ëåìà äîâåäåíà. �Çàóâàæåííÿ 1. Ëåìà 1 ïîøèðþ¹òüñÿ íà îïåðàòîðè X ∈ L (U ;V0) ïðè ïåâíèõ îáìå-æåííÿõ ùîäî ‖X‖L (U ;V0), ÿêùî U � äîâiëüíèé ïðàâèëüíèé ïðîìiæíèé ïðîñòið áà-íàõîâî¨ ïàðè {V0, V1} [7℄.Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêå ïðèïóùåííÿ.Ïðèïóùåííÿ (A): A, J ∈ A, 0 < ϑ ≤ 1, Vϑ = D(−J)ϑ, X ∈ L (VϑV0),
g ∈ V1, g0 ∈ C

(

[0, T ]× V1; V1

).Ç ëåìè 1 òà ç [8℄ îäåðæó¹ìî, ùî ïðè çàçíà÷åíèõ ïðèïóùåííÿõ iñíó¹ ¹äèíèéêëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê w(t) = et(A+X)g êëàñó C
(

[0, T ];V1

)

∩ C1
(

[0, T ];V0

) çàäà÷i
dw(t)

dt
= (A+X)w(t), v(0) = g. (5)Ëåìà 2. ßêùî âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ (A) i �óíêöiÿ v ∈ C

(

[0, T ];V1

) ¹ ðîçâ'ÿç-êîì iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ
v(t) =

t
∫

0

e(t−τ)(A+XE1θ)g0(τ, v(τ)) dτ + et(A+XE1θ)g, (6)òî âîíà íàëåæèòü êëàñó (2) i ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (1).
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(

[0, T ];V1

) ¹ ðîçâ'ÿçêîì iíòåãðàëüíîãî ðiâ-íÿííÿ (6). Çà ëåìîþ 1, et(A+XE1θ)g ∈ V1. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ f(t) = g0(t, v(t)). Òîäi
f ∈ C

(

[0, T ];V1

). Îñêiëüêè îïåðàòîð A � ãåíåðàòîð ïiâãðóïè ïðè t− τ > 0 [9, . 139℄,òî ïðè t− τ > 0, âðàõîâóþ÷è ëåìó 1,
t

∫

τ

(A+XE1θ)e
(ς−τ)(A+XE1θ)f(τ) dς =

t
∫

τ

d

dς
e(ς−τ)(A+XE1θ)f(τ) dς =

= e(ς−τ)(A+XE1θ)f(τ)
∣

∣

∣

ς=t

ς=τ
= e(t−τ)(A+XE1θ)f(τ) − f(τ),òîäi

I(t) =

t
∫

0

e(t−τ)(A+XE1θ)f(τ) dτ =

=

t
∫

0

f(τ) dτ +

t
∫

0

t
∫

τ

(A+XE1θ)e
(ς−τ)(A+XE1θ)f(τ) dς dτ =

=

t
∫

0

[

f(τ) + (A+XE1θ)

t
∫

τ

e(ς−τ)(A+XE1θ)f(τ) dς

]

dτ =

=

t
∫

0

[

f(τ) + (A+XE1θ)I(τ)

]

dτ.Çâiäñè I ′(t) = f(t)+(A+XE1θ)I(t), I ∈ C1
([

0, T
]

; V1

) i ÿêùî �óíêöiÿ v ¹ ðîçâ'ÿçêîìiíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (6), à îòæå, v(t) ≡ I(t), òî v ¹ ðîçâ'ÿçêîì êëàñó (2) çàäà÷i(1):
v′(t) = I ′(t) + (A+XE1θ)e

t(A+XE1θ)g =

= g0(t, v(t)) + (A+XE1θ)I(t) + (A+XE1θ)e
t(A+XE1θ)g =

= g0(t, v(t)) + (A+XE1θ)[I(t) + et(A+XE1θ)g] =

= g0(t, v(t)) + (A+XE1θ)v(t), t ∈ (0, T ],

v(0) = g.Îòîæ, v ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1) i ëåìà äîâåäåíà. �



162 Àíäðié ËÎÏÓØÀÍÑÜÊÈÉISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2011. Âèïóñê 753. �îçâ'ÿçíiñòü çáóðåíî¨ ïiâëiíiéíî¨ çàäà÷i Êîøi. Ââåäåìî ñêîðî÷åíi ïî-çíà÷åííÿ
W = C

(

[0, T ];V1

)

, ‖z‖W = ‖z‖C([0,T ];V1) = max
t∈[0,T ]

‖z(t)‖V1
,

W1 = C
(

[0, T ];V1

)

∩ C1
(

[0, T ];V0

)

,

‖z‖W1
= max

{

max
t∈[0,T ]

‖z(t)‖V1
, max
t∈[0,T ]

‖z′(t)‖V0

}

,

WC =
{

z ∈ W : ‖z‖W ≤ C
} � çàìêíåíà êóëÿ â W,

V1,C =
{

z ∈ V1 : ‖z‖V1
≤ C

} � çàìêíåíà êóëÿ â V1.Ââàæà¹ìî, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêå ïðèïóùåííÿ.Ïðèïóùåííÿ (B): Iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi K1, K2, q, C, ùî
‖g0(t, z)‖V1

≤ K1‖z‖
q
V1

∀ t ∈ [0, T ], z ∈ V1,C ,

‖g0(t, z1)− g0(t, z2)‖V1
≤ K2‖z1 − z2‖

q
V1

∀ t ∈ [0, T ], z1, z2 ∈ V1,C .Òåîðåìà 1. Çà ïðèïóùåíü (A-B) (òà ïðè äîäàòêîâîìó îáìåæåííi K1‖g‖
q−1
V1

≤ C̃ óâèïàäêó q ≥ 1, äå C̃ = C̃(A,X, q, T ) � ïåâíà äîäàòíà ñòàëà), iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê v ∈ W1çàäà÷i (1).Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è ëåìó 2, äîñòàòíüî äîâåñòè ðîçâ'ÿçíiñòü iíòåãðàëüíîãî ðiâ-íÿííÿ (6) ó êëàñiW . Çà ëåìàìè 1, 2 òà çà ïðèïóùåííÿ ùîäî g0 iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð
H ,

(Hv)(t) =

t
∫

0

e(t−τ)(A+XE1θ)g0(τ, v(τ)) dτ + et(A+XE1θ)g, v ∈ W,äi¹ ç W â W1 ⊂ W . Ç ðåçóëüòàòiâ [8℄ âèïëèâà¹ îöiíêà
max
t∈[0,T ]

∥

∥(Hv)(t)
∥

∥

V1

≤ K

[

T max
t∈[0,T ]

∥

∥g0(t, v(t))
∥

∥

V1

+ C1

]

, (7)äå C1 = ‖g‖V1
, a K � ïåâíà äîäàòíà ñòàëà (ïðîïîðöiéíà òàêié ñòàëié B > 0, ùî

‖R(λ, J)‖L (V0,V1) ≤ B/|λ| äëÿ âñiõ λ ∈ Λ0

).Äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ íåðóõîìî¨ òî÷êè îïåðàòîðà H çàñòîñó¹ìî ïðèíöèïØàóäåðà ïðè q ∈ (0, 1) òà ïðèíöèï ñòèñíèõ âiäîáðàæåíü ïðè q ≥ 1. Ç îöiíêè (7) äëÿäîâiëüíî¨ v ∈ WC îäåðæó¹ìî
max
t∈[0,T ]

∥

∥(Hv)(t)
∥

∥

V1

≤ K

[

T max
t∈[0,T ]

∥

∥g0(t, v(t))
∥

∥

V1

+ C1

]

≤ K

[

TK1 max
t∈[0,T ]

‖v(t)‖qV1
+ C1

]

.Çâiäñè îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü
‖Hv‖W ≤ K[TK1C

q + C1] ∀ v ∈ WC . (8)Çà âëàñòèâîñòÿìè �óíêöi¨ h(C) := KTK1C
q +KC1 ïðè äîâiëüíèõ äîäàòíèõ ñòàëèõ

K,K1, C1 ó âèïàäêó q ∈ (0, 1) òà ïðè KTK1 < 1, ÿêùî q = 1, iñíó¹ òàêà äîäàòíàñòàëà C0, ùî ïðè âñiõ C > C0 âèêîíó¹òüñÿ h(C) < C. Òîäi ïðè C > C0 ìàòèìåìî
‖Hv‖W ≤ C ∀ v ∈ WC , (9)
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K[TK1C

q + C1] < rC, r ∈ (0, 1), (10)âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ñòàëèõ C > 0, ïðè ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ (9). Äëÿ âèêîíàííÿ (10)ïðè q > 1 äîñòàòíüî ([10℄, . 320) âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi
min
C≥0

[h(C)− rC] ≤ −KC1.Äîâåäåìî âèêîíàííÿ öi¹¨ óìîâè ïðè q > 1. ×èñëî C0 = q−1

√

r
KTK1q

¹ òî÷êîþìiíiìóìó �óíêöi¨ h(C)− rC ïî C. Çíàõîäèìî
h(C0)− rC0 = C0

(

KTK1C
q−1
0 − r

)

= C0

(

KTK1
r

KTK1q
− r

)

= −C0r

(

1−
1

q

)

.Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî −C0r
(

1− 1
q

)

≤ −KC1 ⇐⇒ TK1K
qCq−1

1 ≤ r
q (q− 1)q−1. Îòæå,çà òàêèõ îáìåæåíü iñíó¹ òàêà ñòàëà C > 0, ùî âèêîíó¹òüñÿ (10) òà H : WC 7−→ WC .Àíàëîãi÷íî äëÿ äîâiëüíèõ v1, v2 ∈ WC îòðèìà¹ìî

max
t∈[0,T ]

∥

∥(Hv1)(t) − (Hv2)(t)
∥

∥

V1

≤ KT max
t∈[0,T ]

∥

∥g0(t, v1(t)) − g0(t, v2(t))
∥

∥

V1

≤

≤ KTK2 max
t∈[0,T ]

‖v1(t)− v2(t)‖
q
V1
.Çâiäñè îäåðæó¹ìî íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà H íà WC .Ïðè q > 1 îòðèìà¹ìî

‖Hv1 −Hv2‖W ≤ KTK2‖v1 − v2‖
q
W ≤ KTK2a

∗(q)qCq−1‖v1 − v2‖W ,äå a∗(q) = 22−q ïðè q ∈ (1, 2), a∗(q) = 1 ïðè q ≥ 2. Îñêiëüêè KTK2a
∗(q)qCq−1

0 =

= ra∗(q)K2

K1

, òî âèáîðîì ÷èñëà r
(à ñàìå, r < min

{

1, K1

K2a∗(q)

}) äîñÿãà¹ìî íåðiâíîñ-òi KK2a
∗(q)qCq−1

0 < 1. Îòæå, ó âèïàäêó q > 1 iñíó¹ òàêå C > 0, ùî îïåðàòîð
H : WC 7−→ WC ñòèñíèé íà WC . Çà ïðèíöèïîì ñòèñíèõ âiäîáðàæåíü iíòåãðàëüíåðiâíÿííÿ (6) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ó WC .Äîâåäåìî êîìïàêòíiñòü îïåðàòîðà H íà WC ó âèïàäêó q ∈ (0, 1). Âèùå äîâå-äåíà ðiâíîìiðíà îáìåæåíiñòü ∥

∥Hv
∥

∥

W
äëÿ äîâiëüíî¨ v ∈ WC . Äîâåäåìî îäíîñòàéíóíåïåðåðâíiñòü ìíîæèíè WC â W . Äëÿ äîâiëüíèõ v ∈ WC , s ∈ R îäåðæèìî

max
t∈[0,T ]

∥

∥(Hv)(t+ s)− (Hv)(t)
∥

∥

V1

= max
t∈[0,T ]

∥

∥

∥

∥

t+s
∫

t

e(t−τ)(A+XE1θ)g0(τ, v(τ))dτ

∥

∥

∥

∥

V1

≤

≤ K∗|s| max
t∈[0,T ]

∥

∥g0(τ, v(τ))
∥

∥

ϑ
,äå K∗ � ïåâíà äîäàòíà ñòàëà [8℄. Âðàõîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ (B), îòðèìà¹ìî

max
t∈[0,T ]

∥

∥(Hv)(t+ s)− (Hv)(t)
∥

∥

V1

≤ |s|K∗K2C
q.Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå s1 = s1(C) > 0

(

s1 = ε
K∗K2Cq

), ùî ïðè âñiõ
v ∈ WC , s ∈ R, |s| < s1, ìà¹ìî max

t∈[0,T ]

∥

∥(Hv)(t + s) − (Hv)(t)
∥

∥

V1

< ε. Ìè ïîêàçà-ëè âèêîíàííÿ óìîâ ïðèíöèïó Øàóäåðà äëÿ îïåðàòîðà H ïðè q ∈ (0, 1). Òåîðåìàäîâåäåíà. �
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||g0(t, z1)− g0(t, z2)||V1

≤ K1||z1 − z2||V1
∀ t ∈ [0, T ], z1, z2 ∈ V1,òî çà óìîâ òåîðåìè 1, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, äîâîäèìîîäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i (1) ó êëàñi C(

[0, T ];V1

)

∩C
(

[0, T ];V1

).4. Íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó. Â [11℄ ïîáóäîâàíî íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çáóðåíî¨â êîìïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ çàäà÷i Êîøi äëÿ ëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãîðiâíÿííÿ. Ïîäiáíi íàáëèæåííÿ ìîæíà ïîáóäóâàòè äëÿ ïiâëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ. Ââåäå-ìî ïîçíà÷åííÿ
Gl−1(t,X) :=

1

2πi

l−1
∑

k=0

∫

Γa,ω

etλE10(λE10 −A)−1
∞
∑

k=0

[XE1θ(λE10 −A)−1]kdλ,äå ul(t) � ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ
ul(t) =

t
∫

0

Gl−1(t− τ,X)g0(τ, ul(τ))dτ +Gl−1(t,X)g. (11)Òóò êîíòóð Γa,ω :=
{

reiω : r ≥ a
}

∪
{

aeiτ : τ ∈ [ω, 2π−ω]
}

∪
{

re−iω : r ≥ a
} îáõîäèòüñïåêòð îïåðàòîðà â äîäàòíîìó íàïðÿìi òà Γa,ω ∈ ̺(A+XE1ϑ). Ó öüîìó ðàçi iíòåãðàëïî Γa,ω íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ÷èñëà a : 0 < a < r(A) òà êóòà ω : ω0 − c ≤ ω ≤ ω0 [7℄.Òåîðåìà 2. Íåõàé D(X) = Vϑ = D(−J)ϑ ïðè äåÿêîìó ϑ ∈ (0, 1) òà äîâiëüíîìó

J ∈ A. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ (À-B) ïðè q ≥ 1 i u(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì êëàñó
W1 çàäà÷i (1). Òîäi

max
t∈[0,T ]

‖u(t)− ul(t)‖V0
→ 0 ïðè l → ∞.Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è çîáðàæåííÿ ïiâãðóïè et(A+XE1ϑ) çà äîïîìîãîþ êîíòóð-íîãî iíòåãðàëà

et(A+XE1θ) =

∫

Γa,ω

etλE10(λE10 −A−XE1ϑ)
−1dλ,â [11℄ âèâåäåíî îöiíêó

∥

∥

∥

[

et(A+XE1θ) −Gl−1(t,X)
]

g
∥

∥

∥

L (V0)
≤

B(A,X)

2l−1
||g||V0ç ïåâíîþ äîäàòíîþ ñòàëîþ B(A,X), ùî íå çàëåæèòü âiä íîðìè çáóðþâàëüíîãî îïå-ðàòîðà X . Íåõàé

f(t) = g0(t, u(t)), fl(t) = g0(t, ul(t)),

(Hlul)(t) =

t
∫

0

Gl−1(t− τ,X)g0(τ, ul(τ))dτ +Gl−1(t,X)g.
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0 ‖f(t)‖V0
dt,

∫ t

0 ‖fl(t)‖V0
dt. Òîìó

‖Hu−Hlul‖V0
=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

t
∫

0

[e(t−τ)(A+XE1ϑ)f(τ) −Gl−1(t− τ,X)fl(τ)]dτ

∥

∥

∥

∥

∥

∥

V0

=

=

∥

∥

∥

∥

t
∫

0

[e(t−τ)(A+XE1ϑ) −Gl−1(t− τ,X)]f(τ)dτ +

+

t
∫

0

Gl−1(t− τ,X)[f(τ)− fl(τ)]dτ

∥

∥

∥

∥

V0

≤

≤
B(A,X)

2l−1

T
∫

0

‖f(τ)‖V0
dτ +K ′′

t
∫

0

‖f(τ)− fl(τ)‖V0
dτç ïåâíîþ äîäàòíîþ ñòàëîþK ′′. Ïîçíà÷èìî Ul−1(t) := u(t)−ul(t). Çà ëåìîþ 1Hu = u,ç (11) Hlul = ul, à òîäi Ul−1 = Hu−Hlul. Âðàõîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ (B), îòðèìà¹ìî

‖Ul−1(t)‖V0
≤

B(A,X)K1

2l−1

T
∫

0

‖u(τ)‖qV0
dτ +K ′′K2

t
∫

0

‖Ul−1(τ)‖
q
V0
dτ.Îñêiëüêè çà òåîðåìîþ 1 iñíó¹ òàêà äîäàòíà ñòàëà C, ùî ||u||W ≤ C, òî

‖Ul−1(t)‖V0
≤

B(A,X)K1TC
q

2l−1
+K ′′K2

t
∫

0

‖Ul−1(τ)‖
q
V0
dτ. (12)�îçâ'ÿçóþ÷è íåðiâíiñòü (12) òèïó �ðîíóîëëà-Áåëìàíà v(t) ≤ A1

∫ t

0 v
q(τ)dτ+B1, îäåð-æó¹ìî îöiíêè

‖Ul−1(t)‖V0
≤

B(A,X)K1TC

2l−1
eK

′′K2t, t ∈ [0, T ] ïðè q = 1,

‖Ul−1(t)‖V0
≤

B(A,X)K1TC
q

2l−1

[

1− d
]

−1

q−1 ïðè q > 1,äå d = K ′′K2(q − 1)T [B(A,X)K1TC
q]q−1 < 1. Âðàõîâóþ÷è, ùî KTK1C

q < rC (âèï-ëèâà¹ ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 1), ïðè q > 1 îäåðæèìî
‖Ul−1(t)‖V0

<
B(A,X)rC

K2l−1

[

1− d
]

−1

q−1 ,à äëÿ âèêîíàííÿ óìîâè d < 1 äîñòàòíüî, ùîá
K ′′K2(q − 1)Bq−1(A,X)

K1

( r

K

)q

< 1.
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r < min

{

1,
K

B(A,X)

( K1B(A,X)

K ′′K2(q − 1)

)
1

q

,
K1

K2a∗(q)

}

.Ç îäåðæàíèõ âèùå îöiíîê âèïëèâà¹, ùî max
t∈[0,T ]

||Ul−1(t)||V0
→ 0, l → +∞. �Çàóâàæåííÿ 3. Âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàòè [5℄, òåîðåìè 1 òà 2 ïîøèðþþòüñÿ íà âèïàäîê

g0 ∈ C
(

[0, T ] × Vη; Vϑ

). Ó öüîìó ðàçi îäåðæó¹ìî ðîçâ'ÿçîê êëàñó C
(

[0, T ]; V1+η

)

∩

∩C1
(

[0, T ]; Vη

), 0 < η < ϑ ≤ 1.5. �îçâ'ÿçíiñòü çáóðåíî¨ ïiâëiíiéíî¨ êðàéîâî¨ ïàðàáîëi÷íî¨ çàäà÷i. �îç-ãëÿíåìî íîðìàëüíó êðàéîâó çàäà÷ó
∂u

∂t
= (L(x,D) +X)u = g0(x, t, u(x, t)), x ∈ Ω, t ∈ (0, T ],

Bju|∂Ω = 0, j = 1, . . . ,m, u(x, 0) = g(x), x ∈ ∂Ω,

(13)â îáìåæåíié îáëàñòi Ω ⊂ Rn êëàñó C∞, äå
L(x,D) =

∑

|γ|≤2m

aγ(x)D
γ , aγ(x) ∈ L∞(Ω)� ñèëüíî åëiïòè÷íèé ëiíiéíèé îïåðàòîð, òîáòî òàêèé, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-íiñòü Re a(x, ζ) = Re

∑

|γ|=2m aγ(x)ζ
γ > 0, ∀ ζ ∈ Rn\{0}, x ∈ Ω,

Bj(x,D) =
∑

|γ|≤kj

bj,γ(x)D
γ , bj,γ ∈ C2m−kj (∂Ω), j = 1, . . . ,m,� êðàéîâi äè�åðåíöiàëüíi âèðàçè, γ = (γ1, . . . , γn) ∈ Zn

+, |γ| = γ1 + · · · + γn,
D γ = ∂|γ|

∂x
γ1
1

·····∂xγn
n
, ζγ = ζγ1

1 · · · · · ζγn
n . Ââàæà¹ìî òàêîæ �óíêöi¨ aγ(x) ïðè |γ| = 2míåïåðåðâíèìè â Ω.Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ñèñòåìà {Bj(x,D)}mj=1 íîðìàëüíà [12, . 178℄ i ùîäî îïåðàòîðà

L(x,D) äîäàòêîâî âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïàðàáîëi÷íîñòi Àãìîíà [13℄.Ïðèïóùåííÿ (Ag): ∀ ω ∈ [−ω0 ω0] òàêîãî, ùî ω0 ∈ (π/2, π),
• a(x, ξ) 6= eiω;
• äëÿ áóäü-ÿêîãî äîòè÷íîãî âåêòîðà µx òà íîðìàëüíîãî âåêòîðà νxâ òî÷öi x ∈ ∂Ω êîæåí ïîëiíîì C ∋ z → a(x, µx+z νx)−λ, (λ ∈ lω),ìà¹ ðiâíî m êîðåíiâ z1, . . . , zm ç äîäàòíîþ óÿâíîþ ÷àñòèíîþ iïîëiíîìè {bj (x, µx+z νx)}

m
j=1 ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè çà ìîäóëåì

∏m
j=1 (z − zj).�îçãëÿíåìî çàìêíåíèé îïåðàòîð

(Av)(x) = L(x,D) v(x),çàäàíèé ó ïðîñòîði V0 = Lp(Ω) (1 < p < ∞) íà ùiëüíîìó ïiäïðîñòîði
V1 = H2m

p,{Bj}
(Ω) :=

{

v ∈ H2m
p (Ω) : Bj(x,D)v | ∂Ω = 0; j = 1,m

}

.
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p (Ω) � ïðîñòið áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ, ïiäïðîñòið H2m

p,{Bj}
(Ω) çàìêíåíèé ó

H2m
p (Ω) i íàäiëåíèé éîãî íîðìîþ.Ïðèïóñòèìî äàëi, ùî 0 < ϑ < 1,

Vθ = H2mϑ
p,{Bj}

(Ω) :=
{

v ∈ H2mθ
p (Ω) : Bj(x,D)v | ∂Ω = 0; j = 1,m

}ç íîðìîþ ïðîñòîðó áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ H2mϑ
p (Ω) ïîðÿäêó 2mϑ. Öå ùiëüíèé â

Lp(Ω) ïiäïðîñòið, çàìêíåíèé â H2mϑ
p (Ω)).Íåõàé çàäàíî çàìêíåíèé â Lp(Ω) ëiíiéíèé îïåðàòîð

X : H2mϑ
p,{Bj}

(Ω) −→ Lp(Ω).Íàïðèêëàä, ìîæå áóòè X = (−∆)mϑ, äå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà. Íåõàé
H2m

p,{Bj},C
(Ω) =

{

v ∈ H2m
p,{Bj}

(Ω) : ‖v‖H2m
p,{Bj}

(Ω) ≤ C
}� çàìêíåíà êóëÿ â H2m

p,{Bj}
(Ω).Ïðèïóùåííÿ (G): g ∈ H2m

p,{Bj}
(Ω), g0 ∈ C

(

Ω× [0, T ]×H2m
p,{Bj}

(Ω); Lp(Ω)
).Ïðèïóùåííÿ (G0): Iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi K1, K2, q, C, ùî

‖g0(x, t, z)‖Lp(Ω) ≤ K1‖z‖
q
H2m

p,{Bj}
(Ω)

∀ x ∈ Ω, t ∈ [0, T ], z ∈ H2m
p,{Bj},C

(Ω),

‖g0(x, t, z1)− g0(x, t, z2)‖Lp(Ω) ≤ K2‖z1 − z2‖
q
H2m

p,{Bj}
(Ω)

∀ x ∈ Ω, t ∈ [0, T ], z1, z2 ∈ H2m
p,{Bj},C

(Ω).Òåîðåìà 3. ßêùî îïåðàòîð L(x,D) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (Ag), çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ íå-ðiâíiñòü
kj < 2mϑ−

1

p
∀ j = 1, . . . ,m (14)i âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ (G-G0), òî (çà ïåâíèõ îáìåæåíü ùîäî ñòàëî¨

K1||g(x)||
q−1
H2m

p,{Bj}
(Ω)

, ÿêùî q ≥ 1) iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (13) êëàñó
u ∈ C

(

Ω× [0, T ];H2m
p,{Bj}

(Ω)
)

∩ C1
(

Ω× [0, T ];Lp(Ω)
)

.Äîâåäåííÿ. Âiäîìî (äèâ. [14, òåîðåìà Ñiëi, . 400℄) òàêå: ÿêùî äëÿ íîðìàëüíî¨ ñèñòå-ìè {Bj(x,D)}mj=1 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (14), òî ðåàëiçó¹òüñÿ içîìîð�içì áàíàõîâèõïðîñòîðiâ
H2mϑ

p,{Bj}
(Ω) ≃

[

Lp(Ω), H
2m
p,{Bj}

(Ω)
]

ϑ
,äå ñïðàâà ïðîìiæíèé ïðîñòið ç ïîêàçíèêîì ϑ, ïîðîäæåíèé ìåòîäîì êîìïëåêñíî¨iíòåðïîëÿöi¨ ïàðè V =

{

Lp(Ω), H
2m
p,{Bj}

(Ω)
}. Ó öüîìó ðàçi H2mϑ

p,{Bj}
(Ω) = D(Jϑ) �îáëàñòü âèçíà÷åííÿ äðîáîâîãî ñòåïåíÿ îïåðàòîðà

J =
[

E10 − (−∆)1/2
]2m

: H2m
p,{Bj}

(Ω) −→ Lp(Ω)(äèâ. [14, 2.5.3℄). Öå äà¹ çìîãó äî îïåðàòîðà A çàñòîñóâàòè âiäîìi ðåçóëüòàòè ïðîiíòåðïîëÿöiþ äðîáîâèìè ñòåïåíÿìè îïåðàòîðiâ.
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∂v(x, t)

∂t
= (A+X) v(x, t) + g0(x, t, v(x, t)),

v(x, 0) = g(x).

(15)Íà ïiäñòàâi òåîðåìè Àãìîíà [13℄ òà ðåçóëüòàòiâ [7℄ iñíó¹ òàêå Xβ ∈ R, ùî îïåðàòîð
Aβ = A + βE10 íàëåæèòü êëàñó A. Çà äîïîìîãîþ çàìiíè v = weβt çàäà÷à (15)çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i òàêîãî æ âèãëÿäó ç îïåðàòîðîì Aβ çàìiñòü A òà âiëüíèì ÷ëåíîì
e−βtg0

(

t, w(t)eβt
). Äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ êëàñó C([0, T ];H2m

p,{Bj}
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