
ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2011. Âèïóñê 75. Ñ. 170�180Visnyk of the Lviv Univ. Series Meh. Math. 2011. Issue 75. P. 170�180ÓÄÊ 517.95 IÑÍÓÂÀÍÍß �ÎÇÂ'ßÇÊÓ ÇÀÄÀ×I ÊÎØIÄËß ÏIÂËIÍIÉÍÎ�Î �IÂÍßÍÍß ÄÈÔÓÇI�Ç Ä�ÎÁÎÂÎÞ ÏÎÕIÄÍÎÞ ÇÀ ×ÀÑÎÌÇ ÓÇÀ�ÀËÜÍÅÍÈÌÈ ÔÓÍÊÖIßÌÈÂ ÏÎ×ÀÒÊÎÂIÉ ÓÌÎÂIÎëåíà ÏÀÑI×ÍÈÊËüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1, Ëüâiâ, 79000e-mail: olena.pasihnyk�gmail.om�îçãëÿíóòî çàäà÷ó Êîøi äëÿ ïiâëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ äè�óçi¨ ç äðîáîâîþïîõiäíîþ �iìàíà-Ëióâiëëÿ ïîðÿäêó α, α ∈ (0, 1) çà ÷àñîâîþ çìiííîþ òàç óçàãàëüíåíîþ �óíêöi¹þ â ïî÷àòêîâié óìîâi. Äîâåäåíà òåîðåìà åêâiâà-ëåíòíîñòi öi¹¨ çàäà÷i òà äåÿêîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷èòåîðåìó Øàóäåðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó, çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿðîçâ'ÿçêó çàäà÷i.Êëþ÷îâi ñëîâà: óçàãàëüíåíà �óíêöiÿ, çãîðòêà, ïîõiäíà äðîáîâîãî ïî-ðÿäêó, �óíêöiÿ �ðiíà.1. Âñòóï. Áàãàòî ïðàöü ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷ äëÿ ðiâ-íÿíü ç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè çà ÷àñîâîþ çìiííîþ ([1℄ - [7℄ òà ií.). Çîêðåìà, ó [3℄ òà [4℄ðîçãëÿíóëè çàäà÷ó Êîøi äëÿ äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç ðåãóëÿ-ðèçîâàíîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì ïîðÿäêó α, α ∈ (0, 1). Äîâåäåíî òåîðåìó iñíóâàííÿ¹äèíîãî êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i. Ó [5℄ òà [6℄ îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ áóëà çàäà-÷à òèïó Êîøi ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ �iìàíà-Ëióâiëëÿ (äèâ. [1, . 342℄). Çàñòîñîâóþ÷èiíòåãðàëüíi ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà òà Ôóð'¹, ó [3℄ òà [5℄ äîâåäåíî iñíóâàííÿ �óíäà-ìåíòàëüíî¨ �óíêöi¨ òà �óíêöi¨ �ðiíà âiäïîâiäíèõ çàäà÷ Êîøi, îäåðæàíî îöiíêè ¨õíiõïîõiäíèõ òà çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çà äîïîìîãîþ �óíêöié �ðiíà.Íàøà ìåòà � äîñëiäèòè ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ ïiâëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ äè-�óçi¨ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ �iìàíà-Ëióâiëëÿ ïîðÿäêó α ∈ (0, 1) çà ÷àñîâîþ çìiííîþ çóçàãàëüíåíèìè �óíêöiÿìè â ïî÷àòêîâié óìîâi. Ïîêàçàíî åêâiâàëåíòíiñòü çàäà÷i Êîøiòà äåÿêîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ó âàãîâîìó L1− ïðîñòîði. Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìóØàóäåðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó, çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i.2. Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé QT = {(x, t) : x ∈ R, t ∈ (0;T ]}, äå T > 0;
D(R) = C∞

0 (R) � ïðîñòið íåñêií÷åííî äè�åðåíöiéîâíèõ i �iíiòíèõ â R �óíêöié;© Ïàñi÷íèê Î., 2011
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D(Q̄T ) = {ϕ ∈ C∞

0 (Q̄T ) : D
l
tϕ|t=T = 0, l = 0, 1, 2, . . .} � ïðîñòið íåñêií÷åííî äè�å-ðåíöiéîâíèõ �óíêöié ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè â Q̄τ , τ < T ;

D′(R) � ïðîñòið ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ �óíêöiîíàëiâ íà D(R);
D′(Q̄T ) � ñóêóïíiñòü óçàãàëüíåíèõ �óíêöié f iç D′(R2) ç íîñiÿìè supp f â Q̄T iç çáiæ-íiñòþ: fm → 0, m→ +∞ â D′(Q̄T ), ÿêùî fm → 0, m→ +∞ â D′(R2) i supp fm ⊂ Q̄T[8, ñ. 27℄;
(f, ϕ) � äiÿ óçàãàëüíåíî¨ �óíêöi¨ f ∈ D′(R) íà îñíîâíó �óíêöiþ ϕ ∈ D(R);
(f, ϕ)Q̄T

� äiÿ f ∈ D′(Q̄T ) íà ϕ ∈ D(Q̄T ).Çàïèñ s(f) 6 s0 îçíà÷à¹, ùî ïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòi óçàãàëüíåíî¨ �óíêöi¨
f ∈ D′(R) íå ïåðåâèùó¹ s0, à ñàìå (äèâ. [9, ñ. 123℄)

|(f, ϕ)| 6 K sup
|l|6s0,

ξ∈supp f

|Dlϕ(ξ)| ϕ ∈ C∞(R), äå K = const > 0.Çàóâàæèìî, ùî óçàãàëüíåíà �óíêöiÿ f ∈ D′(R), ÿêà ìà¹ ñêií÷åííèé ïîðÿäîê ñèíãó-ëÿðíîñòi, �iíiòíà.×åðåç ∗̂ ïîçíà÷à¹ìî çãîðòêó óçàãàëüíåíî¨ �óíêöi¨ ç îñíîâíîþ �óíêöi¹þ [9℄
(g∗̂ϕ)(x) = (g(ξ), ϕ(x + ξ)), g ∈ D′(R), ϕ ∈ D(R);÷åðåç ∗ ïîçíà÷à¹ìî çãîðòêó óçàãàëüíåíèõ �óíêöié f òà g [8℄, [9℄

(f ∗ g, ϕ) = (f, g∗̂ϕ), ϕ ∈ D(R).Çàóâàæèìî, ùî (f ∗ g)∗̂ϕ = f ∗̂(g∗̂ϕ).×åðåç × ïîçíà÷à¹ìî ïðÿìèé äîáóòîê óçàãàëüíåíèõ �óíêöié f, g ∈ D′(R) [8℄
(f(x) × g(t), ϕ(x, t)) = (f(x), (g(t), ϕ(x, t))), ϕ ∈ D(R2).Ó [8, ñ. 139℄ ðîçãëÿäàþòü ñóêóïíiñòü óçàãàëüíåíèõ �óíêöié D′

+(R) ⊂ D′(R), ÿêiäîðiâíþþòü íóëþ ïðè t < 0. Ïðèêëàäîì óçàãàëüíåíî¨ �óíêöi¨ ç òàêîãî ïðîñòîðó ¹
fλ(t) =

θ(t)tλ−1

Γ(λ)
ïðè λ > 0 òà fλ(t) = f ′

1+λ(t) ïðè λ 6 0, äå θ � �óíêöiÿ Õåâiñàéäà,
Γ(λ) � ãàììà-�óíêöiÿ [8, ñ. 143℄. Äëÿ äîâiëüíèõ λ, µ ∈ R îòðèìà¹ìî fλ ∗ fµ = fλ+µ.Íåõàé α ∈ (0, 1). Íà ïðîñòîði D(Q̄T ) âèêîíà¹ìî ïåðåòâîðåííÿ

f−α(t)∗̂v(x, t) = f ′
1−α(t)∗̂v(x, t) = −f1−α(t)∗̂vt(x, t) =

= −
1

Γ(1− α)

T
∫

t

vη(x, η)

(η − t)α
dη = −

1

Γ(1− α)

∂

∂t

T
∫

t

v(x, η)

(η − t)α
dη, v ∈ D(Q̄T ).�îçãëÿíåìî íà ïðîñòîði D′(Q̄T )

f−α(t) ∗ v(x, t) = f ′
1−α(t)∗v(x, t) = f1−α(t)∗vt(x, t) =

= (f1−α(t)∗v(x, t))t =
1

Γ(1− α)

∂

∂t

t
∫

0

v(x, τ)

(t− τ)α
dτ, v ∈ D′(Q̄T ).Îïåðàòîð çãîðòêè (f−α∗) ¹ îïåðàòîðîì äðîáîâîãî äè�åðåíöiþâàííÿ �iìàíà-Ëióâië-ëÿ.
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1

Γ(1− α)

t
∫

0

vτ (x, τ)

(t− τ)α
dτ =

1

Γ(1− α)

∂

∂t

t
∫

0

v(x, τ)

(t− τ)α
dτ − f1−α(t)v(x, 0).×åðåç C2,α(QT ) ïîçíà÷àòèìåìî êëàñ �óíêöié v, íåïåðåðâíèõ â Q̄T , ÿêiìàþòü íåïåðåðâíi òà îáìåæåíi ïîõiäíi çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè äî äðóãîãî ïîðÿä-êó âêëþ÷íî â QT , äëÿ ÿêèõ iñíó¹ íåïåðåðâíà â QT ðåãóëÿðèçîâàíà äðîáîâà ïîõiäíàïîðÿäêó α çà ÷àñîì

(D
(α)
t v)(x, t) =

1

Γ(1− α)

[

∂

∂t

t
∫

0

v(x, τ)

(t− τ)α
dτ −

v(x, 0)

tα

]

.Ââåäåìî îïåðàòîðè
L̂α : (L̂αv)(x, t) ≡ f−α(t)∗̂v(x, t) − vxx(x, t), v ∈ D(Q̄T ),
Lα : (Lαv)(x, t) ≡ f−α(t) ∗ v(x, t) − vxx(x, t), (x, t) ∈ QT , v ∈ D′(Q̄T ),
Lreg
α : (Lreg

α v)(x, t) ≡ D
(α)
t v(x, t) − vxx(x, t), (x, t) ∈ QT , v ∈ C2,α(QT ).Íåõàé ρ � íåñêií÷åííî äè�åðåíöiéîâíà äîäàòíà íà (0, T ] �óíêöiÿ òàêà, ùî

ρ(t) 6 1 ïðè t ∈ (0, T ] i ÿêà ¹ ïîðÿäêó tα
2 ïðè t→ +0, òîáòî lim

t→+0

ρ(t)

t
α
2

= c, c > 0.Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ
ρk(x, t) = ρk(t) exp{−σ|x|

2
2−α (T − t)−

α
2−α }, k ∈ N ∪ {0}, σ > 0, (x, t) ∈ QT .Ââåäåìî âàãîâi �óíêöiéíi ïðîñòîðè:

Mk(QT ) = {u ∈ L1,loc(QT ) : ‖u‖k =
∫

QT
ρk(x, t)|u(x, t)|dxdt < +∞};

Xk(Q̄T ) = {ϕ ∈ D(Q̄T ) : ρ
−1
k (x, t)(L̂αϕ) ∈ C(Q̄T )};

Mk,C(QT ) = {u ∈Mk(QT ) : ‖u‖k 6 C} � îáìåæåíà çàìêíåíà îïóêëà ïiäìíîæè-íà (êóëÿ) â áàíàõîâîìó ïðîñòîði Mk(QT ), äå C > 0.3. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i. �îçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi
(Lαu)(x, t) = g(x, t, u(x, t)), (x, t) ∈ QT , (1)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R, (2)äå �óíêöiÿ u0 ∈ D′(R) òà ìà¹ ñêií÷åííèé ïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòi, �óíêöiÿ g(x, t, z)
((x, t) ∈ QT , z ∈ R) íåïåðåðâíà òà

∣

∣

∣

∫

QT

g(x, t, v(x, t))ψ(x, t)dxdt
∣

∣

∣
< +∞ (3)äëÿ âñiõ v ∈Mk(QT ), ψ ∈ Xk(Q̄T ).Îçíà÷åííÿ 1. �îçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1), (2) íàçèâàòèìåìî òàêó �óíêöiþ

u ∈Mk(QT ), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü
∫

QT

u(x, t)(L̂αψ)(x, t)dxdt =

∫

QT

g(x, t, u(x, t))ψ(x, t)dxdt+(u0(x)× f1−α(t), ψ(x, t)) (4)äëÿ äîâiëüíî¨ ψ ∈ Xk(Q̄T ).
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(Lreg

α u)(x, t) = g0(x, t), (x, t) ∈ QT , (5)
u(x, 0) = g1(x), x ∈ R, (6)íàçèâà¹òüñÿ òàêà ïàðà �óíêöié (G0, G1), ùî �óíêöiÿ

u(x, t) = (G0(x− ξ, t− τ), g0(ξ, τ))QT
+

+∞
∫

−∞

G1(x − ξ, t)g1(ξ)dξ (7)¹ êëàñè÷íèì (êëàñó C2,α(QT )) ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5), (6). Óìîâè, çà ÿêèõ �îðìóëà(7) êîðåêòíà, îïèñàíi â [4, .325-326℄.Â [4, .327-329℄ äîâåäåíî iñíóâàííÿ òàêî¨ âåêòîð-�óíêöi¨ �ðiíà òà îöiíêè:
|G0(x, t)| 6 Ct

α
2 −1 exp

{

−µα|x|
2

2−α t−
α

2−α

} ïðè t−α|x|2 > 1, (8)
|G0(x, t)| 6 Ct

α
2 −1 ïðè t−α|x|2 6 1, (9)

∣

∣Dj
xG1(x, t)

∣

∣ 6 Ct−
(j+1)α

2 exp
{

−µj |x|
2

2−α t−
α

2−α

} ïðè t−α|x|2 > 1, (10)
∣

∣Dj
xG1(x, t)

∣

∣ 6 Ct−
(j+1)α

2 ïðè t−α|x|2 6 1, j = 0, 1, 2, . . . ,(11)äå C � ðiçíi äîäàòíi ñòàëi, µ0 = (2−α)αα/(2−α)2−2/(2−α), à µα òà µj � äîäàòíi ÷èñëà,ìåíøi çà µ0.Âiäîìî, ùî G0(x, t) = fα−1(t) ∗ G1(x, t) [4, 7℄, òîìó çàñòîñîâóþ÷è âëàñòèâîñòiçãîðòêè òà �óíêöi¨ fλ, îòðèìó¹ìî
G1(x, t) =

t
∫

0

f1−α(τ)G0(x, t− τ)dτ. (12)Êðiì òîãî, â [7℄ äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ψ ∈ Xk(Q̄T ) âèêîíóþòüñÿ òàêi ðiâíîñòi:
T
∫

τ

dt

+∞
∫

−∞

G0(x− ξ, t− τ)(L̂αψ)(x, t)dx = ψ(ξ, τ), (ξ, τ) ∈ Q̄T , (13)
∫

QT

G1(x− ξ, t)(L̂αψ)(x, t)dxdt =

T
∫

0

f1−α(t)ψ(ξ, t)dt, ξ ∈ R. (14)Ëåìà 1. Íåõàé u0 ∈ D′(R), s(u0) 6 s0, k > s0 −
2
α . Òîäi �óíêöiÿ

ϕk(ξ) =

∫

QT

ρk(x, t)G1(x− ·, t)dxdtíàëåæèòü äî ïðîñòîðó Cs0(R), à çãîðòêà G1(x, t) ∗ u0(x) íàëåæèòü ïðîñòîðó
Mk(QT ).
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ϕk,l(ξ) =

∫

QT

ρk(x, t)D
l
ξG1(x− ξ, t)dxdt, l = 0, 1, ..., s0.Âðàõîâóþ÷è îöiíêè ïîõiäíèõ �óíêöi¨ G1 çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ ç (10), (11), îäåð-æèìî

|ϕk,l(ξ)| 6 C1

∫

QT

ρk(t) exp
{

−σ|x|
2

2−α (T − t)−
α

2−α

}

t−
(l+1)α

2 ×

× exp
{

−µl|x− ξ|
2

2−α t−
α

2−α

}

dxdt,äå C1 � äîäàòíà ñòàëà, 0 < µl < µ0. Çà ëåìîþ 5.1 [10, ñ. 35℄
+∞
∫

−∞

exp{−ν1[|x|
2

2−α (T − t)−
α

2−α + |x− ξ|
2

2−α (t− τ)−
α

2−α ]}(T − t)−
α
2 (t− τ)−

α
2 dx 6

6M(ε)(T − τ)−
α
2 exp{−ν1(1− ε)|ξ|

2
2−α (T − τ)−

α
2−α }, (15)äå ν1 = min{σ, µl}, 0 < ε < 1, M(ε) > 0. Çâiäñè ïðè τ = 0 îòðèìó¹ìî

|ϕk,l(ξ)| 6 C2T
−α

2 exp
{

−ν1(1 − ε)|ξ|
2

2−αT− α
2−α

}

T
∫

0

ρk(t)t−
lα
2 (T − t)

α
2 dt.Îñêiëüêè ρ(t) ∼ t

α
2 , t → +0 òà (T − t)

α
2 6 T

α
2 , òî T

∫

0

ρk(t)t−
lα
2 (T − t)

α
2 dt 6 C3T

α
2 ïðè

k > l− 2
α , l = 0, ..., s0. Òîìó

|ϕk,l(ξ)| 6 Cl,α exp
{

−ν1(1− ε)|ξ|
2

2−α T− α
2−α

}

,äå C2, C3, Cl,α � äîäàòíi ñòàëi. Îòæå, ïðè l 6 s0 òà k > s0 −
2
α �óíêöiÿ ϕk,l ∈ C(R)òà (Dlϕk)(ξ) = ϕk,l(ξ).Äîâåäåìî òåïåð, ùî çãîðòêà G1(x, t) ∗ u0(x) íàëåæèòü ïðîñòîðó Mk(QT ). �îç-ãëÿíåìî

∫

QT

ρk(x, t)(G1(x, t) ∗ u0(x))dxdt = (G1(x, t) ∗ u0(x), ρk(x, t)) =

=

(

u0(ξ),

∫

QT

ρk(x, t)G1(x− ξ, t)dxdt

)

= (u0(ξ), ϕk(ξ)).Ç îçíà÷åííÿ ïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi óçàãàëüíåíî¨ �óíêöi¨
|(u0, ϕk)| 6 C4 sup

|l|6s0

|Dlϕk(ξ)|, ϕk ∈ Cs0(R), C4 = const > 0.Òîäi, âðàõîâóþ÷è âèâåäåíi âèùå îöiíêè äëÿ Dlϕk, ïðè k > s0 −
2
α , îäåðæó¹ìî, ùîiíòåãðàë ∫

QT
ρk(x, t)(G1(x, t) ∗ u0(x))dxdt ñêií÷åííèé. �
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u(x, t) =

t
∫

0

dτ

+∞
∫

−∞

G0(x − ξ, t− τ)g(ξ, τ, u(ξ, τ))dξ +G1(x, t) ∗ u0(x). (16)Îçíà÷åííÿ 2. �îçâ'ÿçêîì iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (16) íàçèâàòèìåìî �óíêöiþ uç ïðîñòîðó Mk(QT ), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ öå ðiâíÿííÿ ìàéæå ñêðiçü íà QT .Òåîðåìà 1. Ôóíêöiÿ u ∈ Mk(QT ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (1), (2) òîäi i òiëüêèòîäi, êîëè âîíà ¹ ðîçâ'ÿçêîì iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (16).Äîâåäåííÿ. Íåõàé u ∈ Mk(QT ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (1), (2) i çàäîâîëüíÿ¹ òî-òîæíiñòü (4) äëÿ äîâiëüíî¨ ψ ∈ Xk(Q̄T ). Äëÿ äîâiëüíî¨ �óíêöi¨ ϕ ∈ C∞
0 (QT ) ïîáó-äó¹ìî �óíêöiþ

ψ(ξ, τ) =

T
∫

τ

dt

+∞
∫

−∞

G0(x− ξ, t− τ)ϕ(x, t)dx.Äëÿ òàêî¨ �óíêöi¨ ψ ïðàâèëüíà ðiâíiñòü
(L̂αψ)(x, t) = ρk(x, t)ϕ(x, t). (17)Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (13), iç òîòîæíîñòi (4) îòðèìà¹ìî

+∞
∫

−∞

T
∫

0

u(x, t)L̂αψ(x, t)dxdt =

+∞
∫

−∞

T
∫

0

[ T
∫

τ

dt

+∞
∫

−∞

G0(x− ξ, t− τ)L̂αψ(x, t)dx

]

×

×g(ξ, τ, u(ξ, τ))dξdτ +

(

u0(ξ),

T
∫

0

f1−α(τ)

[ T
∫

τ

dt

+∞
∫

−∞

G0(x − ξ, t− τ)L̂αψ(x, t)dx

]

dτ

)

,òîáòî
+∞
∫

−∞

T
∫

0

u(x, t)L̂αψ(x, t)dxdt =

+∞
∫

−∞

T
∫

0

[ t
∫

0

dτ

+∞
∫

−∞

G0(x − ξ, t− τ)g(ξ, τ, u(ξ, τ))dξ

]

×

×L̂αψ(x, t)dxdt +

(

u0(ξ),

T
∫

0

dt

+∞
∫

−∞

[ t
∫

0

f1−α(τ)G0(x− ξ, t− τ)dτ

]

L̂αψ(x, t)dx

)

.Çãiäíî ç (12) îñòàííié äîäàíîê ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi çàïèñó¹ìî ó âèãëÿäi
(

u0(ξ),

T
∫

0

dt

+∞
∫

−∞

G1(x− ξ, t)L̂αψ(x, t)dx

)

=

+∞
∫

−∞

T
∫

0

(G1(x, t) ∗ u0(x))L̂αψ(x, t)dxdt.Ó ïiäñóìêó îäåðæó¹ìî
∫

QT

L̂αψ(x, t)

[

u(x, t)−

t
∫

0

dτ

+∞
∫

−∞

G0(x−ξ, t−τ)g(ξ, τ, u(ξ, τ))dξ−G1(x, t)∗u0(x)

]

dxdt = 0
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∫

QT

ρk(x, t)ϕ(x, t)

[

u(x, t)−

−

t
∫

0

dτ

+∞
∫

−∞

G0(x− ξ, t− τ)g(ξ, τ, u(ξ, τ))dξ −G1(x, t) ∗ u0(x)

]

dxdt = 0.Ç äîâiëüíîñòi �óíêöi¨ ϕ âèïëèâà¹, ùî �óíêöiÿ u ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (16).ßêùî u ∈ Mk(QT ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (16), òî �óíêöi¨
∫ t

0 dτ
∫ +∞

−∞ G0(x − ξ, t − τ)g(ξ, τ, u(ξ, τ))dξ òà G1(x, t) ∗ u0(x) íàëåæàòü Mk(QT ). Äëÿ�óíêöi¨ ψ, ÿêà íàëåæèòü Xk(Q̄T ), iíòåãðàë ∫QT
u(x, t)(L̂αψ)(x, t)dxdt ñêií÷åííèé.Òîäi ç (16) îòðèìà¹ìî

∫

QT

u(x, t)(L̂αψ)(x, t)dxdt =

∫

QT

[ t
∫

0

dτ

+∞
∫

−∞

G0(x− ξ, t− τ)g(ξ, τ, u(ξ, τ))dξ

]

×

×(L̂αψ)(x, t)dxdt +

∫

QT

[

G1(x, t) ∗ u0(x)

]

(L̂αψ)(x, t)dxdt,òîáòî
∫

QT

u(x, t)(L̂αψ)(x, t)dxdt =

∫

QT

[ T
∫

τ

dt

+∞
∫

−∞

G0(x− ξ, t− τ)(L̂αψ)(x, t)dx

]

×

×g(ξ, τ, u(ξ, τ))dξdτ +

(

u0(ξ),

∫

QT

G1(x− ξ, t)(L̂αψ)(x, t)dxdt

)

.Âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi (13) òà (14), îäåðæèìî òîòîæíiñòü (4) ïðè äîâiëüíié
ψ ∈ Xk(Q̄T ), à îòæå, u � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (1), (2). �6. Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 1, äëÿðîçâ'ÿçíîñòi óçàãàëüíåíî¨ çàäà÷i Êîøi (1), (2) äîñòàòíüî äîâåñòè ðîçâ'ÿçíiñòü ií-òåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (16) ó Mk(QT ). Äîñòàòíi óìîâè ùîäî �óíêöié g òà u0, çàÿêèõ óçàãàëüíåíà çàäà÷à Êîøi (1), (2) ðîçâ'ÿçíà, çíàõîäèìî çà äîïîìîãîþ òåîðåìèØàóäåðà, âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêè �óíêöié G0, G1 iç [4℄ òà ìåòîäèêó ç [11℄-[13℄.Ââåäåìî òàêi îïåðàòîðè â Mk(QT ):
(P0v)(x, t) =

t
∫

0

dτ
+∞
∫

−∞

G0(x− ξ, t− τ)g(ξ, τ, v(ξ, τ))dξ,

(Pv)(x, t) = (P0v)(x, t) + h(x, t), äå h(x, t) = G1(x, t) ∗ u0(x).Òîäi iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (16) íàáóäå âèãëÿäó
u = Pu. (18)
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< 1
q + 2

α − 1, s0 − 2
α < k < 1

q − 1, �óíêöiÿ g âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ (3) òà iñíóþòüòàêi ñòàëi m0 > 0, m1 > 0, ùî
|g(x, t, z)| 6 m0|z|

q, |g(x, t, z1)− g(x, t, z2)| 6 m1|z1 − z2|
q (19)äëÿ âñiõ z, z1, z2 ∈ R. Òîäi iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (16) ó ïðîñòîði

Mk(QT ).Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó Øàóäåðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó äî îïåðàòîðà P . Äî-âåäåìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ v ∈ Mk,C(QT ) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ‖Pv‖k 6 C, òîáòîîïåðàòîð P âiäîáðàæà¹ îáìåæåíó çàìêíåíó îïóêëó ìíîæèíó Mk,C(QT ) áàíàõîâîãîïðîñòîðó Mk(QT ) â ñåáå. �îçãëÿíåìî
‖Pv‖k =

∫

QT

ρk(x, t)|(Pv)(x, t)|dxdt 6 ‖P0v‖k + ‖h‖k.Îòðèìà¹ìî
‖P0v‖k =

∫

QT

ρk(x, t)

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

dτ

+∞
∫

−∞

G0(x − ξ, t− τ)g(ξ, τ, v(ξ, τ))dξ

∣

∣

∣

∣

∣

dxdt 6

6

T
∫

0

dτ

+∞
∫

−∞

|g(ξ, τ, v(ξ, τ))|

[ T
∫

τ

dt

+∞
∫

−∞

ρk(x, t)|G0(x− ξ, t− τ)|dx

]

dξ;

‖h‖k =

∫

QT

ρk(x, t)|G1(x, t) ∗ u0(x)|dxdt.Ç ëåìè 1 îäåðæó¹ìî, ùî ‖h‖k = ck < +∞ ïðè k > s0 −
2
α . Âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêè(8), (9) òà (15), ðîçãëÿíåìî

T
∫

τ

dt

+∞
∫

−∞

ρk(x, t)|G0(x− ξ, t− τ)|dx 6 C5

T
∫

τ

ρk(t)(t− τ)
α
2 −1dt

+∞
∫

−∞

exp{−σ|x|
2

2−α (T − t)−
α

2−α }×

× exp{−µα|x− ξ|
2

2−α (t− τ)−
α

2−α }dx 6

6 C6(T − τ)−
α
2 exp

{

−ν2(1− ε)|ξ|
2

2−α (T − τ)−
α

2−α

}

T
∫

τ

(t− τ)α−1(T − t)
α
2 dt 6

6 C7(T − τ)α exp
{

−ν2(1− ε)|ξ|
2

2−α (T − τ)−
α

2−α

}äëÿ âñiõ (ξ, τ) ∈ Q̄T , äå C5, C6, C7 � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi, 0 < µα < µ0, ν2 = min{σ, µα}.Òîäi çà âëàñòèâîñòÿìè (3) òà (19) �óíêöi¨ g
‖P0v‖k 6 C7m0

∫

QT

(T − τ)α exp
{

−ν2(1 − ε)|ξ|
2

2−α (T − τ)−
α

2−α

}

|v(ξ, τ)|qdξdτ 6



178 Îëåíà ÏÀÑI×ÍÈÊISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2011. Âèïóñê 75
6 C7m0

(

∫

QT

ρk(ξ, τ)|v(ξ, τ)|dξdτ

)q

×

×

(

∫

QT

ρ−
kq

1−q (τ)(T − τ)
α

1−q exp

{

−
ν2(1 − ε)

1− q
|ξ|

2
2−α (T − τ)−

α
2−α

}

×

× exp

{

σq

1− q
|ξ|

2
2−α (T − τ)−

α
2−α

}

dξdτ

)1−q

6

6 C8||v||
q
k

( T
∫

0

ρ−
kq

1−q (τ)(T − τ)
α

1−q dτ

+∞
∫

−∞

exp
{

−ν3|ξ|
2

2−α (T − τ)−
α

2−α

}

dξ

)1−q

,äå C8 � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà; ν3 = σq−ν2(1−ε)
1−q ; q < 1 − ε. Ââåäåìî íîâó çìiííóiíòåãðóâàííÿ ζ : ζ2 = |ξ|

2
2−α (T − τ)−

α
2−α . Òîäi

‖P0v‖k 6 C9||v||
q
k

(

T
∫

0

ρ−
kq

1−q (τ)(T − τ)
(3−q)α
2(1−q) dτ

+∞
∫

0

exp{−ν3ζ
2}ζ1−αdζ

)1−q

6

6 C10||v||
q
k

(

T
∫

0

ρ−
kq

1−q (τ)(T − τ)
(3−q)α
2(1−q) dτ

)1−q

6 C11||v||
q
kT

(3−q)α
2

(

T
∫

0

ρ−
kq

1−q (τ)dτ

)1−q

,äå C9, C10, C11 � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi. Îñêiëüêè, ρ(τ) ∼ τ
α
2 ïðè τ → +0, òî iíòåãðàë

∫ T

0 ρ−
kq

1−q (τ)dτ ñêií÷åííèé ïðè k < 1
q − 1. Çâiäñè îòðèìà¹ìî, ùî ||P0v||k 6 Cq,k||v||

q
kïðè k < 1

q − 1.Îòæå, ‖Pv‖k 6 ‖P0v‖k + ‖h‖k 6 Cq,k‖v‖
q
k + ck, ÿêùî s0 − 2

α < k < 1
q − 1, à öåìîæëèâî ëèøå ïðè s0 <

1
q + 2

α − 1. Âiäîìî, ùî ïðè 0 < q < 1 çàâæäè iñíó¹ òàêå
C̃ > 0, ùî Cq,kC

q + ck < C äëÿ âñiõ C > C̃. Òîìó îäåðæó¹ìî, ùî ‖Pv‖k 6 C äëÿäîâiëüíî¨ v ∈Mk,C(QT ) ïðè C > C̃, òîáòî P ïåðåâîäèòü Mk,C(QT ) â ñåáå.Òåïåð äîâåäåìî, ùî P ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì Mk,C(QT ) â ñåáå. Íåõàé
v1, v2 ∈Mk,C(QT ). �îçãëÿíåìî

‖Pv1 − Pv2‖k =

∫

QT

ρk(x, t)|(Pv1)(x, t)− (Pv2)(x, t)|dxdt 6

6

∫

QT

ρk(x, t)

(

t
∫

0

dτ

+∞
∫

−∞

|G0(x− ξ, t− τ)| · |g(ξ, τ, v1(ξ, τ)) − g(ξ, τ, v2(ξ, τ))|dξ

)

dxdt.Ç óìîâè (19) îòðèìà¹ìî, ùî |g(ξ, τ, v1)− g(ξ, τ, v2)| 6 m1|v1 − v2|
q. Òîäi, òàê ñàìî, ÿêìè îöiíèëè íîðìó ‖P0v‖k, ìîæíà îöiíèòè é

‖Pv1 − Pv2‖k 6 C12‖v1 − v2‖
q
k, C12 > 0,à öå îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîð P � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ Mk,C(QT ) â ñåáå.
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v ∈ Mk(QT ), òî çà òåîðåìîþ �iñà îïåðàòîð P ¹ êîìïàêòíèì íà Mk(QT ) òîäi i ëèøåòîäi, êîëè:1) iñíó¹ òàêà ñòàëà C13 > 0, ùî ‖Pv‖k 6 C13 äëÿ äîâiëüíî¨ v ∈Mk,C(QT );2) äëÿ äîâiëüíîãî ε̃ > 0 iñíó¹ òàêå δ = δ(ε) > 0, ùî äëÿ âñiõ (y, p) ∈ QT òàêèõ,ùî |y| < δ, |p| < δ, òà äîâiëüíî¨ v ∈Mk,C(QT ) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∫

QT
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