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Одержано оцінки фундаментального розв’язку рівняння  
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Побудові фундаментальних функцій операторів з частинними дробовими 

похідними присвячено праці [1–7] та ін. Ми узагальнюємо результат [7] на 
випадок однорідного еліптичного оператора з дробовими похідними та 

сталими коефіцієнтами (замість оператора 2( )


  у [7]). Одержані 
результати мають застосування для розв’язності задачі Коші для таких 
рівнянь (зокрема і у просторі узагальнених функцій, наприклад, у [8]) та 
при дослідженні дифузійних процесів [5]. 

Нехай 0( ) = ( )n nD R C R  – простір нескінченно диференційовних функцій 

з компактними носіями в nR , ( )nD R  – простір лінійних неперервних 

функціоналів (узагальнених функцій) на ( )nD R , ( , )f   – значення 

( )nf D R  на основній функції ( )nD R  . 
Розглянемо оператор з дробовими похідними 

( , ) 1( ) = ( , ) ( ) = (2 ) ( , )( )( ) = [ ( , )( )( )],n i x
x x

nR

Au x A x u x a x Fu e d F a x F u
       
    
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( )nu D R , де Fu  – перетворення Фур’є функції u , 

=0| |=

( , ) = ( )( )
N

j s
j

a x a x i
s






 


   (скорочений запис 
| |

( , ) = ( )( )
s

a x a x i 




 


 ),  

1= ( , , )n  K , j , = 1, ,j nK  – невід’ємні числа, які можуть бути 

дробовими, 1| |= n   K , 2 = 1i  , 1
1( ) = ( ) ( ) n

ni i i
       , 

( )na C R
 . 

Позначаємо через ̂  операцію згортки узагальненої функції g  та 

основної функції   ([9], с. 111): ˆ( )( ) = ( ( ), ( )),g x g x      через   

позначаємо операцію згортки узагальнених функцій f  і g  ([9], с. 111) – 
узагальнену функцію f g : ˆ( , ) = ( , )f g f g    для кожної основної 
функції  . 

Нехай 
1( )

( ) =
( )

t t
f t











 при > 0  і 1( ) = ( )f t f t   при 0,   де ( )t  – 

одинична функція Хевісайда, 1
1

( ) = ( ) ( )n
n

f x f x f x   K  – прямий добуток 

([10], c. 126) узагальнених функцій 
j

f , = 1, ,j nK . Правильні 

співвідношення 

 =f f f    ,  ˆ =f f f    .  

Визначаємо ([10], c. 143) похідну Рімана-Ліувілля дробового порядку   

функції ( )v D R  

 ( )
1 1( ) = ( ) ( ) = ( ) ( ) = ( ) ( )v t f t v t f t v t f t v t

        .  

Зауважимо, що 

 1 1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) = ( ) ( ) = ( ) ( )f t v t f t v t f t v t         , ( )v D R .  

Отримаємо 

 ( , )1
( ) ( )( ) =

(2 )
i x

n
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
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 ( , ) ( , )1 1
= ( ) ( ) = ( ) ( ) =

(2 ) ( 2 )
i x y i t

n n
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 

  
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 ( , ) ( , )1 1
= ( ) ( ( )) = ( ) ( ) =

( 2 ) ( 2 )
i x i x

n n
n nR R

i e u x d i e d u x      
 

   
      

 = 1( 1) [( ) ] ( ) = ( ) ( ).n F i u x f x u x

       

Отже, 
| |

( ) = ( )( ( ) ( )), ( ).n

s

Au x a x f x u x u D R 





   

Зауважимо, що для довільних , ( )nu v D R  

 
| | | |

ˆ= ( )( ( ) ( )) ( ) = ( )( ( ) ( ) ( ))
s s

Auvdx a x f x u x v x dx u x f x a x v x dx   
 

 
 

     ,  

тому формально спряжений оператор до оператора A  набуває вигляду 

 *

| |

ˆ( ) = ( )
s

A v x f a v 





 , *

| |

ˆ( ) = ( )
s

A v x f a v 





 ,   

якщо a  – дійснозначні. 

Псевдодиференціальний оператор A  називається еліптичним в області 
nR  , якщо існують такі додатні сталі 1 2,C C , що  

 1 2| ( , ) | (1 | |) , | | .sa x C x C          

В [4] методом Радона ([9], c. 206) побудована фундаментальна функція 

0( ) = ( , 0)x x   однорідного еліптичного оператора з дробовими похідними 

| |=

= ( , ) = ( )
s

A A x a f x 


   зі сталими коефіцієнтами a , | |= s . 

Використаємо перетворення Радона за просторовими змінними 1, , nx xK  

для знаходження розв’язку ( , ) = ( , )nx t x t   рівняння 

 1

=1

( ) ( , ) ( ) ( , ) = ( , ), ( , )
n

n
j j

j

f t x t b f x x t x t x t R    
      (1) 

зі сталими коефіцієнтами , = 1, ,jb j nK  за умови 

 0
=1

, | |= 1.
n

n
j j

j

b p C p R p     (2) 

Тут ( , )x t  – дельта-функція Дірака.  
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Теорема. При >   або < < 2   та за умови (2) існує 

фундаментальний розв’язок ( , )n x t  рівняння (1), для якого правильні 

оцінки 

 
*

| ( , ) | , | | < ,
| | | |

n
n n

C t
x t ln x t

t x x


 

 



  (3) 

 
1

| ( , ) | , | | > , , > 0.
| |
n n

n n

C
x t x t x R t

t x
 





   (4) 

При 
2n m





 , = 0,1, , = 1,2,m K K в оцінці (3) логарифм можна 

опустити. 

Доведення. Нехай n  – одинична сфера в nR , 

1 1, = ( , ) =n n np p x p x p x   K , 2 2

=1

= ( ) =
n

j j
j

b b p b p .  Зауважимо, що за 

умови (2)   2
0( ) > 0b p C  для всіх np   . 

Шукаємо функцію ( , )n x t  у вигляді 

 ,( , ) = ( , ) .n p n p

n

x t t dS  

  (5) 

За властивістю згортки  

 , ,
=1 =1

( ) (( , ), ) = ( ( ) ( , )).
n n

j j p n j j p n
j j

b f x p x t b p f t
          

Враховуючи, що ( , ) = ( ) ( )x t x t   , для ( )x  правильні зображення ([9], 
c. 103) 
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0 ( 1) 0

1 1 1
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( ) = ( ) , = ,

2(2 )
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n n n p n n

n
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


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




  K  (6) 

при непарному n , а при парному n  

 
2

0 0
1 1

( 1)
( ) = ( ) , = ,

(2 )

n
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n n n p n n

n

x b p x p x dS b







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для знаходження ,p n  одержуємо рівняння 

 2 0 (2 )
,2 1 ,2 1 2 1( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) = ( ) ( ),k

p k p k kf t t b p f t a t                 (8) 

 2 0 2
,2 ,2 2( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) = ( ).k

p k p k kf t t b p f t b t       
      (9) 

Використовуючи результати [7], знаходимо фундаментальний розв’язок 

( , )pG t  рівняння 

 2( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) = ( , ).p pf t G t b p f G t t          (10) 

За теоремою з ([10], c. 142) розв’язки рівнянь (8) та (9) набувають вигляду 

 
2 2

0 (2 ) 0 0
,2 1 2 1 2 1 2 12 2

( , ) = ( , ) ( ) = ( , ) = (| |, ),
| |

k k
k

p k k p k p k pk k

d d
t a G t a G t a G t

d d
      

 
    (11) 

 . 0 2
,2 2( , ) = ( , ) k

p k k pt b G t    . (12) 

Згідно з [7] 

 
1/2 1

2,1
2,3 2

(1,1) ( , )| |
( , ) = | ,

(1,1) (1 / 2, / 2) (1, / 2)| | 2 ( )
p

t
G t H

b p t



 

 


 

      
  

де 1 1,
,

1 1

( , ) ( , )
|
( , ) ( , )

p pm n
p q

q q

a a
H z

b b

 
 

     

K
K

 – H-функція Фокса [11]. 

Використовуємо позначення з [11] для ,
,

m n
p qH  

*
=1 = 1 =1 = 1

=
n p m q

i i i ii i n i i m
a    

 
      , *

=1 =1
=

q p
i ii i
    . 

Для функції pG  отримаємо * = 2a  , * =    . Тому за умов 

теореми функція pG  існує для всіх 0  , > 0t . 

Використовуючи формулу диференціювання для H -функцій Фокса ([11], 
с. 33), одержимо 

0 1/2 1
2 1 3,1

,2 1 3,42 1 2

(1,1) ( , ) (1, )| |
( , ) = | .

(2 1, ) (1,1) (1 / 2, / 2) (1, / 2)| | 2
k

p k k

a t
t H

kb t

 

 

   
 

  




 

      
 

У [11] побудовано асимптотику для H -функцій Фокса. Враховуючи, що 
виконуються умови (1.6) та (1.3.2) із [11], за теоремою 1.7 із [11] одержуємо 
оцінки 
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 2 1
,2 1 1 2 1

| ( , ) |
| |
k

p k k

q
t

t 
 




  
  при | | > t  ,  

а за наслідком 1.12.1 із теореми 1.12 [11] 

 
1* 1 min{1, }2 1

,2 1 2 1

| |
| ( , ) | ( )

| | | |
k

p k k

q t t
t ln

t

  


 


 

 




 
  при  | | < t  ,  

звідки 

 
*
2 1

,2 1 2 1
| ( , ) |

| | | |
k

p k k

q t
t ln

t



 
 

 


  
 , якщо < 1 ,  

 
*
2 1

,2 1 1
1 (1 ) 2

| ( , ) |
| |

| |

k
p k

k

q t
t ln

t








 







 
  у випадку 1  .  

Тут і далі * *
, ,, , ,i i i j i jq q q q  – певні додатні сталі. У випадку 

2
, = 0,1, , = 1,2,

n m
m 




 K K  правильні такі ж оцінки без 

логарифмів.  

Тепер за формулою (11) та з одержаних вище оцінок функції ,2 1( , )p k t   

отримуємо оцінки шуканого фундаментального розв’язку. У випадку < 1  
матимемо 

 
*
2 1 (2 1 )

2 1

2 1

| ( , ) | | |
| |

{ :| | < }

k k
k p

k

q t
x t ln d S

t
p t







 




   


 

 


   

 2 1 2 1
1 21

2 1

| | = ( , ) ( , )

{ :| | > }

k k
p

k

q
d S I x t I x t

t
p t








  


 

 


 .  

Зауважимо, що другого доданка немає у випадку | | <x t  , оскільки 

| |=| || ( , ) | | |x cos x p x   при 2 1kp   . При  | | >x t   одержуємо 

2 1 2 12 1 2
2 1

1
2 12 1

0 ( , ) = | | | | = 0

{ :| | > }

k kk k
p p

kk

q q
I x t d S d S

t
p t t

 
 

 



   


   

 


  . 
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Останню рівність одержали на підставі формули вправи 10 із ([9], c. 105–

106), за якою 2

2 1

= 0k
p

k

d S

 

 . Отже, 2( , ) = 0I x t . 

Використовуючи формули цієї ж вправи, обчислюємо 1( , )I x t . Виконуючи 

заміну 1
1= = n

n

x x
p p

t t t
  
  


  K , знаходимо  

 
1 (2 1 )* (2 1 )

1 2 1
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1
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| |
{ :| |<1}
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k
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      


 
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k kk
k p k

k
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t
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

 


      
  

 

  . 

При | | <x t   одержуємо оцінку (3). Враховуючи, що при | | >x t   

отримаємо 
| |

| |=
| | | |

xt t
ln ln C

x t x

 

  
 , з попередньої оцінки одержуємо 

*
2 1,1 2 1

2 1 2 1 1 2 1

| |
| ( , ) |

| | | |
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k k k

q Cx
x t ln

t x t t x



  
  

    
  , а отже, оцінку (4). 

При 1   згідно з формулою (11) та оцінками функції ,2 1( , )p k t   

знаходимо 
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Звідси, враховуючи, що 1<| |t x



   при | | >x t  , одержуємо оцінку (3), 

тому що 
| |

| |=
| | | |

xt t
ln ln C

x t x

 

  
  при | | >x t  , а при 1   ще й 

1
(1 ) 1<| |t x

 
  , одержуємо оцінку (4). 
Тепер розглянемо випадок = 2n k . Існування згортки у формулі (12) не 

очевидне. Тому простіше знайти функцію 2 ( , )k x t  методом спуску ([10], c. 

195–198) за змінною 2 1kx   

 2 2 1 2 1
0

( , ) = ( , , ) = 2 ( , , )k k kx t x z t dz x z t dz  
 

 

  , де 1 2= ( , , )kx x xK .  

Використовуючи оцінки (3), (4) при = 2 1n k  , обчислюємо одержані 
інтеграли з використанням формул 2.2.3.5 та 2.6.5.4 із [12]. Теорема 
доведена. 
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Получено оценки фундаментального решения уравнения 

( ) 1

=1

( ) = ( , ), ( , )
n

n
t j x

jj

u b u x t x t R      

с частными дробными производными Римана-Лиувилля ( )
tu  , 

( )
x
j

u 
 и 

постоянными коэффициентами jb , = 1,j n  при условии   0
=1

n

j j
j

b p C   для 

всех , | |= 1.np R p  
Ключевые слова: производная дробного порядка, обобщенная функция, 

фундаментальное решение, H-функция Фокса. 
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We obtain the estimates of the fundamental solution of the equation  
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( ) = ( , ), ( , )
n

n
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u b u x t x t R      

with partial fractional derivatives of Riemann-Liouville ( )
tu  , 

( )
x
j

u 
 and 

constant coefficients jb , = 1,j n  under the condition   0
=1

n

j j
j

b p C   for all 

, | |= 1.np R p  
Key words: fractional derivative, generalized function, fundamental 

solution, H-function of Fox. 
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