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Введено характеристику Неванлiнни T0(r, u) для δ-субгармонiйних у
симетричних кульових прошарках BLR = {x : 1

R
< |x| < R} функцiй. До-

слiджено деякi її властивостi та доведено аналог першої основної теореми
Неванлiнни для δ-субгармонiйних функцiй в BLR. Крiм того, введено i
вивчено поняття порядку зростання δ-субгармонiйних в R

m\{0} функцiй.

Ключовi слова: δ-субгармонiйна функцiя, мiра Рicа, характеристика
Неванлiнни, порядок зростання.

1. Вступ. Наша мета – вивчити функцiї вигляду u := u1 − u2, де u1 i u2 –
субгармонiйнi функцiї в областi G ⊂ Rm; Rm – m-вимiрний евклiдовий простiр.
Функцiї такого вигляду називаються δ-субгармонiйними. Рiзниця зi значеннями в R

визначена поза пiдмножиною з G, на якiй функцiї u1 та u2 одночасно дорiвнюють
−∞. Вiдтак δ-субгармонiйнi функцiї утворюють лiнiйний простiр.

Теорiя δ-субгармонiйних функцiй тiсно пов’язана з теорiєю потенцiалу i комп-
лексним аналiзом. Дослiджували властивостi функцiй такого класу Арсов М.
(Arsove M.) [1], Брело М. (Brelot M.) [2], Привалов I. [3] та iн. Недавнi публiкацiї
([4] – [8] та iншi) свiдчать, що зацiкавлення вивченням δ-субгармонiйних функцiй у
рiзних галузях не зменшується.

У [9]-[10] ми вивчали субгармонiйнi функцiї в довiльних кульових прошарках
BL = {x : s < |x| < r}, s < 1 < r, i, зокрема, в симетричних стосовно одиничної
сфери кульових прошарках BLR = {x : 1

R < |x| < R}. Це сприяло вивченню δ-
субгармонiйних функцiй в BLR, що i стало об’єктом дослiдження цiєї статтi, яку
можна вважати доповненням до [9]-[10]. Зокрема, вводиться характеристика Не-
ванлiнни та дослiджуються її властивостi. Крiм того, доводиться аналог Першої
Основної Теореми Неванлiнни для δ-субгармонiйних функцiй в BLR. Вводиться i
вивчається поняття порядку зростання δ-субгармонiйних функцiй у проколеному
просторi Rm\{0}.

2. Характеристика Неванлiнни δ-субгармонiйних в BLR функцiй та

її властивостi. Нехай функцiя u(x) – δ-субгармонiйна в BLR, i µu – мiра Рiса
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(довiльного знака), визначена так:

µu =
1

(m− 2)σm
△u,

де σm – площа поверхнi одиничної сфери; m > 3, △ – оператор Лапласа в сенсi
узагальнених функцiй.

Нехай µu = µ+
u −µ−

u – розвинення Жордана мiри µu [3], де µ+
u та µ−

u – невiд’ємнi
борелевi мiри. Зображення u(x)=u1(x)−u2(x) називають канонiчним, якщо µu1

=µ+
u ,

µu2
= µ−

u . Таке зображення неоднозначне, функцiї u1 та u2 визначаються з точнiстю
до гармонiйного доданка.

Позначимо

n+
0 (t, u) = µ+

u = µ+

{

x :
1

t
< |x| 6 t

}

, 1 < t < R,

n−

0 (t, u) = µ−

u = µ−

{

x :
1

t
< |x| 6 t

}

, 1 < t < R,

n+
0 (1, u) = n+(1 + 0, u), n−

0 (1, u) = n−(1 + 0, u)

i

N+
0 (r, u) := (m− 2)

r
∫

1

n+
0 (t, u)

tm−1
dt−

m− 2

rm−2

1
∫

1

r

n+
0 (t, u)

tm−1
dt, 1 6 r < R,

N−

0 (r, u) := (m− 2)

r
∫

1

n−

0 (t, u)

tm−1
dt−

m− 2

rm−2

1
∫

1

r

n−

0 (t, u)

tm−1
dt, 1 6 r < R,

N0(r, u) := N+
0 (r, u)−N−

0 (r, u).

Теорема А (наслiдок 1 [10]). Нехай u(x)- субгармонiйна функцiя в BLr, r > 1,
u не дорiвнює −∞ тотожно i µ – мiра Рiса функцiї u. Тодi

N0(r, u) = N+
0 (r, u) =

1

cmrm−1

∫

S(0,r)

u(x)dσ(x) +
r2−m

cm
(

1
r

)m−1

∫

S(0, 1
r
)

u(x)dσ(x)−

−(1 + r2−m)
1

cm

∫

S(0,1)

u(x)dσ(x). (1)

Формула (1) є аналогом формули Йенсена для субгармонiйних функцiй у симет-
ричних кульових прошарках BLr. Зокрема, якщо функцiя h гармонiйна в BLr, то
µh = µ+

h = 0 i спiввiдношення (1) набуває вигляду

0 =
1

cmrm−1

∫

S(0,r)

h(x)dσ(x) +
r2−m

cm
(

1
r

)m−1

∫

S(0, 1
r
)

h(x)dσ(x)−
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−(1 + r2−m)
1

cm

∫

S(0,1)

h(x)dσ(x).

Нехай u – δ – субгармонiйна функцiя в BLR, u = u1 − u2 – деяке її канонiчне
зображення. Застосовуючи теорему А до функцiй u1 та u2 i враховуючи останнє
спiввiдношення, одержимо

N+
0 (r, u) =

1

cmrm−1

∫

S(0,r)

u1(x)dσ(x) +
r2−m

cm
(

1
r

)m−1

∫

S(0, 1
r
)

u1(x)dσ(x)−

−(1 + r2−m)
1

cm

∫

S(0,1)

u1(x)dσ(x), 1 6 r < R, (2)

N−

0 (r, u) =
1

cmrm−1

∫

S(0,r)

u2(x)dσ(x) +
r2−m

cm
(

1
r

)m−1

∫

S(0, 1
r
)

u2(x)dσ(x)−

−(1 + r2−m)
1

cm

∫

S(0,1)

u2(x)dσ(x), 1 6 r < R. (3)

Вiднiмаючи почленно (2) i (3), отримаємо

N0(r, u) =
1

cmrm−1

∫

S(0,r)

u(x)dσ(x) +
r2−m

cm
(

1
r

)m−1

∫

S(0, 1
r
)

u(x)dσ(x)−

−(1 + r2−m)
1

cm

∫

S(0,1)

u(x)dσ(x), 1 6 r < R, (4)

незалежно вiд канонiчного зображення функцiї u. Спiввiдношення (4) – це аналог
формули Йенсена для δ-субгармонiйних в BLR функцiй.

Означення 1. Нехай u – δ-субгармонiйна в BLR функцiя, вiдмiнна вiд тотожних

−∞ чи +∞, m > 3. Характеристикою Неванлiнни функцiї u називається функцiя

T0(r, u) := N−

0 (r, u) +
1

cmrm−1

∫

S(0,r)

u+(x)dσ(x) +
r2−m

cm
(

1
r

)m−1

∫

S(0, 1
r
)

u+(x)dσ(x)−

−(1 + r2−m)
1

cm

∫

S(0,1)

u+(x)dσ(x), 1 6 r < R, (5)

де u+ = max{u, 0}.

Зауважимо таке: коли функцiя u субгармонiйна в BLr, то N−

0 (r, u) = 0 i T0(r, u)
збiгається з введеною в [10] характеристикою Неванлiнни. Попри неоднозначнiсть
канонiчного зображення δ-субгармонiйної функцiї u одержимо таке твердження.
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Теорема 1. Якщо u = u1 − u2 – канонiчне зображення функцiї u, то

T0(r, u) :=
1

cmrm−1

∫

S(0,r)

max(u1, u2)(x)dσ(x)+
r2−m

cm
(

1
r

)m−1

∫

S(0, 1
r
)

max(u1, u2)(x)dσ(x)−

−(1 + r2−m)
1

cm

∫

S(0,1)

max(u1, u2)(x)dσ(x). (6)

Доведення. Застосовуючи Теорему А до функцiї u2, отримаємо

N−

0 (r, u) =
1

cmrm−1

∫

S(0,r)

u2(x)dσ(x) +
r2−m

cm
(

1
r

)m−1

∫

S(0, 1
r
)

u2(x)dσ(x)−

−(1 + r2−m)
1

cm

∫

S(0,1)

u2(x)dσ(x). (7)

Пiдставляючи (7) в (5) i враховуючи, що u++u2 = max(u1, u2), одержимо (6). �

Властивостi характеристики Неванлiнни T0(r, u), 1 6 r < R, подано в такiй
теоремi.

Теорема 2. Нехай u(x)- δ-субгармонiйна функцiя в BLR, вiдмiнна вiд тотожних

−∞ чи +∞. Тодi правильнi такi властивостi:

1) функцiя T0(r, u) є невiд’ємною, неспадною i опуклою стосовно r2−m на [1, R),
T0(1, u) = 0;

2) T0(r, u) = T0(r,−u), 1 6 r < R;

3) якщо функцiя v є δ – субгармонiйною в BLR, вiдмiнна вiд тотожних −∞
чи +∞, то

T0(r, αu + βv) 6 |α|T0(r, u) + |β|T0(r, v) +O(1), r → R,

де α, β ∈ R.

Зауважимо, що властивiсть 2 є аналогом Першої Основної Теореми для δ-суб-
гармонiйних функцiй в BLR;

Доведення. Оскiльки u⋆(x) = max(u1, u2)(x) є субгармонiйною функцiєю, то з Тео-
реми 1 i (1) випливає, що

T0(r, u) := N0(r, u
⋆).

Функцiя N0(r, u
⋆) є невiд’ємною та неспадною, що випливає з її означення. Крiм

того, її похiдна справа

dN0(r, u
∗)

dr2−m
= −(n1(r) − n1(

1

r
))− (m− 2)

1
∫

1/r

n1(t)− n1(
1
t )

tm−1
dt,

де n1(t) – функцiя розподiлу мiри Рiса функцiї u∗ не спадає, коли r2−m зростає,
тому вона опукла щодо r2−m. Отож, такою є i характеристика T0(r, u).

Рiвнiсть T0(1, u) = 0 є негайним наслiдком спiввiдношення (5). Властивiсть 1
доведена.
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Властивiсть 2 є безпосереднiм наслiдком Теореми 1.
Доведемо, що

T0(r, |α|u) = |α|T0(r, u). (8)

Справдi, якщо α > 0, то зi спiввiдношення (6) одержимо T0(r, αu) = αT0(r, u). Якщо
ж α < 0, то з властивостi 2 отримаємо (8).

Доведемо, що

T0(r, u+ v) 6 T0(r, u) + T0(r, v) +O(1). (9)

Оскiльки (u+v)+ 6 u++v+ i N−

0 (r, u+v) ≤ N−

0 (r, u)+N−

0 (r, v), то зi спiввiдношення
(5) отримаємо (9). З (8) та (9) одержимо властивiсть 3. �

3. Порядок зростання δ-субгармонiйних в R
m\{0} функцiй.

Означення 2. Нехай v(x) – δ-субгармонiйна в Rm\{0} функцiя, вiдмiнна вiд то-

тожних −∞ чи +∞. Порядком зростання функцiї v називається порядок зрос-

тання її Неванлiннової характеристики, тобто

ρ[v] := lim
r→∞

logT0(r, v)

log r
.

Теорема 3. Нехай v1, v2 – δ-субгармонiйнi функцiї в Rm\{0}, вiдмiннi вiд тотож-

них −∞ чи +∞. Тодi при α 6= 0 i β 6= 0 виконується

ρ[αv1 + βv2] 6 max(ρ[v1], ρ[v2]). (10)

Доведення. Приймемо v := v1 + v2. З властивостi 3 Теореми 2 одержимо

T0(r, v) 6 T0(r, v1)+T0(r, v2)+O(1) 6 (|α|+|β|)max(T0(r, v1), T0(r, v2))+O(1), r → R.

З означення порядку зростання отримуємо (10). �
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Nevanlinna characteristic T0(r, u) for δ-subharmonic in symmetric ball
layers BLR = {x : 1

R
< |x| < R} functions is introduced. Some properties

of T0(r, u) are investigated and a counterpart of the first fundamental theorem
for δ-subharmonic in BLR functions is proved. Furthermore, a growth order of
δ-subharmonic functions in R

m\{0} is defined and investigated.

Key words: δ-subharmonic function, Riesz measure, Nevanlinna characteri-
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ХАРАКТЕРИСТИКИ РОСТА δ-СУБГАРМОНИЧЕСКИХ В
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Введена характеристика Неванлинны T0(r, u) для δ-субгармонических
в симметрических шаровых прослойках BLR = {x : 1

R
< |x| < R} функ-

ций. Исследованы некоторые её свойства и доказан аналог первой основной
теоремы для δ-субгармонических в BLR функций. Кроме того, введено и
изучено понятие порядка роста δ-субгармонических в R

m\{0} функций.

Ключевые слова: δ-субгармоническая функция, мера Рисса, характе-
ристика Неванлинны, порядок роста.


