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Доведено, що локально компактний монотетичний моноїд зi скорочен-
нями i вiдкритими зсувами або компактний або дискретний.
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1. Вступ. Пiд топологiчною пiвгрупою ми розумiтимемо гаусдорфовий топо-
логiчний простiр, на якому задана асоцiативна сукупно неперервна операцiя. Якщо
топологiчна пiвгрупа мiстить двосторонню одиницю, то вона називається топологiч-

ним моноїдом. Кажуть, що топологiчна пiвгрупа S монотетична, якщо вона мiстить
всюди щiльну циклiчну пiдпiвгрупу, тобто S = {an|n ∈ ω} для деякого a ∈ S, який
називається генератором пiвгрупи S. Вiдомо, що компактнi монотетичнi топологiч-
нi групи – це компактнi абелевi групи, групи характерiв яких є пiдгрупами кола
в дискретнiй топологiї. Для локально компактних монотетичних груп виконується
альтернатива Понтрягiна [1]: локально компактна монотетична група або дискретна
або компактна. Компактнi монотетичнi пiвгрупи описав Е. Хьюiт в [2]. Стосовно ло-
кально компактних монотетичних моноїдiв залишається вiдкритим питання Р. Коха
[3]: чи виконується альтернатива Понтрягiна для локально компактних монотетич-
них моноїдiв? Є. Зеленюк в [4] побудував приклад злiченної локально компактної
монотетичної пiвгрупи зi скороченням, яка не дискретна i не компактна. Легко ба-
чити, що монотетичний локально компактний злiченний моноїд – дискретний, тому
приєднати одиницю до пiвгрупи Зеленюка неможливо.

2. Надалi моноїд S задовольняє умову: для довiльних a, x, y ∈ S з того, що
ax = ay випливає x = y i з xa = ya випливає x = y. Такi моноїди називаються мо-

ноїдами зi скороченням. Вiдомо, що комутативна пiвгрупа зi скороченнями S може
бути вкладеною в групу дробiв пiвгрупи S [5]. Нехай S така пiвгрупа, то множи-
на S × S є знову такою пiвгрупою з покоординатним множенням, прийнятим як
пiвгрупова операцiя. В S × S означимо вiдношення R, прийнявши (a, b)R(c, d), де
(a, b) ∈ S × S i (c, d) ∈ S × S тодi i тiльки тодi, коли ad = bc. Легко перевiрити,
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що R є конгруенцiєю на S × S. Нехай G – множина класiв еквiвалентностi за вiдно-
шенням R. Тодi G є групою, яка називається групою дробiв, породженою S. Нехай
π : S × S → G – природне вiдображення, яке кожному елементу (a, b) ∈ S × S ста-
вить у вiдповiднiсть клас еквiвалентностi в G, що мiстить елемент (a, b). Очевидно,
що π є гомоморфiзмом пiвгрупи S × S в групу G. Для довiльного елемента b ∈ S

визначимо вiдображення P : S → G, P (x) = π(xb, b). Легко бачити, що P коректно
визначений гомоморфiзм S в G i не залежить вiд вибору елемента b. Вiдображення
P є вкладенням S в групу, породжену пiвгрупою S.

Якщо S – топологiчна пiвгрупа, то на S × S визначена топологiя декартового
добутку, стосовно якої S × S є топологiчною пiвгрупою. На групi G можна задати
фактор-топологiю за вiдображенням π: множина O є вiдкритою в G тодi i тiльки
тодi, коли π−1(O) є вiдкритою множиною в S × S.

Означення 1. Пiвгрупа S вкладена в G, якщо G є гаусдорфовою топологiчною

групою i P є гомеоморфiзмом на P (S) у топологiї iндукованiй з S.

Теорема 1. Якщо S – комутативна пiвгрупа зi скороченням i I – iдеал в S, то

група H, породжена пiвгрупою I i група G, породжена пiвгрупою S топологiчно

iзоморфнi.

Доведення. Розглянемо дiаграму

G←−π1
S × S−→

f
I × I−→π2

H ,

де π1 i π2 – природнi вiдображення i f(x, y) = (xt, yt), де t – фiксований елемент в
I. Нехай f∗ : G → H – вiдображення, означене так: f∗(g) = π2(f(π

−1

1 (g))). Легко
бачити, що f∗ є алгебричним iзоморфiзмом G на H .

Доведемо, що f∗ – неперервний iзоморфiзм. Нехай g ∈ G i нехай U – вiдкрита
множина в H , що мiстить f∗(g). Оскiльки π2 – неперервне вiдображення за означен-
ням, π−12 (U) – вiдкрита множина в I × I. Вiдображення f є неперервним, оскiльки

множення неперервне, тому f−1(π−12 (U)) є вiдкрита в S×S. Нехай (x, y) ∈ S×S така
точка, що для деякої точки (a, b) ∈ f−1(π−12 (U)), (x, y)R(a, b), тобто xb = ya, тому
xtbt = ytat i (x, y) ∈ f−1(π−1

2
(U)), для f(x, y)R(a, b). Тодi π−1

1
(π1f

−1(π−1
2

(U))) ⊂
⊂ f−1(π−12 (U)) – вiдкрита множина в S × S, f∗(π1(f

−1(π−12 (U)))) ⊂ U i
g ∈ π1(f

−1(π−12 (U))) – вiдкрита множина.
Для доведення неперервностi (f∗)−1 розглянемо g = (f∗)−1(h), де g ∈ G i h ∈ H .

Нехай V – вiдкрита множина, що мiстить g. Множина π−11 (V ) є вiдкритою в S × S.
Нехай W ={множина всiх точок в I × I, для яких iснує точка R-еквiвалентна в
f(π−11 (V ))}. Оскiльки W = (I × I) ∩ π−11 (V )), то W – вiдкрита множина в I × I.
Отож, вiдображення (f∗)−1 є неперервним: π−12 (π2(W )) = W , (f∗)−1(π2(W )) ⊂ V i
h ∈ (π2(W )). �

Приклад 1. Нехай S = (0, 1] – iнтервал числової прямої у звичайнiй топологiї. S
є пiвгрупою зi скороченням стосовно операцiї множення дiйсних чисел. Очевидно
G = R+ = {x ∈ R, x > 0} – топологiчна група породжена S. Для довiльного t ∈ (0, 1)
позначимо iдеал в S через It = (0, t). Тодi кожен iдеал It породжує групу G.
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Означення 2 ([6]). Пiвгрупа S має властивiсть F , якщо для довiльних x, y ∈ S

i довiльного V – околу точки x, то iснує окiл W точки y такий, що xy ∈ ∩{V y′|
y′ ∈ W} i yx ∈ ∩{y′V |y′ ∈ W}

Приклад 2. Нехай S – вiдкрита пiдпiвгрупа топологiчної групи G. Якщо x, y ∈ S i
x ∈ V , де V – вiдкрита в S, то V – також вiдкрита множина в G i x = y−1yx. Iснують
вiдкритi пiдмножини U i W в S такi, що yx ∈ W i y ∈ U , U−1W ⊂ V . Тому yx ∈ y′V

для всiх y′ ∈ U , тому S має властивiсть F . Отож, будь-яка вiдкрита пiдпiвгрупа
топологiчної групи має властивiсть F .

Теорема 2. Нехай S – комутативна пiвгрупа зi скороченням. Якщо S має влас-

тивiсть F , тодi для довiльної вiдкритої множини V в S i довiльного елемента

y ∈ S, множини V y та yV є вiдкритими. Пiвгрупу S, що має цю властивiсть,

називатимемо пiвгрупою з вiдкритими зсувами.

Доведення. Нехай V – вiдкрита пiдмножина в S i y ∈ S. Для x ∈ V y, x = ay для
деякого a ∈ V ; тому iснує вiдкрита множина U , що мiстить y така, що ay ∈ V y′

для всiх y′ ∈ U . Оскiльки U – вiдкрита множина, що мiстить y, то iснує вiдкрита
множина W , що мiстить x така, що xy ∈ x′U для всiх x′ ∈ W . Якщо {xd} – напрям-
ленiсть в S така, що xd → x, то iснує d0 таке, що з d > d0 випливає xd ∈ W . Тодi
для d > d0 iснує yd ∈ U , таке, що xy = xdyd. Отже, x ∈ V yd, для d > d0, тому iснує
елемент ad ∈ V такий, що x = adyd. Отож, xdyd = xy = adydy i за законом скоро-
чення xd = ady ∈ V y для всiх d > d0. Звiдси випливає, що кожна напрямленiсть,
що збiгається до точки з V y починаючи з d0 мiститься в V y. Отже, V y – вiдкрита
множина. �

Теорема 3. Нехай S – топологiчний комутативний моноїд зi скороченням, що

має властивiсть F , тодi максимальна група H(e), що мiстить iдемпотент e,

вiдкрито-замкнена топологiчна група в S.

Доведення. Оскiльки e2 = e, то для довiльної вiдкритої пiдмножини V , що мiстить
e за властивiстю F iснує вiдкрита множина W , що мiстить e така, що e ∈ V w для
всiх w ∈ W . Далi з w ∈ W випливає iснування x ∈ V такого, що xw = e. Тому кожен
елемент з W має обернений стосовно e i W ⊂ H(e). Iнверсiя неперервна в e, позаяк
W є вiдкритою множиною, що мiстить e й iснує окiл U iдемпотента e такий, що
U−1 ⊂ W за властивiстю F . Тому максимальна група H(e) є топологiчною групою
i мiстить вiдкриту пiдмножину W з S, тому H(e) – вiдкрита в S.

Нехай тепер x ∈ H(e). Тодi iснує напрямленiсть {xα} ⊂ H(e) така, що {xα} → x.
Оскiльки xαe = xα для всiх α i xαe → xe, то x = xe. Оскiльки H(e) – вiдкритий окiл
точки e, то за властивiстю F iснує окiл V (x) такий, що x ∈ vH(e), для всiх v ∈ V (x).

Однак V (x)∩H(e) 6= ∅. Нехай y ∈ V (x)∩H(e), тодi x ∈ yH(e) = H(e) i H(e) = H(e).
Отже, H(e) – замкнена множина. �

Наслiдок 1. Нехай комутативний топологiчний моноїд S зi скороченням i з оди-

ницею 1 задовольняє умову F . Тодi максимальна група H(1), що мiстить 1 –

вiдкрито-замкнена.

Нехай S – комутативний моноїд зi скороченнями й одиницею 1. Легко бачи-
ти, що кожен такий моноїд є прямою сумою максимальної групи H(1) i, можливо,
максимального не порожнього iдеалу T = S \H(1).
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Надалi нам потрiбний факт з теорiї комутативних топологiчних напiвгруп.

Теорема 4 (Росман Н. [6]). Нехай S – комутативна топологiчна пiвгрупа зi скоро-

ченнями. Необхiдною i достатньою умовою того, що S вкладається як вiдкрита

пiдмножина в топологiчну групу G є те, що S має властивiсть F .

А також такi теореми.

Теорема 5 (Церпес Н.А. i Мухерджеа А. [7]). Реверсивна справа локально ком-

пактна топологiчна пiвгрупа S зi скороченням вкладається у топологiчну групу

як вiдкрита пiднапiвгрупа тодi i тiльки тодi, коли S є з вiдкритими зсувами.

Теорема 6 (Еллiс Р. [8]). Нехай G – група, на якiй задано локально компактну

пiвгрупову топологiю. Тодi G – топологiчна група.

Теорема 7. Нехай S – зв’язний локально компактний комутативний моноїд з

вiдкритими зсувами та скороченнями. Тодi S – топологiчна група.

Доведення. За теоремою 5, моноїд S вкладається як вiдкрита пiдпiвгрупа в деяку
топологiчну групу G. З прикладу 2 випливає, що тодi S має властивiсть F . Тодi за
наслiдком 1 отримуємо, що H(1) – максимальна пiдгрупа в S є вiдкрито- замкненою
пiдгрупою в G. Iз зв’язностi S випливає, що H(1) = S i S є локально компактним
за умовою теореми. Тому S – топологiчна група за теоремою Елiса. �

Теорема 8. Нехай S – монотетичний топологiчний локально компактний моноїд

з вiдкритими зсувами та скороченнями. Тодi S або дискретний моноїд, або S –

компактна топологiчна група.

Доведення. Розглянемо розклад S на максимальну групу H(1) i максимальний iдеал
T . Припустимо, що T 6= ∅. За теоремою 5, моноїд S вкладається у топологiчну групу.
Тодi, з прикладу 2 випливає, що S має властивiсть F . Тодi, за наслiдком 1, H(1) –
вiдкрита пiдгрупа в S.

Нехай a – генератор моноїда S. Якщо a ∈ T , то {an|n ∈ N} ⊂ T = T = S \H(1).

Якщо ж a ∈ H(1), то з замкненостi H(1) випливає, що {an|n ∈ N} ⊂ H(1), тодi
T = ∅. Кожен з цих випадкiв суперечить припущенню, що T 6= ∅. Отже, S = H(1), а
з локальної компактностi випливає, що S – локально компактна топологiчна група.
Залишається застосувати альтернативу Понтрягiна. �
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We prove that a locally compact monothetic monoid with cancellation and
with open shifts is compact or discrete.
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АЛЬТЕРНАТИВА ПОНТРЯГИНА ДЛЯ ЛОКАЛЬНО
КОМПАКТНЫХ МОНОИДОВ С СОКРАЩЕНИЯМИ
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Доказано, что локально компактный монотетический моноид, удовлет-
воряющий законы сокращения с открытыми сдвигами либо компактен ли-
бо дискретен.

Ключевые слова: монотетическая полугруппа, локально компактная
полугруппа, открытые сдвиги.


