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Вивчено модель композитного середовища, яке мiстить скiнченну кiль-
кiсть важких включень малої жорсткостi. Вiдношення коефiцiєнтiв жорст-
костi компонент є порядку O(ε−1) при ε → 0, а вiдношення густин маси
– порядку O(εκ), де κ ∈ N. Дослiджено асимптотичну поведiнку власних
значень i власних функцiй сингулярно збуреної спектральної задачi Ней-
мана. Гранична задача мiстить iнтегральну крайову умову, яка описує
нетривiальну взаємодiю усiх включень. Побудовано та обґрунтовано повнi
асимптотичнi розвинення власних значень i власних функцiй задачi.

Ключовi слова: сингулярно збурена задача, асимптотика власних зна-
чень, сильно неоднорiдне середовище, важкi включення.

1. Вступ. Ми дослiджували спектральнi властивостi крайової задачi для
елiптичного оператора другого порядку зi сингулярно збуреними коефiцiєнтами.
Задача моделює власнi коливання системи зi скiнченною кiлькiстю гнучких i одно-
часно важких включень довiльної форми. Такi моделi виникають у рiзноманiтних
роздiлах фiзики та технiки, їх вивчають у рамках математичної теорiї сильно
неоднорiдних середовищ [1]-[3].

За останнi чотири десятилiття з’явилось багато праць, присвячених дослiджен-
ню рiзноманiтних моделей, в яких фiзичнi характеристики середовища чи його гео-
метрiя сингулярно залежать вiд параметрiв. Задачi зi скiнченною кiлькiстю жорст-
ких включень розглянуто в [4, 5]. Коливнi системи з концентрованими масами вив-
чали в [6]-[9], див. також огляд результатiв в [10]. Зокрема, в [7] розглянуто ви-
падок великої кiлькостi тонких важких включень, за припущення, що включення
виконують жорсткi перемiщення. В працi [11] дослiджували механiчнi властивостi
систем з масами, якi концентруються в околi одновимiрних многовидiв. Моделi се-
редовищ складної геометричної структури з одночасним збуренням густини маси
та жорсткостi вивченi в [12, 13]. Припускали, що жорсткiший матерiал має бiль-
шу густину. Деякi одновимiрнi моделi контрастних структур, якi ми дослiджуємо,
вивчали в [14, 15].
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У [16, 17] розглянуто модель пружної коливної системи зi скiнченною кiлькiстю
жорстких, водночас i легких включень. Вивчено асимптотичну поведiнку власних
значень i власних функцiй сингулярно збуреної крайової задачi для елiптичного опе-
ратора другого порядку. Основнi результати праць – теореми збiжностi спектрiв i
власних пiдпросторiв. У [18] вивчено власнi коливання композитного середовища,
яке мiстить скiнченну кiлькiсть м’яких важких включень. Для такої моделi отрима-
ли аналогiчнi результати про асимптотичну поведiнку власних елементiв. Обґрун-
тування асимптотичних формул опирається на рiвномiрну резольвентну збiжнiсть
деякої сiм’ї необмежених самоспряжених операторiв.

Ми будуємо та обґрунтовуємо повнi асимптотичнi розвинення власних значень
i власних функцiй задачi, розглянутої в [18], у випадку власного значення граничної
задачi довiльної кратностi. Асимптотику кратних власних значень, якi при збуреннi
розщеплюються на простi власнi значення, побудовано, зокрема, в [19, 20].

2. Формулювання задачi та допомiжнi факти. Нехай Ω – обмежена гладка
область в R

d, d > 2, а ω – її строго внутрiшня пiдмножина з гладкою межею ∂ω.
Вважатимемо, що ω має K компонент зв’язностi ω1, . . . ωK . Введемо позначення
Ω0 = Ω \ ω. В областi Ω розглянемо задачу на власнi значення

−div(aε∇u
ε) = λεrεu

ε в Ω, ∂νuε = 0 на ∂Ω, (1)

де ε – малий додатний параметр, а ∂ν – зовнiшня нормальна похiдна. Коефiцiєнти
aε та rε мають вигляд

aε(x) =

{

εa(x), коли x ∈ ω,

α(x), коли x ∈ Ω0,
rε(x) =

{

r(x), коли x ∈ ω,

εκρ(x), коли x ∈ Ω0.

Тут функцiї a, α, r та ρ – неперервнi i додатнi в замиканнi своїх областей визна-
чення, κ – натуральне число. На межi ∂ω контакту двох середовищ потрiбно, щоб
виконались умови спряження

[

uε
]

∂ω
= 0,

[

aε ∂νu
ε
]

∂ω
= 0. (2)

Тут
[

·
]

∂ω
– стрибок функцiї при переходi через поверхню ∂ω.

При кожному фiксованому ε > 0 спектр задачi (1), (2) складається зi злiченної
кiлькостi невiд’ємних власних значень скiнченної кратностi. Перенумеруємо власнi
значення задачi з врахуванням кратностi

0 = λε0 < λε1 6 · · · 6 λεn 6 · · · → ∞, n→ ∞.

Власнi функцiї {uεn}
∞

n=0 можна вибрати так, що вони утворюватимуть ортонор-
мований базис у ваговому просторi L2(rε,Ω) зi скалярним добутком

(u, v)ε =

∫

Ω

rεuv dx =

∫

ω

ruv dx+ εκ
∫

Ω0

ρuv dx

та нормою ‖u‖ε = (u, u)
1/2
ε . Зрозумiло, що число λε = 0 є власним значенням iз

сталою власною функцiєю при всiх ε ∈ (0, 1). Вивчатимемо асимптотичну поведiнку
при ε→ 0 вiдмiнних вiд нуля власних значень i вiдповiдних власних функцiй.
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Розглянемо також спектральну задачу










− div(a∇w) = µrw в ω,

w – стала функцiя на ∂ωj, j = 1, . . . ,K, w|∂ω1
= . . . = w|∂ωK

,
∫

∂ω1

a ∂νw ds+ . . .+
∫

∂ωK

a ∂νw ds = 0.

(3)

Зауважимо, що значення w на межах ∂ωj невiдоме. Надалi для зручностi, пишучи
“w – стала на ∂ω”, розумiтимемо, що звуження w на кожну з меж ∂ωj дорiвнює
тiй самiй сталiй c. Ця задача має дискретний невiд’ємний спектр {µn}

∞

n=0, де власнi
значення перенумерованi в порядку зростання i з врахуванням кратностi.

У [18] доведено, що власнi значення λεn збуреної задачi є неперервними функцiя-
ми параметра ε ∈ (0, 1). Крiм того, для кожного натурального n вiдношення ε−1λεn
збiгається при ε→ 0 до власного значення µn задачi (3).

Асимптотично близькими є i власнi функцiї. Нехай µ – m-кратне власне значен-
ня задачi (3), тобто µk−1 < µk = . . . = µk+m−1 < µk+m. Через Sµ позначимо власний
пiдпростiр, що вiдповiдає µ, а через S0

µ – пiдпростiр в L2(Ω), отриманий продовжен-
ням кожного елемента Sµ за неперервнiстю сталою на всю область Ω. Нехай також
Sε
µ – пiдпростiр в L2(Ω), породжений такими власними функцiями uεn задачi (1), (2),

для яких ε−1λεn → µ при ε→ 0. Зокрема, сумарна кратнiсть таких власних значень
λεn дорiвнює m. В [18] також доведено, що для кожної точки µ спектра задачi (3)
розхил мiж пiдпросторами Sε

µ та S0
µ стає нескiнченно малим при ε→ 0.

Зауваження 1. Якщо ж µ – просте власне значення, то власна функцiя uε збуреної
задачi збiгається в L2(Ω) до власної функцiї w граничної задачi (3), яка продовжена
за неперервнiстю сталою в область Ω0. Нехай задача Дiрiхле

− div(a∇v) = µrv в ω, v = 0 на ∂ω,

має простий спектр, а вiдповiднi власнi функцiї задовольняють умову
∫

ω
a ∂νv ds 6= 0,

тодi спектр задачi (3) також простий i спектри цих задач не перетинаються.

Вибiр крайових умов Неймана в задачi (1), (2) зумовлений тим, що в цьому ви-
падку виникає нетривiальна взаємодiя включень ωj, що виражається iнтегральною
умовою в граничнiй задачi (3). Для iнших типiв крайових умов можна отримати
аналогiчнi результати про збiжнiсть власних значень i власних пiдпросторiв.

Мета нашої працi – побудувати повнi асимптотичнi розвинення власних значень
λε, якi лежать в околi точки εµ, де µ – власне значення граничної задачi довiльної
скiнченної кратностi.

3. Формальна асимптотика. Асимптотичнi розвинення власних значень λε i
власних функцiй uε задачi (1), (2) шукатимемо у виглядi

λε ∼ ε(µ+ µ1ε+ · · ·+ µnε
n + . . .), (4)

uε(x) ∼ w0(x) + εw1(x) + · · ·+ εnwn(x) + . . . , x ∈ ω, (5)

uε(x) ∼ v0(x) + εv1(x) + · · ·+ εnvn(x) + . . . , x ∈ Ω0. (6)

Крiм того, власну функцiю uε додатково пiдпорядкуємо умовi

(uε, w0)L2(r,ω) = 1. (7)
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Пiдставивши ряди у (1), (2) та прирiвнявши члени при однакових степенях ε в
кожному з розвинень, отримаємо рiвняння та крайовi умови для wn i vn

−div(α∇vn) =

n−κ−1
∑

j=0

µjρvn−κ−j−1 в Ω0, (8)

−div(a∇wn) = µrwn +
n
∑

j=1

µjrwn−j в ω; (9)

wn = vn на ∂ω, α ∂νvn = a∂νwn−1 на ∂ω, ∂νvn = 0 на ∂Ω. (10)

Тут i надалi функцiї з вiд’ємними iндексами вважаємо нульовими, а µ0 = µ.
3.1. Головнi члени асимптотики. Iз рiвностей (8) та (10) отримаємо, що

div(α∇v0) = 0 в Ω0, ∂νv0 = 0 на ∂Ω0, (11)

div(α∇v1) = 0 в Ω0, α ∂νv1 = a∂νw0 на ∂ω, ∂νv1 = 0 на ∂Ω. (12)

Позаяк задача Неймана для оператора div(α∇ · ) має нульове власне значення,
то розв’язок задачi (11) v0 є сталим в Ω0. Далi, згiдно з альтернативою Фредгольма,
розв’язок v1 iснуватиме лише у разi виконання умови

∫

∂ω

α∂νw0 ds = 0, де ds –

елемент об’єму на ∂ω. Звiдси та з рiвностей (9) та (10) для n = 0 отримаємо

−div(a∇w0) = µrw0 в ω, w0 – стала на ∂ω,

∫

∂ω

a ∂νw0 ds = 0. (13)

Отже, µ i w0 повиннi бути власним значенням та власною функцiєю задачi (3),
як i передбачалося. Нехай µ – власне значення задачi (13) кратностi m, а Sµ –
вiдповiдний власний пiдпростiр. Через u1, . . . , um позначимо ортонормований базис в
Sµ. Нехай ‖w0‖L2(r,ω) = 1, тодi функцiя w0, як елемент простору Sµ, має зображення

w0 = c0,1u1 + . . .+ c0,mum = (с0,u),

де u = (u1, . . . , um), c0 ∈ R
m i ‖c0‖ = 1. Тут (·, ·) – скалярний добуток в R

m. Нехай
також v1,j – розв’язки задач

div(α∇v) = 0 в Ω0, α ∂νv = a ∂νuj на ∂ω, ∂νv = 0 на ∂Ω0 (14)

такi, що
∫

Ω0

ρv1,j dx = 0. Тодi v1 = (c0,v1) + β1, де v1 = (v1,1, . . . , v1,m), а β1 – стала

функцiя.
Розглянемо задачi на такi члени асимптотичних рядiв (4)–(6). Для v2 отримаємо

−div(α∇v2) = µρv1−κ в Ω0, α ∂νv2 = a ∂νw1 на ∂ω, ∂νv2 = 0 на ∂Ω. (15)

Розв’язок v2 iснує тодi i лише тодi, коли
∫

∂ω

a ∂νw1 ds = −µ
∫

Ω0

ρv1−κ dx. З рiвностi

w1 = v1 та зображення для v1 одержимо, що w1 − (c0,v1) = β1, тобто ця рiзниця є
сталою на ∂ω. Тому для w1 отримаємо задачу

− div(a∇w1)− µrw1 = µ1r(с0,u) в ω, (16)

(w1 − (c0,v1))− стала на ∂ω,

∫

∂ω

a ∂νw1 ds = −µ

∫

Ω0

ρv1−κ dx. (17)
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Згiдно з домовленiстю про вiд’ємнi iндекси iнтеграл в (17) дорiвнює нулю при κ > 2.
Надалi через Hp(U) позначатимемо простори Соболєва на многовидi U .

Лема 1. Нехай µ – власне значення задачi (13) кратностi m, а u1, . . . , um – орто-

нормований базис в Sµ. Неоднорiдна задача

− div(a∇w) = µrw + f в ω, (w − ϕ)− стала на ∂ω,

∫

∂ω

a ∂νw ds = g, (18)

де f ∈ L2(ω), ϕ ∈ H3/2(∂ω), а g – задане число, має розв’язок тодi i лише тодi,

коли виконуються умови
∫

ω

fuj dx+

∫

∂ω

aϕ∂νuj ds− g uj
∣

∣

∂ω
= 0, j = 1, . . . ,m. (19)

Цей розв’язок належить до класу H2(ω) i визначений з точнiстю до довiльного

елемента з Sµ.

Доведення. Припустимо, що розв’язок задачi (18) iснує. Щоб довести необхiднiсть
умов (19), домножимо рiвняння (18) почергово на uj i проiнтегруємо частинами

∫

∂ω

auj ∂νw ds−

∫

∂ω

aw ∂νuj ds =

∫

ω

fuj dx, j = 1, . . . ,m.

Позаяк функцiя uj є сталою на ∂ω i виконуються рiвнiсть
∫

∂ω

a ∂νuj ds = 0, отримаємо

(19).
Згiдно з альтернативою Фредгольма цi умови є також i достатнiми для iснуван-

ня розв’язку, бо задачi (13) в просторi L2(r, ω) вiдповiдає самоспряжений оператор
з компактною резольвентою [18]. �

Згiдно з доведеною лемою розв’язок задачi (16)–(17) при κ = 1 iснує, коли
∫

∂ω

a(c0,v1) ∂νujds+ µM(с0, uju)
∣

∣

∂ω
= −µ1

∫

ω

r(с0,u)uj dx, j = 1, . . . ,m. (20)

де M =
∫

Ω0

ρ dx. Для κ > 2 одержимо

∫

∂ω

a(c0,v1) ∂νujds = −µ1

∫

ω

r(с0,u)uj dx, j = 1, . . . ,m, (21)

бо в цьому випадку права частина iнтегральної рiвностi (17) є нульовою.
Через B(κ) позначимо квадратну матрицю порядку m з елементами

blj(κ) = −

∫

∂ω

a v1,l ∂νujds− δ1κµM(uluj)
∣

∣

∂ω
, (22)

де δlj – символ Кронекера. Тодi умови (20) та (21) можна записати у виглядi задачi
на власнi значення для матрицi B(κ) зi спектральним параметром µ1, тобто

B(κ)c0 = µ1c0.
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Отже, розв’язок задачi (16)–(17) iснуватиме лише у випадку, коли µ1 – власне
значення матрицi B(κ), а c0 – вiдповiдний власний вектор.

Лема 2. Всi власнi значення матрицi B(κ) дiйснi.

Доведення. Матриця B(κ) є симетричною, тому має дiйсний спектр. Справдi, до-
множивши рiвняння (14) на v1,l i проiнтегрувавши частинами, для l 6= j отримаємо
∫

∂ω

αv1,l ∂νv1,jds =
∫

∂ω

αv1,j ∂νv1,lds. Врахувавши крайовi умови α∂νv1,j = a ∂νuj на

∂ω, одержимо рiвнiсть
∫

∂ω

a ∂νujv1,l ds =
∫

∂ω

a ∂νulv1,j ds, тобто bjl = blj . �

Припустимо надалi, що всi власнi значення µj
1 матрицi B(κ) простi, тобто m-

кратне власне значення при збуреннi розпадається на m простих власних значень
λjε, j = 1, . . . ,m. Зауважимо, що такi асимптотичнi розвинення можна побудувати й
у випадку кратних власних значень матрицi B(κ). Такi асимптотики описуватимуть
iншу бiфуркацiйну картину спектра в околi точки µ. Нормованi власнi вектори, якi
вiдповiдають власним значенням µj

1, позначимо через c
j
0. Приймемо

wj
0 = cj0,1u1 + . . .+ cj0,mum, j = 1, . . . ,m. (23)

Функцiя v0 стала на Ω0, тому з (10) одержуємо

vj0 = wj
0|∂ω в Ω0. (24)

Отже, ми отримали m формальних асимптотик

λjε ∼ εµ+ ε2µj
1, j = 1, . . . ,m

таких власних значень збуреної задачi, для яких вiдношення ε−1λjε близьке до µ.
3.2. Першi коректори асимптотичних розвинень власних функцiй. Зафiксуємо

µj
1, вiдповiднi функцiї vj0 i wj

0, та продовжимо побудову асимптотики, опускаючи
надалi верхнiй iндекс j. Запишемо функцiю w1 у виглядi

w1 = ŵ1 + (c1,u), (25)

де ŵ1 – розв’язок задачi (16)–(17), ортогональний до Sµ в просторi L2(r, ω),
c1 ∈ R

m. Нагадаємо, що w1 − (c0,v1) = β1 на поверхнi ∂ω, тому

β1 = (ŵ1(x) − (c0,v1(x)) + (c1,u(x)))
∣

∣

∂ω
. (26)

Отже, визначивши вектор c1, ми однозначно знайдемо w1 та v1. Вибiр вектора c1
продиктовано умовами iснування розв’язку w2.

Iнтегральна умова (17) забезпечує iснування розв’язку задачi (15), який має
зображення v2 = v̂2 + (c1,v1) + β2, де β2 стала. Тут v̂2 є таким розв’язком задачi

−div(α∇v2) = µρv1−κ в Ω0, α ∂νv2 = a ∂νŵ1 на ∂ω, ∂νv2 = 0 на ∂Ω,

що
∫

Ω0

ρv̂2 dx = 0. Далi, задача

−div(α∇v3) = ρ(µv2−κ + µ1v1−κ) в Ω0, α ∂νv3 = a ∂νw2 на ∂ω, ∂νv3 = 0 на ∂Ω

має розв’язок тодi i лише тодi, коли
∫

∂ω

a ∂νw2 ds = −

∫

Ω0

ρ(µv2−κ + µ1v1−κ) dx.
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Звiдси для w2 отримаємо










−div(a∇w2)− µrw2 = µ1rw1 + µ2rw0 в ω,

(w2 − v̂2 − (c1,v1))− стала на ∂ω,

∫

∂ω

a ∂νw2 ds =

∫

Ω0

ρ(µv2−κ + µ1v1−κ) dx.

Згiдно з лемою 1 розв’язок попередньої задачi iснуватиме лише тодi, коли
∫

∂ω

av̂2 ∂νulds + ul
∣

∣

∂ω

∫

Ω0

ρ(µv2−κ + µ1v1−κ) dx = −

∫

ω

r(µ1w1 + µ2w0)ul dx, (27)

для всiх l = 1, . . . ,m. Врахувавши зображення функцiй w1, v1 та v2, умови (27)
можна переписати у виглядi

(B(κ) − µ1)c1 = µ2c0 + b2(κ), (28)

де вектор b2(κ) має компоненти b2,l(κ) = −
∫

∂ω

av̂2 ∂νulds−Mg2(κ)ul
∣

∣

∂ω
, а також

g2(κ) =







(µ(ŵ1 − (c0,v1)) + µ1v0)
∣

∣

∂ω
, κ = 1,

µv0
∣

∣

∂ω
, κ = 2,

0, κ > 2.

Позаяк µ1 – просте власне значення матрицi B(κ) з власним вектором c0, то
умова µ2 = −(b2(κ), c0) гарантує iснування розв’язку системи (28). З умови нор-
мування w0 та (7) випливає, що (wk, w0)L2(r,ω) = 0 для всiх k > 1. Врахувавши
зображення для w0 та w1, з попередньої рiвностi при k = 1 отримаємо

(ŵ1, w0)L2(r,ω) + ((c1,u), (c0,u))L2(r,ω) = 0.

З останньої рiвностi випливає умова (c1, c0) = 0, яка однозначно визначає вектор
c1. Далi однозначно знаходимо функцiю w1 та сталу β1 за формулами (25) та (26),
тому i функцiю v1.

Отже, ми знайшли функцiї v1 та w1, а також число µ2. Крiм того, функцiю v2
знайдено з точнiстю до сталого доданка, а w2 – з точнiстю до елемента простору Sµ.

3.3. Загальнi члени асимптотичних розвинень. Аналогiчно можна побудувати
загальнi члени асимптотичних розвинень (5), (6). Припустимо, що коректори µl, wl

та vl для l 6 n− 2 вiдомi. Функцiю wn−1 знайшли з точнiстю до елемента простору
Sµ i вона має зображення wn−1 = ŵn−1 + (cn−1,u), де ŵn−1 – розв’язок цiєї самої
задачi ортогональний до Sµ. Функцiя vn−1 визначена з точнiстю до сталого доданка
βn−1.

Для функцiй vn та wn отримаємо такi задачi:






div(α∇vn) = −
n−κ−2
∑

l=0

µlρvn−κ−2 в Ω0,

α ∂νvn = a ∂ν(ŵn−1 + (cn−1,u)) на ∂ω, ∂νvn = 0 на ∂Ω.

(29)



















div(a∇wn) + µrwn = −µ1rwn−1 −
n
∑

l=2

µlrwn−l в ω,

(wn − v̂n − (cn−1,v1))− стала на ∂ω,

∫

∂ωk

a ∂νwnds =
n−κ
∑

l=0

µl

∫

Ω0

ρvn−κ−l dx,
(30)
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Розв’язок vn задачi (29) iснує, що гарантується виборомwn−1 на попередньому кроцi.
Цей розв’язок має зображення vn = v̂n + (cn−1,v1) + βn. Як i вище, v̂n – розв’язок
задачi (29) з крайовою умовою α ∂νvn = a ∂νŵn−1 на ∂ω такий, що

∫

Ω0

ρv̂n dx = 0.

Умови iснування розв’язку задачi (30) можна записати у виглядi системи алгебрич-
них рiвнянь

(B(κ) − µ1)cn−1 = µnc0 + bn(κ), (31)

з невiдомим параметром µn. Тут bn(κ) – вектор з координатами

bn,l(κ) = −

∫

∂ω

av̂n ∂νulds−Mgn(κ)ul
∣

∣

∂ω
+

n−1
∑

j=2

µjcn−j,l,

gn(κ) =















µ(ŵn−1 − v̂n−1)
∣

∣

∂ω
+

n−κ
∑

j=1

µjβn−κ−j, коли κ = 1,

n−κ
∑

j=0

µjβn−κ−j, коли κ > 2.

Розв’язок системи (31) iснуватиме тодi i лише тодi, коли

µn = −(bn(κ), c0), (32)

яка одночасно визначає коректор µn розвинення (4). Крiм того, розв’язок cn−1 сис-
теми (31) вибираємо ортогональним до c0.

Отже, на цьому кроцi ми однозначно вибрали коректори wn−1 та vn−1, якi
задаються рiвностями

wn−1 = ŵn−1 + (cn−1,u), vn−1 = v̂n−1 + (cn−2,v1) + βn−1, (33)

де стала βn−1 має зображення

βn−1 = (ŵn−1 − v̂n−1 + (cn−1,u)− (cn−2,v1))
∣

∣

∂ω
. (34)

Для розв’язкiв задач (29) i (30) отримали зображення

wn = ŵn + (cn,u), vn = v̂n + (cn−1,v1) + βn,

де невiдомi βn та cn знайдемо на наступному кроцi побудови асимптотики. За
допомогою цього алгоритму можна побудувати всi члени асимптотичних розвинень
(5), (6).

Нагадаємо, що наведений алгоритм залежить вiд вибору власного значення µj
1

матрицi B(κ). Тому, повертаючись до верхнього iндекса j, зафiксуємо натуральне
число N i введемо такi позначення:

Λj
ε,N = µ+ µj

1ε+ · · ·+ µj
Nε

N , (35)

W j
ε,N (x) = wj

0(x) + εwj
1(x) + · · ·+ εNwj

N (x), x ∈ ω, (36)

V j
ε,N (x) = vj0(x) + εvj1(x) + · · ·+ εNvjN (x), x ∈ Ω0, (37)

де j = 1, . . . ,m, а m – кратнiсть власного значення µ. Функцiї w1
0 , . . . , w

m
0 визначенi

в (23), а функцiї vj0 заданi рiвностями (24). Для l > 1 функцiї vjl та wj
l є розв’язками

задач (29), (30), вiдповiдно, а числа µj
l заданi рiвнiстю (32) для l > 2. Всi члени

частинних сум (36) i (37) двiчi неперервно диференцiйовнi на вiдповiдних областях
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визначення. Через U j
ε,N позначимо функцiю, яка збiгається з W j

ε,N на ω та з V j
ε,N на

Ω0. Для зручностi надалi опускатимемо нижнiй iндекс N , якщо це не призводитиме
до непорозумiнь.

4. Обґрунтування асимптотики. Нехай H – гiльбертiв простiр з нормою
‖ · ‖. Нехай U та V – пiдпростори гiльбертового простору H .

Означення 1. Розхилом мiж пiдпросторами U та V в просторi H називатиме-

мо величину δH(U, V ) = ‖PU − PV ‖, де PU i PV – ортогональнi проектори на цi

пiдпростори.

Твердження 1 (лема 1.3 [6]). Нехай U та V – пiдпростори гiльбертового простору

H i dimU = dimV . Якщо для кожного v ∈ V , ‖v‖H = 1, iснує нормований елемент

u ∈ U такий, що ‖u − v‖H 6 γ, то виконується нерiвнiсть δH(U, V ) 6 Mγ, де

стала M залежить лише вiд розмiрностi пiдпросторiв.

У просторi розглянемо необмежений самоспряжений оператор A з областю
визначення D(A). Нехай також A має дискретний спектр.

Означення 2. Квазiмодою оператора A з похибкою δ називатимемо таку пару

(µ, v) ∈ R×D(A), що ‖Av − µv‖ 6 δ i ‖v‖ = 1.

Твердження 2 ([21]). Якщо (µ, v) – квазiмода оператора A iз похибкою δ, то для

довiльного d > δ iснує пара (λ, u) така, що

|λ− µ| 6 δ, ‖u− v‖ 6 2d−1δ,

де λ – власне значення оператора A, а u – нормована лiнiйна комбiнацiя власних

функцiй оператора A, яким вiдповiдають власнi значенням з iнтервалу [µ−d, µ+d].

Означення 3. Нехай (µ, v1), . . . , (µ, vs) – квазiмоди оператора A. Говоритимемо,

що вони утворюють сiм’ю квазiмод з похибкою δ та вiдхиленням вiд ортогональ-

ностi τ , якщо ‖Avj − µvj‖ 6 δ та |(vj , vk)− δjk| 6 τ для всiх j, k = 1, . . . , s.

Твердження 3 ([22]). Нехай {(µ, vj)}
s
j=1 – сiм’я квазiмод оператора A з похибкою

δ та вiдхиленням вiд ортогональностi τ . Якщо δh−1 + τ < s−1, то оператор A на

вiдрiзку [µ− h, µ+ h] має власнi значення сумарної кратностi не менше s.

Задачi (1), (2) у просторi L2(rε,Ω) вiдповiдає оператор Aε = − 1
rε

div(aε∇ ·) з
областю визначення

D(Aε) =
{

u ∈ H2(Ω \ ∂ω) : ∂νu = 0 на ∂Ω, [u]∂ω = 0, [aε ∂νu]∂ω = 0
}

.

Цей оператор самоспряжений, додатний i має компактну резольвенту.
Використовуючи формальнi асимптотики (35) – (37), побудуємо сiм’ю квазiмод

оператора Aε, яка апроксимує спектр цього оператора, зосереджений в околi точ-
ки εµ. Загалом, функцiї U j

ε не належать до D(Aε). Хоча за побудовою функцiї U j
ε

неперервнi на ∂ω, проте умова [aε ∂νU
j
ε ]∂ω = 0 може i не виконуватись, бо

α∂νV
j
ε − εa ∂νW

j
ε = −a ∂νw

j
Nε

N+1 на ∂ω.

Пiдкорегуємо U j
ε до елементiв з D(Aε). Введемо функцiї ϕj ∈ C2(Ω\∂ω)

⋂

C(Ω) такi,

що ϕj = 0 в ω, ∂νϕ
j = 0 на ∂Ω i α∂νϕ

j = a ∂νw
j
N на ∂ω. Тодi U j

ε + εN+1ϕj ∈ D(Aε).
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Нехай Û j
ε = Θj

ε(U
j
ε + εN+1ϕj), де Θj

ε = ‖U j
ε + εN+1ϕj‖−1

ε . Крiм того, Θj
ε → 1

при ε→ 0, бо

lim
ε→0

(Θj
ε)

−2 = lim
ε→0

‖U j
ε + εN+1ϕj‖2ε = lim

ε→0

(

εκ‖V j
ε + εN+1ϕj‖2L2(ρ,Ω0)

+ ‖W j
ε ‖

2
L2(r,ω)

)

=

= lim
ε→0

‖wj
0 +

N
∑

n=1

εnwj
n‖

2
L2(r,ω) = ‖wj

0‖
2
L2(r,ω) = 1. (38)

Надалi через CN , C̃N , C
∗

N тощо позначатимемо сталi, якi не залежать вiд ε,
проте можуть залежати вiд N .

Лема 3. Пари {(εΛj
ε, Û

j
ε )}

m
j=1 утворюють сiм’ю квазiмод оператора Aε з похибкою

O(εN+1−κ/2) та вiдхиленням вiд ортогональностi порядку O(εN−1−κ/2) при ε→ 0.

Доведення. Пiдставимо числа εΛj
ε i функцiї U j

ε + εN+1ϕj в рiвняння (1) та оцiнимо
залишки у правих частинах. В областi Ω0 отримаємо

div(α∇(V j
ε + εN+1ϕj)) + ε1+κΛj

ερ(V
j
ε + εN+1ϕj) = F j

ε

з правою частиною

F j
ε = εN+1ρ

[

κ
∑

n=0

εn
N−κ+n
∑

l=0

µj
l v

j

Ñ+n−l
+

N
∑

n=1

εn+κ

N
∑

l=n

µj
l v

j
N+n−l+

+ ρ−1div(α∇ϕj) + ε1+κΛj
εϕ

j

]

.

На множинi ω одержимо εdiv(a∇W j
ε ) + εrΛj

εW
j
ε ) = Gj

ε, де

Gj
ε = εN+2r

N
∑

n=1

εn−1
N
∑

l=n

µj
lw

j
N+n−l.

Отже, врахувавши зображення Û j
ε , отримаємо AεÛ

j
ε − εΛj

εÛ
j
ε = f j

ε , з правою части-
ною f j

ε = −ε−κΘj
ερ

−1F j
ε в Ω0 та f j

ε = −Θj
εr

−1Gj
ε в ω.

Позаяк всi члени частин сум (36) i (37) є обмеженими функцiями на вiдповiдних

множинах, то ‖F j
ε ‖C(Ω0) 6 Ĉj

Nε
N+1 i ‖Gj

ε‖C(ω) 6 C̃j
Nε

N+2. Тому

‖AεÛ
j
ε − εΛj

εÛ
j
ε ‖

2
ε = εκ

∫

Ω0

ρ(f j
ε )

2 dx+

∫

ω

r(f j
ε )

2 dx 6

6 c
(

ε−κ

∫

Ω0

(F j
ε )

2 dx+

∫

ω

(Gj
ε)

2 dx
)

6 Cj
Nε

2N+2−κ. (39)

Отже, ‖AεÛ
j
ε − εΛj

εÛ
j
ε ‖ε 6 CNε

N+1−κ/2. Доведемо, що сiм’я функцiй {Û j
ε}

m
j=1

майже ортогональна в просторi L2(rε,Ω). Справдi, для довiльних j, l = 1, . . . ,m
виконуються рiвностi

(AεÛ
j
ε , Û

l
ε)ε − εΛj

ε(Û
j
ε , Û

l
ε)ε = (f j

ε , Û
l
ε)ε, (AεÛ

l
ε, Û

j
ε )ε − εΛl

ε(Û
l
ε, Û

j
ε )ε = (f l

ε, Û
j
ε )ε.

Вiднявши їх i скориставшись самоспряженiстю оператора Aε, отримаємо

ε(Λl
ε − Λj

ε)(Û
j
ε , Û

l
ε)ε = (f j

ε , Û
l
ε)ε − (f l

ε, Û
j
ε )ε. (40)
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Врахувавши, що |Λl
ε − Λj

ε| > ε|µl
1 − µj

1|, а також оцiнку |(f j
ε , Û

j
ε )ε| 6 CNε

N+1−κ/2,
яка випливає з (39), для j 6= l одержимо

|(Û j
ε , Û

l
ε)ε| 6 C∗

Nε
N−1−κ/2.

Отже, набiр {(εΛj
ε, Û

j
ε )}

m
j=1 утворює сiм’ю квазiмод Aε з похибкою CNε

N+1−κ/2 та

вiдхиленням вiд ортогональностi C∗

Nε
N−1−κ/2. �

Нагадаємо, що через Sε
µ ми позначали пiдпростiр в L2(Ω), породжений такими

власними функцiями uεn задачi (1), (2), для яких ε−1λεn → µ при ε → 0. Через Ŝε
µ

позначимо пiдпростiр в L2(Ω), породжений елементами Û j
ε,N .

Теорема 1. Нехай µ – власне значення задачi (13) кратностi m, а всi власнi

значення матрицi B(κ) простi. Тодi в околi точки εµ iснує m простих власних

значень збуреної задачi, якi позначатимемо λε,j i для них виконуються оцiнки
∣

∣

∣
ε−1λε,j − Λj

ε,N

∣

∣

∣
6 ĈNε

N+1, j = 1, . . . ,m,

де стала ĈN не залежить вiд ε.
Розхил мiж пiдпросторами Ŝε

µ та Sε
µ прямує до нуля при ε→ 0, а саме

δL2(Ω)(Ŝ
ε
µ, S

ε
µ) 6 C̃Nε

N+1,

зi сталою C̃N не залежною вiд ε.

Доведення. З доведеного в лемi 3 одержимо, що пара (εΛj
ε,N , Û

j
ε,N) є квазiмодою Aε

з похибкою CNε
N+1−κ/2. З твердження 2 випливає, що для кожного j = 1, . . . ,m

iснує власне значення λε,j оператора Aε, для якого |λε,j − εΛj
ε,N | 6 CNε

N+1−κ/2.
Тодi

|λε,j −εΛj
ε,N | 6 |λε,j −εΛj

ε,Ñ
|+ |εΛj

ε,Ñ
−εΛj

ε,N | 6 CÑε
N+2+

Ñ
∑

k=N+1

|µj
k|ε

k+1 6 ĈNε
N+2,

де Ñ = N+1+[κ/2], а [·] – цiла частина вiд числа. Крiм того, всi власнi значення λε,j

– рiзнi. Справдi, перенумеруємо власнi значення матрицi B(κ) в порядку зростання,
тодi для достатньо малих ε отримаємо

λε,j+1 − λε,j =ε(Λj+1
ε,N − Λj

ε,N ) + (λε,j+1 − εΛj+1
ε,N ) + (εΛj

ε,N − λε,j) >

>ε(Λj+1
ε,N − Λj

ε,N )− 2ĈNε
N+1

> ε2c(µj+1
1 − µj

1), 1 6 j 6 m− 1.

Виберемо h таким, щоб окiл ∆h(µ) = (µ − h, µ + h) не мiстив iнших точок
спектра задачi (13), крiм µ. Згiдно з твердженням 3 сумарна кратнiсть власних
значень оператора Aε в iнтервалi ε∆h(µ) не менша m, як тiльки CNε

N+1−κ/2h−1 +
C∗

Nε
N−1−κ/2 < m−1. Позаяк ∆h(µ) мiстить лише одну точку спектра µ, то всi цi

власнi значення, подiленi на ε, збiгаються до µ i їх є тiльки m.
Отже, твердження першої частини теореми доведено.
З леми 3 випливає, що dim Ŝε

µ = dimSε
µ = m для достатньо малих ε. Згiдно з

твердженням 2 для всiх достатньо малих ε iснує нормований вектор ujε ∈ Sε
µ такий,

що ‖Û j
ε,N − ujε‖ε 6

2CN

h εN+1−κ/2. Розглянувши таку оцiнку для номера Ñ = N + κ
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та врахувавши, що для f ∈ L2(Ω) виконується нерiвнiсть ‖f‖ε > εκ/2c−1‖f‖L2(Ω),
отримаємо

‖Û j

ε,Ñ
− ujε‖L2(Ω) 6 cε−κ/2‖Û j

ε,Ñ
− ujε‖ε 6

2cCÑ

h
εN+1.

Введемо позначення ψj
ε,N = U j

ε,Ñ
− U j

ε,N =
N+κ
∑

k=N+1

εkuk, де uk = vk в Ω0 та uk = wk в

ω. Далi, отримаємо

‖Û j

ε,Ñ
− Û j

ε,N‖L2(Ω) = ‖Θj

ε,Ñ

(

U j
ε,N +ψj

ε,N +εÑ+1ϕj

Ñ

)

−Θj
ε,N

(

U j
ε,N +εN+1ϕj

N

)

‖L2(Ω) 6

6 |Θj

ε,Ñ
−Θj

ε,N |‖U j
ε,N‖L2(Ω) +Θj

ε,Ñ
‖ψj

ε,N + εÑ+1ϕj

Ñ

∥

∥

L2(Ω)
+

+Θj
ε,Nε

N+1‖ϕj
N‖L2(Ω) 6 cNε

N+1,

бо виконується умова (38), а для рiзницi Θj

ε,Ñ
та Θj

ε,N одержимо оцiнку

|Θj

ε,Ñ
−Θj

ε,N | 6 c̃
∣

∣‖U j
ε,N + ψj

ε,N + εÑ+1ϕj

Ñ

∥

∥

ε
− ‖U j

ε,N + εN+1ϕj
N

)

‖ε
∣

∣ 6

6 c̃‖ψj
ε,N + εÑ+1ϕj

Ñ
− εN+1ϕj

N

∥

∥

ε
6 c̃‖ψj

ε,N + εÑ+1ϕj

Ñ
− εN+1ϕj

N

∥

∥

L2(Ω)
6 c̃Nε

N+1.

Врахувавши отриманi оцiнки, одержуємо

‖Û j
ε,N − ujε‖L2(Ω) 6 ‖Û j

ε,Ñ
− ujε‖L2(Ω) + ‖Û j

ε,Ñ
− Û j

ε,N‖L2(Ω) 6 C̃Nε
N+1,

звiдси згiдно з твердженням 1 випливає, що δL2(Ω)(Ŝ
ε
µ, S

ε
µ) 6 C̃Nε

N+1, що завершує
доведення. �

Список використаної лiтератури

1. Марченко В.А. Краевые задачи в областях с мелкозернистой границей. / В.А. Марчен-

ко, Е.Я. Хруслов – К.: Наук. думка, 1974.
2. Sanchez Hubert J. Vibration and coupling of continuous systems. / J. Sanchez Hubert,

E. Sanchez Palencia – Springer-Verlag, 1989.
3. Жиков В.В. Усреднение дифференциальных операторов. / В.В. Жиков, С.М. Козлов,

О.А. Олейник – М.: Физматлит, 1993.
4. Lobo M. Eigen-oscillations of contrasting non-homogeneous elastic bodies: asymptotics and

uniform estimates for eigenvalues / M. Lobo, S.A. Nazarov, E. Pérez // IMA J. Appl. Math.
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OSCILLATION SYSTEMS WITH HEAVY SOFT INCLUSIONS:
ASYMPTOTICS OF SPECTRUM

Vitalii Hut

Ivan Franko National University of L’viv,

Universytetska Str., 1, L’viv, 79000

e-mail: v.hut@ukr.net

A model of a composite material with a finite number of heavy soft inclu-
sions is studied. The ratio of stiffness of components is of order ε

−1 as ε → 0
and the ratio of densities is of order ε

κ , κ ∈ N. We study asymptotic behavior
of the eigenvalues and eigenfunctions as ε → 0 of the corresponding spectral
Neumann problem. The limit spectral problem involves the non-local boundary
condition which arises from the non trivial coupling of the inclusions. Complete
asymptotic expansions of eigenvalues and eigenfunctions are constructed and
justified.

Key words: singularly perturbed problem, asymptotics of eigenvalues,
strongly inhomogeneous medium, heavy inclusion.

КОЛЕБЛЮЩИЕСЯ СИСТЕМЫ С ТЯЖЕЛЫМИ
ВКЛЮЧЕНИЯМИ МАЛОЙ ЖЕСТКОСТИ:

АСИМПТОТИКА СПЕКТРА

Виталий Гут

Львовский национальный университет имени Ивана Франко,

ул. Университетская, 1, Львов, 79000

e-mail: v.hut@ukr.net

Изучена модель композитной среды, содержащая конечное число тяже-
лых включений малой жесткости. Отношение коэффициентов жесткости
компонент является порядка O(ε−1) при ε → 0, а отношение плотностей
массы – порядка O(εκ), где κ ∈ N. Исследовано асимптотическое пове-
дение собственных значений и собственных функций сингулярно возму-
щенной спектральной задачи Неймана. Предельная задача содержит ин-
тегральное краевое условие, описывающие нетривиальное взаимодействие
всех включений. Построены и обоснованы полные асимптотические разло-
жения собственных значений и собственных функций задачи.

Ключевые слова: сингулярно возмущенная задача, асимптотика собст-
венных значений, сильно неоднородные среды, тяжелые включения малой
жесткости.


