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Нехай Q = (a, b/F ) – кватернiонна алгебра над псевдоглобальним полем
(тобто полем алгебричних функцiй вiд однiєї змiнної з псевдоскiнченним

[1] полем констант), char (F ) 6= 2. Нехай K = F (x,
√
ax2 + b) = F (Q). Отри-

мано рiвностi, якi зв’язують плейси поля K та кватернiоннi алгебри над
F , аналогiчнi рiвностям, якi отримав I. Ган в [2].

Ключовi слова: кватернiонна алгебра, група Брауера, плейс, псевдо-
глобальне поле, поле функцiй роду 0, принцип Гассе.

1. Вступ. Нехай F – псевдоглобальне поле з char (F ) 6= 2 (тобто поле ал-
гебричних функцiй вiд однiєї змiнної з псевдоскiнченним [1] полем констант). Пiд
плейсом розумiємо клас еквiвалентностi дискретних нормувань поля F . Позначимо

P (F ) = { p | p− плейс поля F } .
Нехай F̂p – вiдповiдне поповнення поля F , що вiдповiдає плейсу p ∈ P (F ). Нехай K
– поле алгебричних функцiй вiд однiєї змiнної над полем F . Пiд плейсом поля K/F
розумiємо нормалiзоване дискретне нормування поля K, яке тривiальне на множинi
F ∗ = F \ {0}. Визначимо

P(K/F ) = {P | P – плейс поля K/F}.
Далi K̂P позначатиме поповнення поля K, що вiдповiдає плейсу P ∈ P(K/F ).

Розглянемо випадок, коли поле K є роду нуль. Тодi вiдомо, що K = F (x,
√
ax2 + b),

де a, b ∈ F ∗ та x – трансцендентний над F . Таке поле K визначене з точнiстю до
iзоморфiзму алгеброю кватернiонiв Q = (a, b/F ), тому далi пишемо F (Q) замiсть
K.

2. Групи Брауера полiв роду 0. В цьому параграфi ми коротко нагадаємо
основнi властивостi полiв алгебричних функцiй роду 0, що пов’язанi з алгебрами
кватернiонiв над їхнiми полями констант.

Нехай F – поле i char (F ) 6= 2. Нехай K – поле алгебричних функцiй вiд од-
нiєї змiнної роду 0 над полем F . Вiдомо [6], що поле K є роду 0 тодi i лише тодi,

коли поле K набуло вигляду K = F (x,
√
ax2 + b), де a, b ∈ F ∗ = F \ {0} та x –
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трансцендентний над F . Нехай (a, b/F ) – 4-вимiрна алгебра кватернiонiв над F з

базою {1, i, j, k : i2 = a, j2 = b, ij = −ji = k}. Тодi K = F (x,
√
ax2 + b), де

a, b ∈ F ∗ та x – трансцендентний над F . Таке поле K визначене з точнiстю до
iзоморфiзму алгеброю кватернiонiв Q = (a, b/F ), тому далi пишемо F (Q) замiсть K.
Нагадаємо[6], що двi алгебри кватернiонiв Q та Q′ iзоморфнi як алгебри (Q ∼= Q′)
тодi i лише тодi, коли F (Q) та F (Q′) iзоморфнi як поля (F (Q) ∼= F (Q′)).

Нехай VP – кiльце дискретного нормування плейса P ∈ P(K/F ). Пригадаємо,
що вiдображення Br(VP ) → Br(K), породжене вкладенням VP →֒ K, iн’єктивне.
Коли V P – поле лишкiв кiльця VP , то V P – скiнченне розширення поля F . Степiнь
P визначається так: deg(P ) = [ V P : F ].

Нехай F – довiльне поле, тодi Br(F ) – його група Брауера, що складається з
класiв подiбних (еквiвалентних) центральних простих скiнченновимiрних алгебр над
полем F . Елемент α ∈ Br(F ), що мiстить алгебру A, позначаємо [A]. Двi центральнi
простi F -алгебри A i B подiбнi (еквiвалентнi), якщо iснують такi натуральнi числа
m,n > 1, що алгебри A

⊗

F Mn(F ) i B
⊗

F Mm(F ) iзоморфнi. Всi матричнi алгеб-
ри над полем F еквiвалентнi мiж собою i становлять нульовий клас – нейтральний
елемент групи Брауера. Клас алгебри Ao, iнверсної до алгебри A (тобто Ao скла-
дається з таких самих елементiв, що i A, але з множенням в оберненому порядку ),
є оберненим до класу алгебри A. Розширення K поля F називають полем розкладу
алгебри A, якщо алгебра A

⊗

F K iзоморфна матричнiй алгебрi Mm(K). Еквiвалент-
нi алгебри мають спiльнi поля розкладу. Пiдмножина Br(K/F ) групи Br(F ), яка
складається з усiх елементiв групи Br(F ), що розкладаються в полi K, є пiдгрупою
групи Br(F ).

Для локального поля F (поповнення скiнченного розширення поля Q або по-
повнення скiнченного розширення поля Fq(x)) вiдомо, що Br(F ) ∼= Q/Z.

У випадку глобального поля F (скiнченного розширення Q або скiнченного
розширення Fq(x)) iснує точна послiдовнiсть

0 → Br(F ) →
⊕

p∈P (F )

Br(F̂p) → Q/Z → 0.

Наступна вiдома лема знадобиться нам у випадку, коли поле алгебричних функ-
цiй роду нуль є полем рацiональних функцiй.

Лема 1. Нехай F – довiльне поле. Нехай K = F (Q) для довiльної алгебри кватер-
нiонiв Q над полем F . Такi твердження еквiвалентнi:

(i) Q – розкладна над F ;
(ii) iснує таке P ∈ P(K/F ), що deg(P ) = 1;
(iii) K – чисто трансцендентне над F .

Доведення можна знайти у [6] чи у [7]. З цiєї леми випливає такий наслiдок
(щодо доведення див. [7]).

Наслiдок 1. Нехай F - довiльне поле. Нехай Q – алгебра кватернiонiв над полем
F , тодi K = F (Q). Для довiльного поля E ⊇ F такого, що [E : F ] < ∞, E розкладає
Q тодi i лише тодi, коли E ⊇ V P для деякого P ∈ P(K/F ).
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Нехай F – псевдоглобальне поле, тобто поле алгебричних функцiй вiд однiєї
змiнної з псевдоскiнченним [1] полем констант. Якщо Q – алгебра кватернiонiв над
полем F , тодi ми позначимо носiй алгебри Q так:

supp(Q) =
{

p ∈ P (F )
∣

∣

∣
Q
⊗

F F̂p - нерозкладна
}

.

Далi ми використовуємо аналоги локальної та глобальної теорiї полiв класiв
для загальних локальних полiв (тобто повних дискретно нормованих полiв з квазi-
скiнченними полями лишкiв i псевдоглобальних полiв), зокрема, такi факти.

Теорема 1 ([3], [4]). 1. Якщо F – загальне локальне поле, то iснує iзоморфiзм

invp:Br(F̂p)
∼−→ Q/Z.

2. Для псевдоглобального поля F iснує точна послiдовнiсть:

0 −→ Br(F )
i−→

⊕

p∈P (F )

Br(F̂p)
∑

invp−→ Q/Z −→ 0, (1)

де i([A]) = [A
⊗

F F̂p] = Ap,
∑

invp(A) =
∑

p invp(Ap).

Лема 2. Нехай Q та Q′ – алгебри кватернiонiв над псевдоглобальним полем F ,
а E – розширення скiнченного степеня поля F . Якщо supp(Q′) ⊆ supp(Q), тодi
supp(Q′

⊗

F E) ⊆ supp(Q
⊗

F E).

Доведення. Нехай P ∈ supp(Q′
⊗

F E), а p – обмеження P на F . Тодi p ∈ supp(Q′),

тому p ∈ supp(Q). F̂p має єдину кватернiонну алгебру за твердженням (1) попе-

редньої теореми 1, то Q
⊗

F F̂p ≃ Q′
⊗

F F̂p, тому i Q
⊗

F Êp ≃ Q′
⊗

F Êp, яка не-
розкладна. Отже, P ∈ supp(Q

⊗

F E). �

З точної послiдовностi (1) теореми 1 отримуємо як наслiдки такi два важливi
факти.

Принцип Гассе (частковий випадок). Нехай F – псевдоглобальне поле, Q та Q′ –

алгебри кватернiонiв над F . Тодi Q ∼= Q′ тодi i лише тодi, коли Q
⊗

F F̂p
∼= Q′

⊗

F F̂p

для всiх плейсiв p ∈ P (F ). Зокрема, Q – розкладна тодi i лише тодi, коли supp(Q) –
порожня множина.

Закон взаємностi Гiльберта. Нехай F – псевдоглобальне поле. Для кватернiон-
ної алгебри Q над F множина supp(Q) скiнченна i складається з парної кiлькостi
точок. Для довiльної парної кiлькостi точок S iснує єдина (з точнiстю до iзоморфiз-
му) кватернiонна алгебра Q така, що supp(Q) = S.

Доведення. Це випливає з точної послiдовностi (1) у членi
⊕

p∈P (F ) Br(F̂p). �

Твердження 1. Нехай F – довiльне поле. Припустимо, що Q – кватернiонна
алгебра з дiленням над F . Нехай K = F (Q). Для елемента r ∈ F ∗ \ F ∗2 такi
твердження еквiвалентнi:

(i) F (
√
r) – поле розкладу Q.

(ii) F (
√
r) – поле лишкiв плейсiв K/F . Якщо F – псевдоглобальне поле i

supp(Q) = {p1, p2, . . . , pn}, тодi (i) та (ii) також еквiвалентнi такому
твердженню:

(iii) r 6∈ F̂ ∗2
p
1

⋃

F̂ ∗2
p
2

⋃

. . .
⋃

F̂ ∗2
pn

.
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Доведення. Еквiвалентнiсть (i) та (ii) добре вiдома. Залишається довести, що умова
(i) еквiвалентна умовi (iii). Всi мiркування, проведенi в [2] для класичного випадку
глобального поля, придатнi i в нашiй ситуацiї. Вiдтворимо їх для зручностi читача.

Розглядаючи iмплiкацiю (i) ⇒ (iii), для кожного p ∈ supp(Q) алгебра

Q
⊗

F F̂p – нерозкладна, але Q
⊗

F F̂p(
√
r) – розкладна, оскiльки Q

⊗

F F (
√
r) –

розкладна. Звiдси F̂p(
√
r) 6= F̂p, iнакше кажучи, r 6∈ F̂ ∗2

p
1

⋃

F̂ ∗2
p
2

⋃

. . .
⋃

F̂ ∗2
pn

, де

{p1, p2, . . . , pn} = supp(Q).
Доведення iмплiкацiї (iii) ⇒ (i) ґрунтується на принципi Гассе (факт 1) для

псевдоглобального поля. Достатньо перевiрити, що Q
⊗

F F̂p(
√
r) розкладається для

кожного плейса P поля F (
√
r). Нехай p – обмеження P на F . Якщо p /∈ supp(Q),

то Q
⊗

F F̂ (
√
r)

P
очевидно розкладається, оскiльки розкладається Q

⊗

F F̂p. Якщо

p ∈ supp(Q), то Q
⊗

F F̂p нерозкладна. За умовою (iii) F̂p(
√
r) – квадратичне роз-

ширення поля F̂p. Згiдно з фактом 1 над полем F̂p iснує єдина алгебра з дiлен-

ням, яка розкладається над кожним квадратичним розширенням поля F̂p. Тому

Q
⊗

F F̂p(
√
r) розкладається, отже, Q

⊗

F F̂ (
√
r)

P
розкладається в кожному плейсi

P ∈ P(F (
√
r)). �

3. Обчислення
⋂

P∈P(K/F ) Br(V P /F ). Теорема 2 є першим кроком у нашому

вивченнi групи Брауера Br(F ) поля алгебричних функцiй роду нуль над псевдогло-
бальним полем. Зауважимо, що у випадку глобального поля аналогiчнi результати
отриманi I. Ган у [2].

Найперше сформулюємо просту лему.

Лема 3. Нехай T – множина потужностi |T | = n, де n ∈ N. Тодi кiлькiсть
пiдмножин множини T з парною кiлькiстю елементiв дорiвнює 2n−1.

Нехай supp(Q) = {p1, p2, . . . , pn} – носiй алгебри Q. Введемо множини

FQ =
{

r ∈ F
∣

∣

∣
r 6∈ F̂ ∗2

p
1

⋃

F̂ ∗2
p
2

⋃

. . .
⋃

F̂ ∗2
pn

}

(2)

та

IQ =

{

[Q′]

∣

∣

∣

∣

Q′ − алгебра кватернiонiв над F
i supp(Q′) ⊆ supp(Q).

}

(3)

Теорема 2. Нехай F – псевдоглобальне поле. Припустимо, що Q – алгебра кватер-
нiонiв з дiленням над F . Нехай K = F (Q). Тодi

⋂

P∈P(K/F )

Br(V P /F ) =
⋂

deg(P )=2

Br(V P /F ) =
⋂

r∈FQ

Br(F (
√
r)/F ) = IQ. (4)

Потужнiсть такої множини дорiвнює 2n−1, де n = |supp(Q)|, supp(Q) – носiй
алгебри Q, тобто множина тих плейсiв, в яких Q не розкладається.

Доведення. Доведення знову ґрунтується на мiркуваннях, застосованих у [2] для
випадку глобального поля F , i на принципi Гассе для групи Брауера псевдоглобаль-
ного поля F .

Доведемо спочатку, що
⋂

r∈FQ
Br(F (

√
r)/F ) = IQ. Вiдомо[8], що кожен еле-

мент вiдносної групи Брауера Br(F (
√
r)/F ) розширення F (

√
r)/F є класом ква-

тернiонної алгебри над полем F . Звiдси випливає, що кожен елемент з перетину
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⋂

r∈FQ
Br(F (

√
r)/F ) є класом кватернiонної алгебри над полем F . Якщо Q′ – не-

розкладна кватернiонна алгебра, для якої supp(Q′) ⊆ supp(Q), то FQ ⊆ FQ′ i за
твердженням 1, застосованим до Q, поле F (

√
r) розкладає Q′ для кожного r ∈ FQ.

Звiдси випливає, що [Q′] ∈ ⋂

r∈FQ
Br(F (

√
r)/F ).

Для доведення оберненого включення, нехай p ∈ supp(Q′) \ supp(Q). Припусти-
мо, що supp(Q) = {p1, p2, . . . , pn}. З теореми про слабку апроксимацiю [9] отримаємо

iснування r ∈ F , для якого r ∈ F̂ ∗2
p , r 6∈ F̂ ∗2

p
1

⋃

F̂ ∗2
p
2

⋃

. . .
⋃

F̂ ∗2
pn

, тобто r ∈ FQ\FQ′ .

Тому [Q′] /∈ Br(F (
√
r)/F ).

Середня рiвнiсть у (4) випливає з явного обчислення
⋂

deg(P )=2 Br(V P /F ). Якщо

supp(Q) = {p1, p2, . . . , pn}, то з твердження 1 випливає, що
FQ =

{

r ∈ F : r ∈ F ∗ \ F ∗2 |F (
√
r) – поле лишкiв плейса поля K/F

}

.
Звiдси отримуємо ⋂

deg(P )=2

Br(V P /F ) =
⋂

r∈FQ

Br(F (
√
r)/F ), (5)

тобто середню рiвнiсть в (4).
Нарештi, для доведення першої рiвностi в (4) зауважимо, що включення ⊆

випливає з (5).
Для доведення протилежного включення розглянемо кватернiонну алгебру

[Q′] ∈ ⋂

r∈FQ
Br(F (

√
r)/F ) над F з носiєм supp(Q′) ⊆ supp(Q). Якщо P ∈ P(K/F ), то

[V P : F ] < ∞ i V P розкладає Q. За лемою 2 supp(Q′
⊗

F V P ) ⊆ supp(Q
⊗

F V P ) = ∅.

Отже, V P розкладає Q′.
Тепер, застосувавши факт 2 (закон взаємностi Гiльберта) та лему 3, отримує-

мо, що потужнiсть множини IQ дорiвнює потужностi множини всiх пiдмножин (з
парною кiлькiстю елементiв) множини з n елементiв, тобто 2n−1. �

Розглянемо природне вiдображення обмеження

h : Br(K) →
∏

P∈P(K/F )

Br(KV P ),

де V P – поле лишкiв плейса P ∈ P(K/F ).
У наступнiй працi застосуємо отриманий результат для знаходження перешкод

до виконання принципу Гассе для поля K = F (Q), де Q = (a, b/F ) – кватернiонна
алгебра над полем F . А саме для алгебри кватернiонiв Q з дiленням над псевдогло-
бальним полем F . Цей результат дає змогу описати ядро вiдображення обмеження
h.
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Let Q = (a, b/F ) be a quaternion algebra over a pseudoglobal field F (i.e.,
an algebraic function field in one variable with pseudofinite [1] constant field),

char (F ) 6= 2, K = F (x,
√
ax2 + b) = F (Q). We obtain the equalities relating

the places of K and the quaternion algebra over F . The similar equalities were
obtained by I. Han in [2] in the case of a global field F .

Key words: quaternion algebra, Brauer group, place, pseudoglobal field,
function field of genus zero, Hasse principle.

КВАТЕРНИОННЫЕ АЛГЕБРЫ

НАД ПСЕВДОГЛОБАЛЬНЫМ ПОЛЕМ

Оксана НОВОСАД

Львовский национальный университет имени Ивана Франко,

ул. Университетская, 1, Львов, 79000

e-mail: oksana.novosad@gmail.com

Допустим, что Q = (a, b/F ) – кватернионная алгебра над псевдогло-
бальным полем (то есть полем алгебраических функций с одной пере-
менной с псевдоконечным [1] полем констант), char (F ) 6= 2. Допустим,

что K = F (x,
√
ax2 + b) = F (Q). Получено равенства, которые связывают

плейсы поля K и кватернионные алгебры над F , аналогичны равенствам,
полученным I. Ган в [2].

Ключевые слова: кватернионная алгебра, группа Брауэра, плейс, псев-
доглобальное поле, поле функций рода 0, принцип Гассе.


