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Нехай sni z – алгебрично незалежнi елiптичнi функцiї Якобi з алгеб-
ричними елiптичними модулями, (4Ki, 2iK

′

i) – пара основних перiодiв sni z

(i = 1, 2). Отримано оцiнку сумiсного наближення sn1 K2, sn2 K1.

Ключовi слова: сумiснi наближення, елiптична функцiя Якобi.

1. Вступ. Нехай sn1 z, sn2 z – алгебрично незалежнi елiптичнi функцiї Якобi,
κ1, κ2 – елiптичнi модулi цих функцiй, κ1, κ2 – алгебричнi, 0 < κ2

1 < 1, 0 < κ2
2 < 1,

(4K1, 2iK
′
1), (4K2, 2iK

′
2) – пари основних перiодiв sn1 z, sn2 z [1].

Позначимо ξi – наближувальнi алгебричнi числа, ni = d(ξi) та Li = L(ξi) – їхнi
степенi та довжини, вiдповiдно, n = degQ(ξ1, ξ2,κ1, κ2).

Теорема 1. Якщо хоча б одне з чисел sn1 K2, sn2 K1 трансцендентне i для довiль-

них m,n ∈ N справджується |nK1 −mK2| > (|K1|+ |K2|)(n+m)−1, то

max{| sn1 K2 − ξ1|, | sn2 K1 − ξ2|} > exp
(

−ΛT 2 lnT
)

, (1)

де

T = n(n−1
1 lnL1 + n−1

2 lnL2 + lnn), Λ = Λ(κ1, κ2), Λ > 0. (2)

Подiбнi формулювання задач та оцiнки можна знайти в [2].

2. Доведення Теореми 1. Доведення теореми будемо проводити другим ме-
тодом Гельфонда (див., наприклад, [3], [4]). Використовуватимемо властивостi елiп-
тичних функцiй Якобi та Вейєрштрасса, сформульованi в [1], [3], [4].

Припустимо, що (1) не виконується, тобто для достатньо великого λ ∈ N

max{| sn1 K2 − ξ1|, | sn2 iK ′
1 − ξ2|} < exp

(

−λ7 T 2 lnT
)

. (3)

Приймемо

S = L = λ3 lnλT, N = λ
√
λT . (4)

F (z) =

L
∑

l1=0

L
∑

l2=0

Cl1,l2 sn
l1
1 z snl22 z, Cl1,l2 =

n
∑

τ=1

Cl1,l2,τζτ , Cl1,l2,τ ∈ Z, (5)
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де ζτ – твiрнi елементи Q(ξ1, ξ2,κ1, κ2).
Позначимо ϕi,1(z) = sni(z +

Ki

2 ), ϕi,2(w) = sni(w + 3Ki

2 ), i = 1, 2. Тодi

sni(z+w) =
ϕi,1(z)ϕ

′
i,2(w) + ϕi,2(w)ϕ

′
i,1(z)

1− κ2
i ϕ

2
i,1(z)ϕ

2
i,2(w)

=
Λi,1(z, w)

Λi,2(z, w)
, ϕk,i(0) = (1+κ′

k)
−0,5, (6)

Iснують многочлени Gi,s,k,l(κi, z) такi, що

Gi,s,k,l(κi, z) =
ds

d ws
(Λk

i,1(z, w)Λ
l
i,2(z, w)|w=0, (7)

degGi,s,k,l 6 4(k + l), lnL(Gi,s,k,l) 6 s ln(s(k + l) + c1(s+ k + l)).

З (5), (6), (7) подiбно як в [3], [4], отримаємо

F (s)(z) =
ds

d ws
(Λ−L

1,2 (z, w)Λ
−L
2,2 (z, w)

(

F (z + w)ΛL
1,2(z, w)Λ

L
2,2(z, w)

)

)|w=0 =

=

s
∑

t=0

(

s

t

)

ds−t

d ws−t
(Λ−L

1,2 (z, w)Λ
−L
2,2 (z, w))|w=0×

×
L
∑

l1=0

L
∑

l2=0

Cl1,l2

t
∑

i=0

(

t

i

)

G1,t−i,l1,L−l1(κ1, z)G2,i,l2,L−l2(κ2, z) =

=

s
∑

t=0

(

s

t

)

ds−t

d ws−t
(Λ−L

1,2 (z, w)Λ
−L
2,2 (z, w))|w=0Fs,t(z). (8)

Нехай ξ23 = (1 − ξ21)(1 − κ2
1ξ

2
1), ξ24 = (1 − ξ22)(1 − κ2

2ξ
2
2). Позначимо че-

рез Fs,n1,n2
(ξ1, ξ2) i Fs,t,n1,n2

(ξ1, ξ2) вирази, отриманi з F (s)(4n1K1 + 4n2K2) та
Fs,t(4n1K1 + 4n2K2) замiною sn1 K2, sn2 K1, sn

′
1 K2, sn

′
2 K1 на ξ1, . . . , ξ4. Розглянемо

Fs,t,n1,n2
(ξ1, ξ2) при 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 t 6 s 6 S як N2S лiнiйних форм вiд nL2

змiнних Cl1,l2,τ . Застосувавши принцип Дiрiхле ([5], лема 4.1), виберемо не всi рiвнi
нулю Cl1,l2,τ такими, що для 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 t 6 s 6 S

Fs,t,n1,n2
(ξ1, ξ2) = 0, |Cl1,l2,τ | < exp(c2λ

6 lnλT 2 lnT ). (9)

З (1), (2), (4), (9) одержимо для 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 s 6 S

|F (s)(4n1K1 + 4n2K2)− Fs,n1,n2
(ξ1, ξ2)| < exp(−1

2
λ7T 2 lnT ). (10)

З (9), (10) при 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 s 6 S одержимо

|F (s)(4n1K1 + 4n2K2)| < exp(−1

2
λ7T 2 lnT ). (11)

Доведемо, що (11) виконується i для 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 s 6 λS.
Нехай G(z) = F (z)σL

1 (z−ω1)σ
L
2 (z−ω2), де ωi – пiвперiод ℘i(u), а σi(z) – σ-функ-

цiї, що вiдповiдають sni z [1]. Виберемо найменше r ∈ N таке, що r > 32N(|K1|+|K2|),
R = 12r. Тодi з (2), (4), (5), (9) та формули Ермiта ([5], лема 4.7) випливає

|G(z)||z|6R < exp(−λ6 lnλT 2 lnT ). (12)

З (12) отримаємо для 0 6 s 6 λS

|G(s)(z)||z|6r < exp(−1

2
λ6 lnλT 2 lnT ). (13)
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Для досить малого ε в ε-околах точок 4n1K1 функцiя σ2(z − ω2) та ε-околах
точок 4n2K2 функцiя σ1(z − ω1) не мають нулiв, тому для |n1|, |n2| 6 32N випливає

|σi(z − ωi)|z∈V (ε,4n1K1+4n2K2) > exp(−c3λ
5 lnλT 2). (14)

З (12)–(14) для 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 s 6 λS отримаємо

|F (s)(4n1K1 + 4n2K2)| < exp(−1

3
λ6 lnλT 2 lnT ). (15)

Враховуючи (10), для 1 6 n1, n2 6 N та 0 6 s 6 λS з (15) випливає

|Fs,n1,n2
(ξ1, ξ2)| < exp(−1

4
λ6 lnλT 2 lnT ). (16)

Розглядаючи Fs,t,n1,n2
(ξ1, ξ2), 0 6 t 6 s 6 λS, 1 6 n1, n2 6 N , як значення

вiдповiдного многочлена в алгебричних точках, з теореми Лiувiлля ([5], лема 9.2)
отримаємо для Fs,t,n1,n2

(ξ1, ξ2) 6= 0 оцiнку

|Fs,t,n1,n2
(ξ1, ξ2)| > exp(−λ5 lnλT 2 lnT ). (17)

З (8), (17) одержимо для 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 s 6 λS

|Fs,n1,n2
(ξ1, ξ2)| > exp(−2λ5 lnλT 2 lnT ). (18)

Оцiнки (16) та (18) суперечливi, тому для 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 t 6 s 6 λS

Fs,t,n1,n2
(ξ1, ξ2) = 0. Тодi при 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 s 6 λS

Fs,n1,n2
(ξ1, ξ2) = 0. (19)

З (19) випливає, що многочлен F (z) має не менше c4λ
7 lnλT 2 нулiв (з враху-

ванням кратностi), але нулiв може бути не бiльше c5λ
6 lnλT 2, тому для достатньо

великого λ ∈ N припущення (3) приводить до протирiччя, яке й доводить теорему.
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Let sni z be algebraically independent Jacobi elliptic functions with
algebraic modulus, (4Ki, 2iK

′

i) be main periods sni z (i = 1, 2). We estimate
from below the simultaneous approximation sn1 K2, sn2 K1.

Key words: simultaneous approximation, Jacobi elliptic function.
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Пусть sni z – алгебраически независимые эллиптичекие функции Яко-
би с алгебраическими эллиптичекими модулями, (4Ki, 2iK

′

i) – пара основ-
ных периодов sni z (i = 1, 2). Получено оценку совместного приближения
sn1 K2, sn2 K1.

Ключевые слова: совместные приближения, эллиптичекая функция
Якоби.


