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Доведено iснування та єдинiсть узагальнених розв’язкiв задачi без
початкових умов для лiнiйних i нелiнiйних анiзотропних елiптично-пара-
болiчних рiвнянь другого порядку, якi заданi в необмежених за просто-
ровими змiнними областях i вироджуються в початковий момент часу.
Накладаються умови на поведiнку розв’язкiв задачi та зростання її ви-
хiдних даних в околi початкового моменту часу та на нескiнченностi за
просторовими змiнними. Рiвняння мають показники нелiнiйностi, якi за-
лежать вiд точок областi визначення рiвнянь i напряму диференцiювання,
а їхнi узагальненi розв’язки отримують з узагальнених просторiв Лебега-
Соболєва.

Ключовi слова: лiнiйне рiвняння, нелiнiйне рiвняння, елiптично-
параболiчне рiвняння, вироджене параболiчне рiвняння, задача без поча-
ткових умов, узагальнений простiр Лебега-Соболєва, необмежена область.

1. Вступ. Нехай Ω – необмежена область в арифметичному просторi Rn (n ∈ N)
з евклiдовою нормою | · | (|x| := (|x1|2 + ... + xn|2)1/2 для x = (x1, ..., xn) ∈ Rn).
Припускаємо, що межа ∂Ω областi Ω є C1 многовидом розмiрностi n− 1. Нехай Γ0 –
замикання вiдкритої множини на ∂Ω (зокрема, Γ0 може бути порожньою множиною
або збiгатися з ∂Ω), Γ1 := ∂Ω \ Γ0; ν = (ν1, ..., νn) – одиничний вектор зовнiшньої
до ∂Ω нормалi. Нехай S := (0, T ], де T > 0 – деяке число. Приймемо Q := Ω × S,

Q̃ := Ω× S, Σ0 := Γ0 × S, Σ1 := Γ1 × S.

Розглянемо питання про вiдшукання функцiї u : Q̃ → R, яка задовольняє (в
певному сенсi) рiвняння

ϕ(t)
∂

∂t
(b(x)u)−

n∑

i=1

d

dxi
ai(x, t, u,∇u) + a0(x, t, u,∇u) = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (1)

c© Бокало M., 2012



12
Микола БОКАЛО

ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2012. Випуск 77

та крайовi умови

u
∣∣∣
Σ0

= 0,
∂u

∂νa

∣∣∣
Σ1

= 0, (2)

де ai(x, t, s, ξ), (x, t, s, ξ) ∈ Q×R×R
n, f(x, t), (x, t) ∈ Q, – заданi дiйснозначнi фун-

кцiї, ∂u(y, t)/∂νa :=
n∑

i=1

ai(y, t, u,∇u) νi(y), (y, t) ∈ Σ1, – похiдна по “конормалi”, а

ϕ, b – функцiї, якi задовольняють умови

Φ: ϕ ∈ C([0, T ])∩C1((0, T ]), ϕ(t) > 0 при t > 0, ϕ(0) = 0 i
∫ T

0 [ϕ(t)]−1dt = +∞;
B: b ∈ L∞,loc(Ω), b > 0.
Зауважимо, що типовим прикладом функцiї ϕ, яка задовольняє умову Φ, є

ϕ(t) = tα, t ∈ [0, T ], де α > 1, а прикладом функцiї b, що задовольняє умову B, є
характеристична функцiя довiльної вимiрної пiдмножини Ω, тобто рiвнiсть b = 0
може виконуватися на будь-якiй вимiрнiй пiдмножинi Ω. Це разом з припущен-
ням, що просторова частина диференцiального виразу в лiвiй частинi рiвняння (1)
є елiптичною, дає пiдстави стверджувати, що рiвняння (1) елiптично-параболiчне з
виродженням у початковий момент часу [1]. Зазначимо, що параболiчнi рiвняння,
системи та варiацiйнi нерiвностi з виродженням у початковий момент розглядали,
зокрема, в [2] – [7].

Зауваження 1. Нехай Ω = (0,+∞), Γ0 = {0}, Γ1 = ∅ i задано рiвняння

tut − uxx = 0, (x, t) ∈ (0,+∞)× (0, T ], (3)

та крайову умову

u|x=0 = 0. (4)

Очевидно, що функцiя uλ,A(x, t) = At−λ sin
√
λx, (x, t) ∈ (0,+∞)× (0, T ], де λ > 0, A

– довiльнi сталi, є розв’язком рiвняння (3), який задовольняє його в класичному
сенсi i для якого виконується умова (4). Також очевидно, що функцiя uA(x, t) = Ax,
де A – довiльна стала, теж є розв’язком рiвняння (3) i задовольняє умову (4). Звiдси
випливає, що для єдиностi розв’язку рiвняння (3) з крайовою умовою (4) потрiбнi
додатковi умови на його поведiнку при |x| → +∞ та t → +0, якi можна трактува-
ти як аналоги крайової умови на нескiнченностi та стандартної початкової умови.
Можна довести, що такими умовами може бути вимога обмеженостi розв’язку.

На пiдставi цього зауваження можна зробити такий висновок. Оскiльки умова
єдиностi розв’язку є визначальною для коректного формулювання задачi у випадку
еволюцiйних рiвнянь, то природно розглядати таку задачу: знайти розв’язок рiв-
няння (1) в областi Q, який задовольняє крайову умову (2) та деяку умову на його
поведiнку при |x| → +∞ i t → +0 [8]. Такою додатковою умовою може бути умова
належностi розв’язку до певного вагового функцiйного простору [2] – [4], [6], [7].
Однак серед нелiнiйних рiвнянь вигляду (1) є такi, для яких їхнi розв’язки визна-
чаються однозначно тiльки крайовими умовами вигляду (2) [9], [10]. Наприклад,
рiвняння

tut − uxx + |u|p−2u = f(x, t), (x, t) ∈ Q = (0,+∞)× (0, T ],

де p > 2 – яке-небудь число, з крайовою умовою (4) має не бiльше одного розв’язку.
Зауважимо, що задачi обох видiв називають задачами без початкових умов.
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Рiвняння вигляду (1) тiсно пов’язанi з рiвняннями, якi мають вигляд вiдмiнний
вiд (1) тiльки в тому, що ϕ = 1 i область задання необмежена знизу за часовою
змiнною, наприклад, має вигляд Ω × (−∞, 0] [1]. Детальнiше це розглядатимемо
пiзнiше. Для рiвнянь, заданих в необмежених знизу за часовою змiнною областях,
також розглядаються задачi без початкових умов або, як їх ще називають, задачi
Фур’є (див. [12] – [16] i бiблiографiю там) i цi задачi у вiдповiдному сенсi еквiвалентнi
згаданим вище. Ми, зробивши додатковi припущення на вихiднi данi, видiлили класи
елiптично-параболiчних рiвнянь вигляду (1), елементами яких є лiнiйнi та нелiнiйнi
анiзотропнi рiвняння, для яких задачi без початкових умов за певних обмежень на
поведiнку розв’язкiв при |x| → +∞ i t → +0 є однозначно розв’язними. Отриманi тут
результати є перенесенням на випадок рiвнянь вигляду (1) результатiв, отриманих
в [5] для слабко нелiнiйних параболiчних рiвнянь.

Прикладами рiвнянь типу (1), якi тут вивчають, є анiзотропнi рiвняння

ϕ(t)
∂

∂t
(b(x)u) −

n∑

i=1

(
âi(x, t)|uxi |pi(x)−2uxi

)
xi

+ â0(x, t)|u|p0(x)−2u = f(x, t), (5)

де âi (i = 0, n) – деякi вимiрнi додатнi та вiддiленi вiд нуля функцiї, pi > 1 (i = 0, n)
– вимiрнi обмеженi функцiї (так званi показники нелiнiйностi).

В останнi десятилiття дуже активно почали вивчати нелiнiйнi диференцiаль-
нi рiвняння зi змiнними показниками нелiнiйностi, частковими випадками яких є
рiвняння (5) (див., наприклад, [11], [17], [18]). Це пов’язано з тим, що такi рiвнян-
ня виникають при математичному моделюваннi рiзних типiв фiзичних процесiв i,
зокрема, описують потоки електрореологiчних речовин, процеси вiдновлення зобра-
жень, електричний струм у кондукторi пiд впливом змiнного температурного поля
[19].

Ми розглядатимемо узагальненi розв’язки рiвняння (1), що задовольняють умо-
ви (2), а для їхнього означення та дослiдження нам будуть потрiбнi деякi лiнiйнi
локально опуклi простори. Тому спочатку подамо означення цих просторiв.

Нехай G – довiльна область в Rm, де m = n або m = n + 1. Для будь-якої
функцiї r ∈ L∞(G) такої, що r(z) > 1 для майже всiх z ∈ G, на просторi
Cc(G) := {v ∈ C(G) | supp v − обмежена множина} вводимо норму

‖v‖Lr(·)
:= inf{λ > 0 | ρG,r(v/λ) 6 1},

де ρG,r(v) :=
∫
G
|v(z)|r(z) dz. Зауважимо таке: коли r(z) = r0 ≡ const > 1 для м.в.

z ∈ G, то ‖ · ‖Lr(·)(G) = ‖ · ‖Lr0(G). Поповнення отриманого нормованого лiнiйного

простору – так званий узагальнений простiр Лебега (див., наприклад, [20], [21]) –
позначимо через Lr(·)(G). Зауважимо таке: ess inf

z∈Ω
r(z) > 1, то спряжений до Lr(·)(G)

можна ототожнити з Lr∗(·)(G), де r∗(z), z ∈ G – функцiя, яка визначена рiвнiстю
1

r(z) +
1

r∗(z) = 1, z ∈ G. Легко переконатися, що правильним є таке твердження: коли

G – обмежена множина, то Lr(·)(G) є пiдпростором простору L1(G).

Якщо G є необмеженою областю, то через Lr(·), loc(G) позначатимемо поповнен-

ня C(G) в топологiї, що породжена системою пiвнорм: {‖ ·‖Lr(·)(G′) |G′ ∈ Bd(G)}, де

пiд Bd(G) розумiємо множину всiляких можливих обмежених пiдобластей областi
G. Зрозумiло, що Lr(·),loc(G) ⊂ L1,loc(G).
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Визначимо

C(S;L2,loc(Ω)) := {v : S → L2,loc(Ω) | v ∈ C([σ, T ];L2(Ω
′)) ∀σ ∈ (0, T ), ∀Ω′ ∈ Bd(Ω)}

з системою пiвнорм {‖ · ‖C([σ,T ];L2(Ω′)) | σ ∈ (0, T ), Ω′ ∈ Bd(Ω) }.
Нехай p = (p0, . . . , pn) – вектор-функцiя, яка задовольняє умову
P: для кожного i ∈ {0, 1, . . . , n} функцiя pi : Ω → R – вимiрна,

ess inf
x∈Ω′

pi(x) > 1, ess sup
x∈Ω′

pi(x) < ∞ для будь-яких Ω′ ∈ Bd(Ω).

Позначимо через W 1
p(·), loc

(Ω,Γ0) поповнення простору C1(Ω,Γ0) :=
{
v ∈ C1(Ω)

∣∣
v
∣∣
Γ0

= 0
}

в топологiї, яка породжена системою пiвнорм

{
‖v‖Lp0(·)

(Ω′) +

n∑

i=1

‖vxi‖Lpi(·)
(Ω′) | Ω′ ∈ Bd(Ω)

}
.

Легко довести, що W 1
p(·),loc

(Ω,Γ0) ⊂ W 1
1,loc

(Ω).

Введемо лiнiйний локально опуклий простiр U
b,0
p,loc

як поповнення простору

C1,0(Q,Σ0) := {u ∈ C(Q)
∣∣ uxi ∈ C(Q) ( i = 1, n ), u|Σ0 = 0} за топологiєю, породже-

ною системою пiвнорм

{
‖u‖Lp0(·)

(Ω′×(σ,T )) +
n∑

i=1

‖uxi‖Lpi(·)
(Ω′×(σ,T )) + sup

t∈[σ,T ]

‖b1/2(·)u(·, t)‖L2(Ω′) |

σ ∈ (0, T ), Ω′ ∈ Bd(Ω)
}
.

Очевидно, якщо u – будь-який елемент простору U
b,0
p,loc

, то u ∈ (S → W 1
p(·), loc

(Ω,Γ0)),

b1/2u ∈ C(S;L2,loc(Ω)) та u ∈ Lp0(·), loc(Ω× (σ, T )), uxi ∈ Lpi(·), loc(Ω× (σ, T ))

( i = 1, n ) для довiльного σ ∈ (0, T ).

Позначимо через U 1,0
p,c простiр, складений з елементiв v ∈ U

b,0
p,loc

таких, що supp v
є обмеженою множиною, яка розташована на додатнiй вiдстанi вiд гiперплощини
{t = 0}, vt ∈ L2(Q), v(·, T ) = 0.

2. Формулювання задачi й основних результатiв. Спочатку введемо вiд-
повiднi обмеження на вихiднi данi задачi, а точнiше, визначимо класи вихiдних да-
них задачi, якi ми будемо розглядати.

Нехай p = (p0, p1, . . . , pn) – вектор-функцiя, яка задовольняє умову P.
Пiд Ap розумiтимемо множину впорядкованих наборiв дiйснозначних функцiй
(a0, a1, . . . , an), якi визначенi на Ω× R× Rn i задовольняють умови:

A1: для кожного i ∈ {0, 1, . . . , n} функцiя ai(x, t, s, ξ), (x, t, s, ξ) ∈ Q× R× Rn,
є каратеодорiвською, тобто, для майже всiх (x, t) ∈ Q функцiя ai(x, t, ·, ·) : R1+n ≡
R× Rn → R – неперервна i для будь-яких (s, ξ) ∈ R1+n функцiя ai(·, ·, s, ξ) : Q → R

– вимiрна;
A

∗

1
: ai(x, t, 0, 0) = 0 (i = 0, n) для майже всiх (x, t) ∈ Q;

A2: для кожного i ∈ {0, 1, . . . , n}, будь-яких (s, ξ) ∈ R1+n i майже всiх (x, t) ∈ Q
виконується нерiвнiсть

|ai(x, t, s, ξ)| 6 ha
1,i(x, t)

(
|s|p0(x)/p

∗

i (x) +

n∑

j=1

|ξj |pj(x)/p
∗

i (x)

)
+ ha

2,i(x, t),
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де ha
1,i ∈ L∞, loc(Q), ha

2,i ∈ Lp ∗

i (·), loc(Q), 1/pi(x) + 1/p∗i (x) = 1, x ∈ Ω.

Зауваження 2. Умова A
∗

1
не є принциповою, ми її вводимо лише для спрощення

викладення матерiалу.

Приймемо

F0,loc := L2, loc(Q).

Означення 1. Нехай (a0, a1, ..., an) ∈ Ap, f ∈ F0,loc. Скажемо, що функцiя

u ∈ U
b,0
p,loc є узагальненим розв’язком рiвняння (1), що задовольняє крайовi умови

(2), якщо виконується iнтегральна рiвнiсть
∫∫

Q

{ n∑

i=1

ai(x, t, u,∇u) vxi + a0(x, t, u,∇u) v − b u (ϕv)t

}
dxdt =

∫∫

Q

f v dxdt (6)

для будь-яких v ∈ U 1,0
p,c .

Мета нашої працi – за додаткових умов на вихiднi данi, якi не виключають
з розгляду лiнiйнi рiвняння, зазначити “аналоги крайової на нескiнченностi та по-
чаткової умов” такi, що задача, яка полягає у знаходженнi узагальненого розв’язку
рiвняння (1), який задовольняє крайовi умови (2) та цi “аналоги . . .”, є однозначно
розв’язною.

Нехай k ∈ {1, . . . , n} – число таке, що множина Ω∩{x ∈ Rn : x2
1 + . . .+ x2

k < τ2}
обмежена для будь-якого τ > 0. Зокрема, коли Ω = Ω1 × Ω2, де Ω1 – необмежена
область в Rk, Ω2 – обмежена область в Rn−k, то k – саме те, про яке тiльки що
говорилося.

Вважатимемо, що 0 ∈ Ω i позначимо для будь-якого τ > 0 через Ωτ зв’язну
компоненту множини Ω ∩ {x ∈ Rn : x2

1 + . . .+ x2
k < τ2}, що мiстить 0.

Стосовно вектор-функцiї p = (p0, . . . , pn) додатково до умови P припустимо, що
P

∗: p0(x) = p1(x) = . . . = pk(x) = 2 для м.в. x ∈ Ω.
Нехай K – множина впорядкованих наборiв (b, g, q, µ), де b з умови B,

g :=
(
(g1,1, g2,1), . . . , (g1,k, g2,k)) – вектор-функцiя, компонентами якої є пари не-

вiд’ємних функцiй з простору C
(
Q̃
)
, q := (q1, q2) – вектор-функцiя, компоненти якої

q1, q2 ∈ C
(
Q̃
)

такi, що q1(x, t) > 0 при (x, t) ∈ Q̃ i для дiйсного числа µ отримаємо

q2(x, t) + µb(x) > 0 для м.в. (x, t) ∈ Q.

Приймемо

Ek,µ(v) := q1

k∑

i=1

v2xi
+ (q2 + µb)v2.

Для кожних τ ∈ (0,+∞), t0 ∈ (0, T ) приймемо

Γj,τ := Γj ∩ ∂Ωτ (j = 0, 1), Γ∗,τ := Ω ∩ ∂Ωτ , Qτ,t0 := Ωτ × (t0, T ],

Σj,τ,t0 := Γj,τ × (t0, T ] (j = 0, 1), Σ∗,τ,t0 := Γ∗,τ × (t0, T ]

i визначимо

d1(τ, t0) := sup
Σ∗,τ,t0

( k∑

i=1

g21,i/q1

)1/2

, d2(τ, t0) := sup
Σ∗,τ,t0

( k∑

i=1

g22,i

)1/2

;
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λ(τ, t0) := inf
t,v

{[∫

Γ∗,τ

Ek,µ(v) dΓ
][ ∫

Γ∗,τ

v2 dΓ
]−1}

,

де iнфiмум беремо по всiх неперервно-диференцiйовних в околi Γ∗,τ функцiях v, якi
дорiвнюють нулю на ∂Γ∗,τ ∩ Γ0, i всiх t ∈ [t0, T ];

Θ(τ, t0) := sup
v

{[∫

Ωτ

Ek,µ(v)|t=t0 dx
]−1[ ∫

Ωτ

b v2 dx
]}

,

де супремум береться по всiх функцiях v ∈ C1(Ωτ ), якi дорiвнюють нулю в околi
Γ0,τ .

Через K∗ позначимо пiдмножину множини K, для кожного елемента (b, g, q, µ)
якої iснують неперервнi додатнi функцiї A1(τ, t0), A2(τ, t0), (τ, t0) ∈ Π := [1,+∞)×
(0, T/2] такi, що для будь-яких (τ, t0) ∈ Π виконуються нерiвностi

d1(τ, t0)λ
−1/2(τ, t0) + d2(τ, t0)λ

−1(τ, t0) 6 A1(τ, t0), (7)

Θ(τ, t0) 6 2A2(τ, t0), (8)

i задача Кошi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь

dτ

dα
= A1(τ, t0),

dt0
dα

= −ϕ(t0)A2(τ, t0), (9)

τ(0) = 1, t0(0) = T/2 (10)

має єдиний розв’язок τ(α), t0(α), α ∈ [0,+∞), i цей розв’язок задовольняє умову

τ(α) → +∞, t0(α) → +0 при α → +∞.

Далi всюди вважаємо, що (b, g, q, µ) – який-небудь елемент K
∗.

Нехай A1
p(b, g, q, µ) – пiдмножина Ap, будь-який елемент якої задовольняє ще

двi умови, якi ми зараз сформулюємо:
A3: для кожного i ∈ {1, . . . , k}, будь-яких (s1, ξ

1), (s2, ξ
2) ∈ R1+n i майже всiх

(x, t) ∈ Q

|ai(x, t, s1, ξ1)− ai(x, t, s2, ξ
2)| 6 g1,i(x, t)

k∑

i=1

|ξ1i − ξ2i |+ g2,i(x, t)|s1 − s2|;

A4: для будь-яких (s1, ξ
1), (s2, ξ

2) ∈ R1+n i майже всiх (x, t) ∈ Q
n∑

i=1

(ai(x, t, s1, ξ
1)− ai(x, t, s2, ξ

2))(ξ1i − ξ2i ) + (a0(x, t, s1, ξ
1)− a0(x, t, s2, ξ

2))(s1 − s2) >

> q1(x, t)
k∑

i=1

|ξ1i − ξ2i |2 + q2(x, t)|s1 − s2|2.

Нехай τ(α), t0(α), α ∈ [0,+∞), – розв’язок задачi (9), (10). Введемо ще такi
позначення:

Ωα := Ωτ(α), Qα := Qτ(α),t0(α) при α > 0.
Приймемо

〈v〉α :=

(∫∫

Qα

Ek,µ(v)e
−2µ

∫
t
T
[ϕ(σ)]−1dσ[ϕ(t)]−1 dxdt

)1/2

≡
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≡
( T∫

t0(α)

e−2µ
∫

t
T
[ϕ(σ)]−1dσ[ϕ(t)]−1dt

∫

Ωτ(α)

Ek,µ(v) dx

)1/2

для всiх α > 0.
Сформулюємо основнi результати роботи. Вони стосуються однозначної

розв’язностi задачi на знаходження узагальненого розв’язку рiвняння (1), яке задо-
вольняє умови (2) та

〈u〉R = o(1)eR/2 при R → +∞. (11)

Далi цю задачу коротко будемо називати задачею (1),(2),(11), а шукану функцiю u –
узагальненим розв’язком цiєї задачi (тут через o(1) позначено довiльну нескiнченно
малу при R → +∞ функцiю).

Детальнiше, умова (11) означає, що iснує (залежна вiд u) нескiнченно мала при
R → +∞ функцiя γ(R), R > 0, така, що для будь-яких R > 0

T∫

t0(R)

e−2µ
∫ t
T
[ϕ(σ)]−1dσ[ϕ(t)]−1dt

∫

Ωτ(R)

[
q1(x, t)

k∑

i=1

|uxi |2+

+(q2(x, t) + µb(x))|u|2
]
dx = γ(R)eR/2.

Теорема 1 (єдинiсть розв’язку). Нехай (a0, . . . , an) ∈ A1(b, g, q, µ) для деякого на-
бору (b, g, q, µ) ∈ K∗. Тодi задача (1),(2),(11) має не бiльше одного узагальненого
розв’язку.

Перейдемо до формулювання теореми iснування розв’язку задачi (1), (2), (11).
Нехай A2

p(b, g, q, µ) – пiдмножина множини A1
p(b, g, q, µ), кожний елемент якої

(a0, a1, . . . , an) додатково задовольняє умову
A5: для будь-яких (s, ξ) ∈ R1+n i майже всiх (x, t) ∈ Q

n∑

i=1

ai(x, t, s, ξ)ξi + a0(x, t, s, ξ)s > q1(x, t)

k∑

i=1

|ξi|2 + q2(x, t)|s|2 + qa3 (x, t)

n∑

i=k+1

|ξi|pi(x),

де qa3 ∈ L∞(Q), ess inf
x∈Qm

qa3 (x, t) > 0 для кожного m ∈ N.

Для кожного натурального m приймемо

Λm = inf
t,v

{[∫

Ωm

Ek,µ(v) dx
][ ∫

Ωm

v2 dx
]−1}

, (12)

де iнфiмум береться по всiх функцiях v з C1(Ωm), якi дорiвнюють нулю на Γ0,τ(m),
i всiх t ∈ [t0(m), T ].

Позначимо через F∗

0,loc
пiдмножину множини F0,loc, яка складається з тих функ-

цiй f , для яких iснують сталi C1 > 0, ε ∈ (0, 1) такi, що
∫∫

Qm

|f(x, t)|2e−2µ
∫

t
T
[ϕ(σ)]−1dσ[ϕ(t)]−1 dxdt 6 C1 Λm e(1−ε)m, m ∈ N. (13)
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Теорема 2 (iснування розв’язку). Нехай (a0, a1, . . . , an) ∈ A
2
p(b, g, q, µ) для деякого

набору (b, g, q, µ) ∈ K∗ i припустимо, що f ∈ F∗

0,loc, тобто виконується нерiвнiсть

(13) з деякими сталими ε ∈ (0, 1), C1 > 0. Тодi iснує (єдиний) узагальнений розв’я-
зок задачi (1),(2),(11) i вiн задовольняє оцiнку

∫∫

Qm

Ek,m(u)e−2µ
∫

t
T
[ϕ(σ)]−1dσ[ϕ(t)]−1 dxdt 6 C2 e

(1−ε)m, m ∈ N, (14)

де C2 > 0 – стала, яка залежить тiльки вiд ε та C1.

Зауваження 3. Очевидно, що рiвняння

ϕ(t)(bu)t −
k∑

i=1

(âij(x, t)uxj )xi −
n∑

i=k+1

(âi(x, t)|uxi |pi(x)−2uxi)xi+

+â0(x, t)u = f(x, t), (x, t) ∈ Q,

є частковим прикладом рiвняння (1). Для нього правильнi твердження теорем 1 i 2,
якщо âij ∈ L∞,loc(Q), âij = âji, |âij | 6 g1,i (i, j = 1, k) i для майже всiх (x, t) ∈ Q

k∑

i,j=1

âij(x, t)ηiηj > q1(x, t)

k∑

i=1

|ηi|2 ∀ηi ∈ R (i = 1, k),

â0 ∈ L∞,loc(Q), â0 > q2, âi ∈ L∞,loc(Q) (i = k + 1, n), ess inf
(x,t)∈Qm

âi(x, t) > 0 для кожного

i ∈ {k + 1, . . . , n} та m ∈ N, f ∈ F∗

0loc.

3. Обґрунтування основних результатiв. Нехай Ŝ := (−∞, 0]. Приймемо

Q̂ := Ω× Ŝ, Σ̂0 = Γ0 × Ŝ, Σ̂1 = Γ1 × Ŝ.
Визначимо лiнiйний локально опуклий простiр

C(Ŝ;L2,loc(Ω)) := {v̂ : Ŝ → L2,loc(Ω) | v̂ ∈ C([−l, 0];L2(Ω
′)) ∀ l ∈ N, ∀Ω′ ∈ Bd(Ω)}

iз системою пiвнорм {‖ · ‖C([−l,0];L2(Ω′)) | l ∈ N, Ω′ ∈ Bd(Ω) }.
Введемо лiнiйний локально опуклий простiр Ub

p,loc
як поповнення лiнiйного

простору C1,0
(
Q̂, Σ̂0

)
:= {v̂ ∈ C

(
Q̂
) ∣∣ v̂xi ∈ C

(
Q̂
)
( i = 1, n ), v̂|Σ̂0

= 0} за топологiєю,
породженою системою пiвнорм

{
‖v̂‖Lp0(·)

(Ω′×(−l,0)) +

n∑

i=1

‖v̂xi‖Lpi(·)
(Ω′×(−l,0)) + sup

t∈[−l,0]

‖b1/2(·)v̂(·, t)‖L2(Ω′)

∣∣∣∣

l ∈ N, Ω′ ∈ Bd(Ω)

}
.

Очевидно, що для будь-якого û ∈ Ub
p,loc

отримаємо û ∈ (Ŝ → W 1
p(·), loc

(Ω,Γ0)) ∩
Lp0(·), loc(Q̂), ûxi ∈ Lpi(·), loc(Q̂) ( i = 1, n ), b1/2û ∈ C(Ŝ;L2,loc(Ω)).

Визначимо ще два простори

U
∗

p,c :=
{
v̂ ∈ U

b
p,loc

| supp v̂ − обмежена множина, v̂t ∈ L2(Q̂), v̂(·, 0) = 0
}
.

Floc := L2, loc(Q̂).
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Нехай

θ(t) :=

t∫

T

ds

ϕ(s)
, t ∈ S, (15)

i позначимо через θ−1 функцiю, яка є оберненою до функцiї θ, заданої в (15).
Тепер введемо лiнiйний оператор Z, який взаємно однозначно переводить лiнiй-

ний простiр функцiй F := {h : Q̃ → R} на лiнiйний простiр функцiй F̂ := {ĥ : Q̂ → R

за правилом

Zh = ĥ, де ĥ(s) := h(t)|t=θ−1(s), s ∈ Ŝ, t ∈ S,

тобто оператор Z функцiї з простору F ставить у вiдповiднiсть функцiю з F̂ , отри-
ману з цiєї внаслiдок замiни змiнної

s = θ(t), t ∈ S, s ∈ Ŝ. (16)

Легко переконатися, що звуження оператора Z на простори U
b,0
p,loc

, U 1,0
p,c , F0,loc, F

∗

0,loc

взаємно однозначно переводить цi простори на простори, вiдповiдно, Ub
p,loc

, U∗

p,c,
Floc, F

∗

loc
.

Зробимо в iнтегральнiй тотожностi (6) замiну змiнної t за правилом (16).

У пiдсумку, прийнявши ũ := Zu ∈ Ub
p,loc

, f̃ := Zf ∈ Floc та позначивши через

âi(x, s, ξ, η), (x, s, ξ, η) ∈ Q̂ × R × Rn (i = 0, n), – функцiї, отриманi пiсля зазначеної
замiни змiнної t у функцiях, вiдповiдно, ai(x, t, ξ, η), (x, t, ξ, η) ∈ Q×R×Rn (i = 0, n),
одержимо

∫∫

Q̂

{ n∑

i=1

âi(x, s, û,∇û) v̂xi + â0(x, t, û,∇û) v̂ − b û v̂s

}
dxds =

∫∫

Q

f̂ v dxds (17)

для будь-яких v̂ ∈ U∗

p,c. Звiдси легко випливає, що функцiя ũ є узагальненим розв’яз-
ком рiвняння

∂

∂s
(b(x)û)−

n∑

i=1

d

dxi
âi(x, s, û,∇û) + â0(x, s, û,∇û) = f̂(x, s), (x, t) ∈ Q, (18)

що задовольняє крайовi умови

û
∣∣∣
Σ̂0

= 0,
∂û

∂νâ

∣∣∣
Σ̂1

= 0, (19)

де ∂û(y, s)/∂νâ :=
n∑

i=1

âi(y, s, u,∇u) νi(y), (y, s) ∈ Σ̂1.

Неважко переконатися, що внаслiдок замiни (16) змiнної t умова (11) перейде
в умову

T∫

t0(R)

∫

Ωτ(R)

[
q̂1(x, s)

k∑

i=1

|ûxi |2 + (q̂2(x, s) + µb(x))|û|2
]
e−2µs dxds = o(1)eR/2 (20)

при R → +∞, де q̃j := Zqj (j = 1, 2).
Очевидно, що правильним є таке твердження: якщо u є розв’язком задачi (1),

(2), (11), то û є розв’язком задачi (18)-(20), i навпаки. Задачу (18)-(20) розглядали (з
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точнiстю до позначень) в [16] i припущення щодо вихiдних даних задачi, якi зробленi
у згаданiй працi, вiдповiдають тим, що є в цiй працi. Тому правильнiсть теорем 1 i
2 випливає з теорем, вiдповiдно, 1 i 2 [16].

4. Iлюстрацiя основних результатiв. Отриманi результати проiлюструємо
на одному простому прикладi задачi (1),(2),(11).

Нехай n = 1, Ω := (0,+∞), Γ0 := {0}, Γ1 := ∅, T := 2. Тодi Q = (0,∞) × (0, 2],
Σ0 = {(0, t)

∣∣ t ∈ (0, 2]}, Σ1 = ∅. Приймемо b(x) := 1, якщо x ∈ (0, 1), i b(x) := 0,
якщо x ∈ [1,+∞), а також ϕ(t) := t, t ∈ [0, T ]. Припустимо, що для будь-яких
(x, t, s, ξ) ∈ Q × R

2 отримаємо a0(x, t, s, ξ) = s, a1(x, t, s, ξ) = ξ. Тодi рiвняння (1)
набуде вигляду

t(b(x)u)t − uxx + u = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (21)

а умови (2) –

u
∣∣
x=0

= 0. (22)

Очевидно, що в такому випадку умови A1,A
∗

1,A2 виконуються з p0(x)=p1(x)=2,
x ∈ (0,+∞). Це, зокрема, означає, що виконуються умови P ∗.

Тепер конкретизуємо умову (11). Легко переконатися, що умови A3, A4, а також
A5, виконуються з g1,1 = 1, g2,1 = 0, q1 = 1, q2 = 1. Приймемо µ = 0. Очевидно, що

цей набiр (b, g, q, µ) належить K i E1,0(v) = v′
2
+ v2.

Далi зауважимо, що в цьому випадку k = 1, Ωτ = (0, τ), Γ0,τ = {0}, Γ1,τ = ∅,
Γ∗,τ = {τ} для всiх τ > 0. Отож, для будь-яких τ ∈ (0,+∞), t0 ∈ (0, 2) одержимо
Qτ,t0 = (0, τ)×(0, 2], Σ0,τ,t0 = {(0, t)

∣∣ t ∈ (0, 2]}, Σ1,τ,t0 = ∅, Σ∗,τ,t0 = {(τ, t)
∣∣ t ∈ (0, 2]}.

Неважко переконатися, що d1(τ, t0) = 1, d2(τ, t0) = 0, λ(τ, t0) = 1, Θ(τ, t0) 6 1
для довiльних (τ, t0) ∈ [1,+∞)× (0, 1]. Отже, в цьому випадку можна вважати, що
A1(τ, t0) = 1, A2(τ, t0) = 1/2, (τ, t0) ∈ [1,+∞)× (0, 1]. Зрозумiло, що задача Кошi

dτ

dα
= 1,

dt0
dα

= − t0
2
, τ(0) = 1, t0(0) = 1,

має єдиний розв’язок τ(α) = α + 1, t0(α) = e−α/2, α ∈ [0,+∞). Звiдси, зокрема,
випливає, що набiр (b, g, q, µ) належить множинi K∗. Зрозумiло, що Ωα = (0, α+ 1),
Qα = (0, α + 1) × (e−α/2, 2]. Отож, умову (11) в цьому випадку можна подати у
виглядi

2∫

e−R/2

t−1dt

R+1∫

0

[u2
x + u2] dx = o(1)eR при R → +∞. (23)

Тепер розглянемо умови iснування узагальненого розв’язку задачi (21)-(23). Не-
важко переконатися, що в цьому випадку отримаємо нерiвнiсть Λm > 1 для кожного
m ∈ N. Отож, на пiдставi теореми 2 для iснування узагальненого розв’язку зада-
чi (21)-(23) достатньо, щоб функцiя f задовольняла умову: iснують сталi C1 > 0 i
ε ∈ (0, 1) такi, що

2∫

e−m/2

t−1dt

m+1∫

0

f2 dx 6 C1 e
(1−ε)m, m ∈ N.
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У цьому випадку узагальнений розв’язок задачi (21)-(23) задовольняє, згiдно з тео-
ремою 2, оцiнку

2∫

e−m/2

t−1dt

m+1∫

0

[u2
x + u2] dx 6 C2 e

(1−ε)m, m ∈ N,

де C2 > 0 – стала, яка залежить тiльки вiд C1 i ε.
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PROBLEM WITHOUT INITIAL CONDITIONS FOR LINEAR
AND NONLINEAR ELLIPTIC-PARABOLIC EQUATIONS

DEGENERATED AT THE INITIAL TIME MOMENT

Mykola BOKALO

Ivan Franko National University of Lviv,

Universytetska Str., 1, Lviv, 79000

e-mail: mm.bokalo@gmail.com

We consider the problem without initial conditions for linear and nonlinear
anisotropic elliptic-parabolic second order equations. This equations defined
in unbounded domains with respect to spatial variables and degenerated in
initial time moment. It has been established the existence and uniqueness of the
weak solutions of the given problem. We put the restrictions on the behaviour
of the solutions of the considered problem and increasing of it’s data-in at
neighbourhoods of initial time moment and at spatial infinity. The equations
have the nonlinearity indices depending on points of the domain and direction
of differentiation. We consider the weak solutions out of general Lebesgue-
Sobolev spaces.

Key words: linear equation, nonlinear equation, elliptic-parabolic equa-
tion, degenerate parabolic equation, problem without initial conditions, general
Lebesgue-Sobolev space, unbounded domain.
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ЗАДАЧА БЕЗ НАЧАЛЬНЫХ УСЛОВИЙ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ
И НЕЛИНЕЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИ-ПАРАБОЛИЧЕСКИХ

УРАВНЕНИЙ, КОТОРЫЕ ВЫРОЖДАЮТСЯ
В НАЧАЛЬНЫЙ МОМЕНТ ВРЕМЕНИ

Николай БОКАЛО

Львовский национальный университет имени Ивана Франко,

ул. Университетская, 1, Львов, 79000

e-mail: mm.bokalo@gmail.com

Доказано существование и единственность обобщённых решений за-
дачи без начальных условий для линейных и нелинейных анизотропных
эллиптически-параболических уравнений второго порядка, которые за-
даны в неограниченных по пространственным переменным областях и
вырождаются в начальный момент времени. При этом накладываются
условия на поведение решений задач и возрастание их исходных данных
в окрестности начального момента времени и на бесконечности по прост-
ранственным переменным. Уравнение имеет показатели нелинейности,
которые зависят от точек области определения уравнений и направлений
дифференциирования, а их обобщённые решения берутся из обобщённых
пространств Лебега-Соболева.

Ключевые слова: линейное уравнение, нелинейное уравнение, еллипти-
чески-параболическое уравнение, вырождающееся параболическое урав-
нение, задача без начальных условий, обобщённое пространство Лебега-
Соболева, неограниченная область.


