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В обмежених областях доведено iснування розв’язкiв деяких задач для
варiацiйних нерiвностей другого порядку з нелiнiйним молодшим додан-
ком, степiнь якого є функцiєю вiд просторових змiнних.
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Нехай n ∈ N, T > 0 – фiксованi числа, Ω ⊂ R
n – обмежена область з кусково-

гладкою межею ∂Ω, Q0,τ = Ω × (0, τ), τ ∈ (0, T ]. Нехай Lq(x)(Ω) – узагальнений

простiр Лебега, V = H1
0 (Ω) ∩ L

q(x)(Ω), K ⊂ V – замкнена опукла множина, 0 ∈ K.
В областi Q0,T розглядається гiперболiчна варiацiйна нерiвнiсть

∫

Q0,τ

[
utt(v−ut)+

n∑

i,j=1

aij(x, t)uxi(vxj −utxj)+

n∑

i=1

bi(x, t)uxi(v−ut)+c(x, t)ut(v−ut)+

+ d(x, t)u(v − ut) + h(x, t)|u|q(x)−2u(v − ut)− f(x, t)(v − ut)
]
dxdt ≥ 0, (1)

де v – пробна функцiя; v(·, t) ∈ K майже для всiх t ∈ (0, T ), τ ∈ (0, T ], з початковими
умовами

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (2)

ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω. (3)

Задача (1)-(3) цiкава тим, що варiацiйна нерiвнiсть (1) мiстить молодший до-
данок, степiнь якого є функцiєю вiд просторових змiнних. Такi задачi ранiше не

c© Бугрiй О., Гурняк I., Пукач П. та iн., 2012



42
Олег БУГРIЙ, Iван ГУРНЯК, Петро ПУКАЧ, Оксана ХОЛЯВКА

ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2012. Випуск 77

розглядали. Нелiнiйним варiацiйним нерiвностям зi сталими показниками нелiнiй-
ностей, зокрема, присвячена монографiя [1] та статтi [2], [3] (див. також бiблiог-
рафiю до цих праць). У працi [4] дослiджено задачi для нелiнiйних гiперболiчних
варiацiйних нерiвностей другого порядку з нелiнiйностями вигляду |ut|

p−2ut, де по-
казник нелiнiйностi p – деяке число. У випадку p > 2 знайдено умови однозначної
розв’язностi таких задач у необмежених за просторовими змiнними областях. Працi
[5], [6], [7] присвячено вивченню варiацiйних нерiвностей зi змiнними показниками
у нелiнiйних доданках. Так у [5], [6] знайдено умови iснування та єдиностi розв’яз-
кiв параболiчних варiацiйних нерiвностей, а в працi [7] – умови єдиностi розв’язку
деякої гiперболiчної варiацiйної нерiвностi третього порядку в необмежених за прос-
торовими змiнними областях.

Мета нашої працi – довести теореми iснування розв’язку задачi (1)-(3). Перш
нiж сформулювати означення розв’язку нашої задачi та основнi результати, наведе-
мо деякi допомiжнi факти.

Нехай Qt1,t2 = Ω × (t1, t2), 0 ≤ t1 < t2 ≤ T , Ωτ = {(x, t) : x ∈ Ω, t = τ},
τ ∈ [0, T ], Γ1 ⊂ ∂Ω – кусково-гладка гiперповерхня. Норму банахового простору B
позначимо || · ;B||, а спряжений до B простiр – B∗. Скалярний добуток мiж B∗ та
B позначатимемо 〈·, ·〉B. Для спрощення замiсть, наприклад, u(·, t) писатимемо u(t).

Нехай L∞
+ (Ω) = {r ∈ L∞(Ω) | ess inf

x∈Ω
r(x) > 1}, q ∈ L∞

+ (Ω). Для цiєї функцiї q

через q0 та q0 позначатимемо такi числа, що q0 ≡ ess inf
x∈Ω

q(x) та q0 ≡ ess sup
x∈Ω

q(x), а

через q′ – таку функцiю, що 1
q(x) +

1
q′(x) = 1 майже для всiх x ∈ Ω.

Визначимо функцiонал ρq(·,Ω) рiвнiстю ρq(v,Ω) =
∫
Ω
|v(x)|q(x)dx, де v – деяка

функцiя. Узагальненим простором Лебега Lq(x)(Ω) називатимемо множину таких
вимiрних функцiй v : Ω → R

1, для яких ρq(v,Ω) < +∞. Вiдомо, що функцiонал ρq
слабко напiвнеперервний знизу на Lq(x)(Ω) (див. [8, c. 208]). Крiм того, Lq(x)(Ω) є
рефлексивним банаховим простором з нормою (див. [9])

||v;Lq(x)(Ω)|| = inf
{
λ > 0 : ρq(v/λ,Ω) ≤ 1

}
.

Зазначимо таке: якщо s(x) ≤ q(x), то Lq(x)(Ω) 	 Ls(x)(Ω), де символ 	 означає

неперервне вкладення. Спряженим до Lq(x)(Ω) є простiр Lq′(x)(Ω).
Аналогiчно до Lq(x)(Ω) вводимо простiр Lq(x)(Q0,T ), ввiвши замiсть ρq(·,Ω)

функцiонал ρq(·, Q0,T ).
Припустимо, що виконуються умови:
(A): aij , (aij)t, (aij)tt ∈ L∞(Q0,T ), aij = aji (i, j = 1, n), для всiх ξ ∈ R

n та
майже для всiх (x, t) ∈ Q0,T виконуються оцiнки

a0

n∑

i=1

|ξi|
2 ≤

n∑

i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≤ a0
n∑

i=1

|ξi|
2,
∣∣∣

n∑

i,j=1

aij,t(x, t)ξiξj

∣∣∣ ≤ a1
n∑

i=1

|ξ|2,

|aij,tt(x, t)| ≤ a2 (i, j = 1, n), де a0, a
1, a2 > 0;

(B): bi, bi,t ∈ L∞(Q0,T );
(C): c, ct ∈ L∞(Q0,T ), |c(x, t)| ≤ c0, |ct(x, t)| ≤ c1 майже для всiх (x, t) ∈ Q0,T ;
(D): d, dt ∈ L∞(Q0,T ), 0 < d0 ≤ d(x, t) ≤ d0, |dt(x, t)| ≤ d1 майже для

всiх (x, t) ∈ Q0,T ;
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(H): h, ht ∈ L∞(Q0,T ), 0 < h0 ≤ h(x, t) ≤ h0, |ht(x, t)| ≤ h1 майже для всiх
(x, t) ∈ Q0,T ;

(Q): q ∈ L∞(Ω), 2 < q0 ≤ q0 < +∞ при n = 1, 2, 2 < q0 ≤ q0 ≤ 2 + 2
n−2 при

n ≥ 3;
(U): u0 ∈ V ∩H2(Ω), i, крiм того, або u1 ∈ H1

0 (Ω) ∩ intK, або u1 ≡ 0;
(F): f, ft ∈ L2(Q0,T ).
Подамо означення розв’язку нашої задачi.

Означення 1. Функцiю u ∈ L∞(0, T ;V ) ∩ C([0, T ];H1
0 (Ω)) називаємо розв’язком

задачi (1)-(3), якщо ut ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)), utt ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)),

ut(t) ∈ K майже для всiх t ∈ (0, T ), u задовольняє умови (2), (3) i гiперболiчну
варiацiйну нерiвнiсть (1) для всiх τ ∈ (0, T ] та v ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ Lq(x)(Q0,T ),
v(t) ∈ K майже для всiх t ∈ (0, T ).

Тепер перейдемо до формулювання основного результату. Для цього введемо
сiм’ї операторiв A1(t) : L

2(Ω) → L2(Ω), A2(t) : V → V ∗, t ∈ [0, T ], так:

< A1(t)y, z >=

∫

Ω

c(x, t)y(x)z(x) dx, y, z ∈ L2(Ω),

< A2(t)w, v >=

∫

Ω

[ n∑

i,j=1

aij(x, t)wxivxj +

n∑

i=1

bi(x, t)wxiv + d(x, t)wv +

+ h(x, t)|w|q(x)−2wv
]
dx, w, v ∈ V, t ∈ [0, T ].

Теорема 1. Якщо виконуються умови (A)-(F), A2(0)u0 ∈ L2(Ω),

K = {v ∈ V | v(x) ≥ ϕ(x) майже для всiх x ∈ Ω},

де ϕ ∈ V , ϕ ≤ 0, то iснує єдиний розв’язок задачi (1)-(3).

Перш нiж перейти до доведення цiєї теореми, нагадаємо кiлька вiдомих фактiв,
якi використовуватимемо далi.

Зауваження 1. Нехай r ∈ L∞
+ (Ω),

Sr(l) =

{
lr0 , l ∈ [0, 1],

lr
0

, l > 1,
S1/r(l) =

{
l1/r

0

, l ∈ [0, 1],
l1/r0 , l > 1.

Тодi (див. [10]) для довiльної функцiї v : Ω → R
1 виконуються такi твердження:

1) якщо ρr(v,Ω) < +∞, то ||v;Lr(x)(Ω)|| ≤ S1/r(ρr(v,Ω));

2) якщо ||v;Lr(x)(Ω)|| < +∞, то ρr(v,Ω) ≤ Sr

(
||v;Lr(x)(Ω)||

)
.

Зрозумiло, що умову r0 > 1 в цьому зауваженнi можна замiнити на r0 ≥ 1.

Зауваження 2. Якщо r ∈ L∞
+ (Ω), то для всiх ε > 0 i для всiх α, β ∈ R виконується

нерiвнiсть

αβ ≤ ε|α|r(x) + Yr(ε)|β|
r′(x) майже для всiх x ∈ Ω, (4)

де 1
r(x) + 1

r′(x) = 1, Yr(ε) = r0−1
r0(εr0)1/(r

0
−1)

при εr0 ≤ 1, i Yr(ε) = r0−1
r0(εr0)1/(r0−1) при

εr0 > 1. Зазначимо, що Yr(ε) −→
ε→+0

+∞, Yr(ε) −→
ε→+∞

+0.
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Зауваження 3. Якщо s ∈ [1,+∞), 1
2 − 1

n ≤ 1
s , то H1(Ω) 	 Ls(Ω).

Наведемо одне допомiжне твердження.

Лема 1. Розглянемо вимiрнi невiд’ємнi функцiї s : Ω → R+, z : Ω → R+ i множини
A = {x ∈ Ω | z(x) < 1}, B = {x ∈ Ω | s(x) < 1}. Якщо

ŝ(x) =

{
s(x), x ∈ Ω \ (A ∪B),
1, x ∈ A ∪B,

(5)

то ŝ(x) ≥ 1 майже для всiх x ∈ Ω та виконується нерiвнiсть
∫

Ω

|z(x)|s(x) dx ≤ 2mesΩ +

∫

Ω

|z(x)|ŝ(x) dx. (6)

Доведення. Очевидно, що Ω = A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪A4 i Ai ∩ Aj = ∅ (1 ≤ i, j ≤ 4), де

A1 = Ω \ (A ∪B), A2 = A \B, A3 = A ∩B, A4 = B \A.

Тодi
∫

Ω

|z(x)|s(x) dx =

∫

A1

|z(x)|s(x) dx+

∫

A2

|z(x)|s(x) dx+

∫

A3

|z(x)|s(x) dx+

∫

A4

|z(x)|s(x) dx ≤

≤

∫

A1

|z(x)|s(x) dx+

∫

A2

dx+

∫

A3

dx+

∫

A4

|z(x)| dx =

=

∫

A1

|z(x)|ŝ(x) dx+mesA2 +mesA3 +

∫

A4

|z(x)|ŝ(x) dx ≤ 2mesΩ +

∫

Ω

|z(x)|ŝ(x) dx.

Лему доведено. �

Наслiдок 1. Нехай s : Ω → R+ – вимiрна невiд’ємна функцiя, r ∈ L∞
+ (Ω). Якщо

s(x) ≤ r(x) майже для всiх x ∈ Ω, то для всiх вимiрних v : Ω → R виконується
оцiнка ∫

Ω

|v(x)|s(x) dx ≤ C1 + C2||v;L
r(x)(Ω)||max{1,s0}, (7)

де сталi C1, C2 > 0 не залежать вiд v, s0 = ess sup
x∈Ω

s(x).

Доведення. Якщо s(x) ≥ 1 майже для всiх x ∈ Ω, то s ∈ L∞
+ (Ω) i нерiвнiсть (7)

випливає з вкладення просторiв Lr(x)(Ω) 	 Ls(x)(Ω).
Нехай mesB > 0, де B = {x ∈ Ω | s(x) < 1}. Тодi s 6∈ L∞

+ (Ω). Розглянемо
довiльну вимiрну функцiю v : Ω → R. Нехай z(x) = |v(x)| (x ∈ Ω) i ŝ взяте з (5).
Тодi 1 ≤ ŝ(x) ≤ r(x) майже для всiх x ∈ Ω i Lr(x)(Ω) 	 Ls(x)(Ω). Звiдси на пiдставi
оцiнки (6) та зауваження 1 отримаємо, що

I :=

∫

Ω

|v(x)|s(x) dx =

∫

Ω

|z(x)|s(x) dx ≤ 2mesΩ+

∫

Ω

|z(x)|ŝ(x) dx = 2mesΩ+ρŝ(v,Ω) ≤

≤ 2mesΩ + Sŝ

(
||v;Lŝ(x)(Ω)||

)
≤ 2mesΩ + Sŝ

(
||v;Lr(x)(Ω)||

)
.
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Очевидно, що ŝ0 = ess inf
x∈Ω

ŝ(x) = 1, ŝ0 = ess sup
x∈Ω

ŝ(x) = max{1, s0}. Якщо виконується

нерiвнiсть ||v;Lr(x)(Ω)|| > 1, то

I ≤ 2mesΩ + ||v;Lr(x)(Ω)||ŝ
0

= 2mesΩ + ||v;Lr(x)(Ω)||max{1,s0}.

Якщо ||v;Lr(x)(Ω)|| ≤ 1 i max{1, s0} = 1 = ŝ0, то

I ≤ 2mesΩ + ||v;Lr(x)(Ω)||ŝ0 = 2mesΩ + ||v;Lr(x)(Ω)||max{1,s0}.

Якщо ||v;Lr(x)(Ω)|| ≤ 1 i max{1, s0} > 1, то з (4) при ε = 1 отримуємо оцiнку

I ≤ 2mesΩ + ||v;Lr(x)(Ω)||ŝ0 = 2mesΩ + ||v;Lr(x)(Ω)|| ≤

≤ 2mesΩ + Ymax{1,s0}(1) + ||v;Lr(x)(Ω)||max{1,s0}.

Наслiдок доведено. �

Для доведення теореми iснування розв’язку нашої варiацiйної нерiвностi роз-
глянемо допомiжну задачу зi штрафом для функцiї ũ

utt(t) +A1(t)ut(t) + A2(t)u(t)−m(ut(t)− ϕ)− = f(t), t ∈ (0, T ), (8)

u|t=0 = u0, (9)

ut|t=0 = u1, (10)

де m ∈ N – числовий параметр.

Означення 2. Функцiю u ∈ L∞(0, T ;V ) ∩ C([0, T ];L2(Ω)) називаємо розв’язком
задачi (8)-(10), якщо ut ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), utt ∈ L2(0, T ;V ∗), u задовольняє умови
(9), (10) та для всiх v ∈ V i всiх ψ ∈ C∞

0 (0, T ) задовольняє рiвнiсть
∫

Q0,T

[
−utvψ

′ +

n∑

i,j=1

aijuxivxjψ +

n∑

i=1

biuxivψ + cutvψ + duvψ + h|u|q(x)−2uvψ −

−m(ut − ϕ)−vψ
]
dxdt =

∫

Q0,T

fv ψ dxdt. (11)

Теорема 2. Нехай q ∈ L∞
+ (Ω), виконуються умови (A)-(H), (U), i, крiм того,

ϕ ∈ L2(Ω), ϕ ≤ 0, f ∈ L2(Q0,T ). Тодi для кожного m ∈ N задача (8)-(10) має
розв’язок.

Доведення. Використаємо метод Фаедо-Гальоркiна. Нехай z− = max{−z, 0},
{wl}l∈N – ортонормована в L2(Ω) база простору V ,

ũk(x, t) =

k∑

l=1

Ck
l (t)w

l(x), k ∈ N, (x, t) ∈ Q0,T ,

де функцiї Ck
1 , . . . , C

k
k є розв’язками задачi Кошi

< ũktt(t), w
l > + < A1(t)ũ

k
t (t), w

l > + < A2(t)ũ
k(t), wl > − < m(ũkt (t)− ϕ)−, wl >=

=< f(t), wl >, t ∈ (0, T ), (12)

Ck
l (0) = αk

l , (Ck
l )t(0) = βk

l , l = 1, k, (13)
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сталi αk
1 , . . . , α

k
k, β

k
1 , . . . , β

k
k вибрано так, щоб

||ũk0 − u0||V −→
k→∞

0, ||ũk1 − u1||L2(Ω) −→
k→∞

0. (14)

Тут ũk0(x) ≡
k∑

l=1

αk
l w

l(x), ũk1(x) ≡
k∑

l=1

βk
l w

l(x), x ∈ Ω. Зрозумiло, що введенi функцiї

задовольняють умови

ũk(0) = ũk0 , ũkt (0) = ũk1 . (15)

На пiдставi теореми Каратеодорi (див. [11, с. 54]) iснує розв’язок задачi (12)-
(13) на iнтервалi [0, t0]. З оцiнок, отриманих нижче, випливатиме, що t0 = T . Тому
зразу вважатимемо, що функцiї Ck

1 , . . . , C
k
k визначено на [0, T ].

Отримаємо допомiжнi оцiнки. Домножимо (12), вiдповiдно, на функцiї Ck
l,t, пiд-

сумуємо за l вiд 1 до k та зiнтегруємо по промiжку (0, τ) ⊂ (0, T ). Отримаємо таке:
∫

Q0,τ

[
ũkttũ

k
t +

n∑

i,j=1

aij ũ
k
xi
ũktxj

+

n∑

i=1

biũ
k
xi
ũkt + c|ũkt |

2 + dũkũkt + h|ũk|q(x)−2ũkũkt −

−m(ũkt − ϕ)−ũkt

]
dxdt =

∫

Q0,τ

fũkt dxdt. (16)

Оскiльки
n∑

i=1

αiβiγ ≤
1

2

( n∑

i=1

αiβi

)2
+

1

2
γ2 ≤

1

2

( n∑

i=1

α2
i

)( n∑

i=1

β2
i

)
+

1

2
γ2, (17)

де α1, . . . , αn, β1, . . . , βn, γ ∈ R
1, то

∣∣∣∣∣

∫

Q0,τ

n∑

i=1

biũ
k
xi
ũkt dxdt

∣∣∣∣∣ ≤
1

2

∫

Q0,τ

(
B1|∇ũ

k|2 + |ũkt |
2
)
dxdt.

Тут B1 = ess sup
(x,t)∈Q0,T

n∑
i=1

b2i (x, t). Крiм того,

−

∫

Q0,τ

m(ũkt − ϕ)−ũkt dxdt ≥ 0.

Тодi, використовуючи умови (A)-(H), зауваження 2 при r = 2, ε = 1/2, з рiвностi
(16) одержимо

∫

Ωτ

[
|ũkt |

2 + a0|∇ũ
k|2 + d0|ũ

k|2 +
2h0
q0

|ũk|q(x)
]
dx ≤

≤

∫

Q0,τ

|f |2 dxdt +

∫

Ω

[
|ũk1 |

2 + a0|∇ũk0 |
2 dx+

2h0

q0
|ũk0 |

q(x) + d0|ũk0 |
2
]
dx+

+

∫

Q0,τ

[(
2c0 + 2

)
|ũkt |

2 +
(
B1 + a1

)
|∇ũk|2 + d1|ũk|2 +

2h1

q0
|ũk|q(x)

]
dxdt. (18)
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На пiдставi (14) та леми Гронуолла-Белмана з (18) отримуємо оцiнку
∫

Ωτ

[
|ũkt |

2 + |∇ũk|2 + |ũk|2 + |ũk|q(x)
]
dx ≤ C3, τ ∈ (0, T ], (19)

звiдки ∫

Q0,τ

[
|ũkt |

2 + |∇ũk|2 + |ũk|2 + |ũk|q(x)
]
dxdt ≤ C4, τ ∈ (0, T ], (20)

i сталi C3, C4 не залежать вiд k, τ . Крiм того,
∫

Q0,τ

∣∣∣ |ũk|q(x)−2ũk
∣∣∣
q′(x)

dx dt ≤

∫

Q0,τ

|ũk|q(x) dx dt ≤ C5. (21)

З оцiнок (19)-(21) випливає, що iснує пiдпослiдовнiсть {ũks}ks∈N ⊂ {ũk}k∈N

така, що
ũks −→

s→∞
ũ ∗ −слабко в L∞(0, T ;V (Ω)),

ũks −→
s→∞

ũ слабко в H1(Q0,T ) ∩ L
q(x)(Q0,T ),

ũks −→
s→∞

ũ сильно в L2(Q0,T ) i майже скрiзь в Q0,T ,

ũks
t −→

s→∞
ũt ∗ −слабко в L∞(0, T ;L2(Ω)) i слабко в L2(Q0,T ),

|ũks |q(x)−2ũks −→
s→∞

χ слабко в Lq′(x)(Q0,T ). (22)

Тому

(ũks
t − ϕ)− −→

s→∞
(ũt − ϕ)− слабко в L2(Q0,T )

i χ = |ũ|q(x)−2ũ.
Розглянемо (12) при k = ks, домножимо на функцiю ψ ∈ C∞([0, T ]) таку, що

ψ(0) = ψ(T ) = 0, та зiнтегруємо за t ∈ [0, T ]. Далi спрямуємо ks до безмежностi i
тодi на пiдставi збiжностей (22) отримаємо рiвнiсть

−

∫

Q0,T

ũtw
lψ′ dxdt+

∫

Q0,T

n∑

i,j=1

aij ũxiw
l
xj
ψ dxdt+

∫

Q0,T

[ n∑

i=1

biũxi + cũt + dũ+

+h|ũ|q(x)−2ũ−m(ũt − ϕ)−
]
wlψ dxdt =

∫

Q0,T

fwlψ dxdt, l = 1, k.

Звiдси, завдяки довiльностi ψ, отримаємо

< ũtt(t) +A1(t)ũt(t) +A2(t)ũ(t)−m(ũt(t)− ϕ)−, wl >=< f(t), wl >, t ∈ (0, T ).

Далi стандартно доводимо, що замiсть wl (l = 1, k) тут можна прийняти довiльну
функцiю v ∈ V . Отже, функцiя ũ є шуканим розв’язком задачi (8)-(10). �

Зауваження 4. Якщо виконуються умови (A)-(H), (Q), то задача (8)-(10) не може
мати бiльше одного розв’язку.

Зауважимо також, що результати теореми 2 та попереднього зауваження можна
отримати i за слабших умов, проте ми цього не робитимемо.
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Теорема 3 (про гладкiсть розв’язку задачi зi штрафом). Нехай виконуються умови
теореми 2 i, крiм того, умова (Q) та ft ∈ L2(Q0,T ). Тодi розв’язок задачi (8)-(10)
додатково задовольняє включення ut ∈ L∞(0, T ;H1

0(Ω)) ∩ C([0, T ];H
1
0 (Ω)),

utt ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)).

Доведення. Нехай {ũk}k∈N – функцiї з теореми 2, якi задовольняють (12) i для яких
виконуються оцiнки (19)-(21). Щоб одержати додатковi оцiнки для цiєї послiдовнос-
тi, диференцiюємо (12) за змiнною t, множимо, вiдповiдно, на функцiї Ck

l,tt, пiдсумо-

вуємо за l вiд 1 до k та iнтегруємо по промiжку (0, τ) ⊂ (0, T ). Отримаємо рiвнiсть

∫

Q0,τ

[
ũktttũ

k
tt +

n∑

i,j=1

aij,tũ
k
xi
ũkttxj

+

n∑

i,j=1

aij ũ
k
txi
ũkttxj

+

n∑

i=1

bi,tũ
k
xi
ũktt +

n∑

i=1

biũ
k
txi
ũktt +

+ ctũ
k
t ũ

k
tt + c|ũktt|

2 + dtũ
kũktt + dũkt ũ

k
tt + ht|ũ

k|q(x)−2ũkũktt + h(q − 1)|ũk|q(x)−2ũkt ũ
k
tt −

−m((ũkt − ϕ)−)tũ
k
tt

]
dxdt =

∫

Q0,τ

ftũ
k
tt dxdt. (23)

Доданки з ũkttt, aij , bi оцiнимо аналогiчно, як доданки з ũktt, aij , bi у теоремi 2.
Оскiльки для всiх αij , βi, γi ∈ R

1 (i, j = 1, n), δ > 0 можемо записати нерiвнiсть

n∑

i,j=1

αijβiγj ≤ nαi∗j∗

(
Y2(δ)

n∑

i=1

β2
i + δ

n∑

i=1

γ2i

)
,

де αi∗j∗ = max
i,j=1,n

|αij |, а Y2 – функцiя з (4), то на пiдставi умови (A) та формули

iнтегрування частинами отримаємо оцiнку
∣∣∣∣∣

∫

Q0,τ

n∑

i,j=1

aij,tũ
k
xi
ũkttxj

dxdt

∣∣∣∣∣ ≤ A1

∫

Ωτ

(
δ|∇ũkt |

2 + Y2(δ)|∇ũ
k|2
)
dx+

+A1

∫

Ω0

(
|∇ũk1 |

2 + |∇ũk0 |
2
)
dx+

(A2

2
+ a1

) ∫

Q0,τ

|∇ũkt |
2 dxdt +

A2

2

∫

Q0,τ

|∇ũk|2 dxdt,

де A1 = n max
i,j=1,n

ess sup
Q0,T

|aij,t(x, t)|, A2 = n max
i,j=1,n

ess sup
Q0,T

|aij,tt(x, t)|.

На пiдставi (17)
∣∣∣∣∣

∫

Q0,τ

n∑

i=1

bi,tũ
k
xi
ũkttdxdt

∣∣∣∣∣ ≤
1

2

∫

Q0,τ

(
B2|∇ũ

k|2 + |ũktt|
2
)
dxdt,

де B2 = ess sup
(x,t)∈Q0,T

n∑
i=1

b2i,t(x, t).

Для оцiнки доданкiв з ct, d, dt, ht, ft використаємо (4) при r = 2, ε = 1/2. Тодi

I1 :=

∫

Q0,τ

ht|ũ
k|q(x)−2ũkũktt dxdt ≤

h1

2

∫

Q0,τ

[
|ũk|2(q(x)−1) + |ũktt|

2
]
dxdt.
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Оцiнимо iнтеграл
∫
Q0,τ

|ũk|2(q(x)−1) dxdt. Враховуючи умови на q0, зауваження 3 га-

рантує вкладення просторiв H1
0 (Q0,τ ) 	 L2(q0−1)(Q0,τ ), τ ∈ (0, T ]. Тодi на пiдставi

зауваження 1 одержимо, що
∫

Q0,τ

|ũk|2(q(x)−1) dxdt ≤ S2(q−1)

(
||ũk||L2(q(x)−1)(Q0,τ )

)
≤

≤ C6S2(q−1)

(
||ũk||L2(q0−1)(Q0,τ )

)
≤ C7S2(q−1)

(
||∇ũk||L2(Q0,τ )

)
.

Отже,

I1 ≤
h1C7

2
S2(q−1)

(
||∇ũk||L2(Q0,τ )

)
+
h1

2

∫

Q0,τ

|ũktt|
2 dx dt ≤ C8 +

h1

2

∫

Q0,τ

|ũktt|
2 dx dt,

де стала C8 – додатна i не залежить вiд k, τ .

Оскiльки
1

2
+

1

n
+

1
2n
n−2

= 1, то з нерiвностi Гельдера, зауваження 1 та оцiнки

(7) запишемо перетворення:
∫

Ω

h(q − 1)|ũk|q(x)−2ũkt ũ
k
tt dx ≤ h0(q0 − 1)

∣∣∣∣ |ũk|q(x)−2
∣∣∣∣
Ln(Ω)

||ũkt ||L
2n

n−2 (Ω)
||ũktt||L2(Ω),

а також
∣∣∣∣ |ũk|q(x)−2

∣∣∣∣
Ln(Ω)

=
(∫

Ω

|ũk|n(q(x)−2) dx
)1/n

≤

≤
(
C9 + C10||ũ

k;Ln(q(x)−2)(Ω)||max{1,n(q0−2)}
)1/n

≤

≤
(
C9 + C11||ũ

k;Ln(q0−2)(Ω)||max{1,n(q0−2)}
)1/n

≤

≤
(
C9 + C12||∇ũ

k;L2(Ω)||max{1,n(q0−2)}
)1/n

≤ C13.

Крiм того, на пiдставi зауваження 3 при s = 2n
n−2 правильне вкладення просторiв

H1
0 (Ω) 	 L

2n
n−2 (Ω) i виконується нерiвнiсть

||ũkt ||L
2n

n−2 (Ω)
≤ C14||∇ũ

k
t ||L2(Ω),

де C14 > 0. Отже,
∫

Q0,τ

h(q − 1)|ũk|q(x)−2ũkt ũ
k
tt dxdt ≤ C15

∫

Q0,τ

[
|∇ũkt |

2 + |ũktt|
2

]
dxdt,

де стала C15 – додатна i не залежить вiд k, τ .
Можна довести, що

−

∫

Q0,τ

m((ũkt − ϕ)−)tũ
k
tt dxdt ≥ 0.



50
Олег БУГРIЙ, Iван ГУРНЯК, Петро ПУКАЧ, Оксана ХОЛЯВКА

ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2012. Випуск 77

Враховуючи одержанi оцiнки, рiвнiсть (23) перепишемо у виглядi
∫

Ωτ

[
|ũktt|

2 + (a0 − 2A1δ)|∇ũ
k
t |

2
]
dx ≤

∫

Ω

[
|ũktt(0)|

2 + (a0 + 2A1)|∇ũ
k
1 |

2+

+2A1|∇ũ
k
0 |

2
]
dx+ 2A1Y2(δ)

∫

Ωτ

|∇ũk|2 dx+ 2C8 +

∫

Q0,τ

|ft|
2 dxdt+

+

∫

Q0,τ

[
(2c0 + c1 + d0 + d1 + h1 +2C15 +3)|ũktt|

2 + (A2 +3a1 +B1 +2C15)|∇ũ
k
t |

2
]
dxdt+

+

∫

Q0,τ

[
(c1 + d0)|ũkt |

2 + (A2 +B2)|∇ũ
k|2 + d1|ũk|2

]
dxdt. (24)

Оскiльки ũ1 ∈ intK чи ũ1 = 0, то можна вважати, що ũk1 ∈ K. Тодi одержимо,
що ũktt(0) = f(0) − A1(0)ũ

k
1 − A2(0)ũ

k
0 . З того, що f, ft ∈ L2(Q0,T ) випливає таке:

f ∈ C([0, T ];L2(Ω)). Тому f(0) ∈ L2(Ω) i
∫
Ω |ũktt(0)|

2 dx ≤ C16, де стала C16 не зале-
жить вiд k. Враховуючи це, оцiнки (19), (20) та вибираючи в (24) δ > 0 – достатньо
малим, на пiдставi леми Гронуолла-Белмана, пiсля нескладних перетворень, отри-
маємо нерiвнiсть∫

Ωτ

[
|ũktt|

2 + |∇ũkt |
2
]
dx+

∫

Q0,τ

[
|ũktt|

2 + |∇ũkt |
2
]
dxdt ≤ C17, (25)

де стала C17 не залежать вiд k, τ . Теорему доведено. �

Перейдемо тепер до доведення основного результату.
Доведення теореми 1. Розв’язок задачi (1)-(3) отримаємо як границю розв’яз-

кiв мiшаних задач зi штрафом, а саме задач типу (8)-(10). Отож, для кожного m ∈ N

розглянемо функцiю um – розв’язок задачi

umtt (t) +A1(t)u
m
t (t) +A2(t)u

m(t)−m(umt (t)− ϕ)− = f(t), t ∈ (0, T ), (26)

um|t=0 = u0, (27)

umt |t=0 = u1. (28)

З теореми 2 випливає iснування цього розв’язку. Враховуючи умови теореми 1, отри-
маємо послiдовнiсть {um}m∈N, для якої так само, як при доведеннi теорем 2 та 3,
одержуємо аналоги оцiнок (19)-(21), (25). Зокрема, отримаємо нерiвнiсть

∫

Ωτ

[
|umt |2 + |∇um|2 + |um|2 + |um|q(x) + |umtt |

2 + |∇umt |2
]
dx+

+

∫

Q0,τ

[
|umt |2 + |∇um|2 + |um|2 + |um|q(x)+ |umtt |

2 + |∇umt |2
]
dx ≤ C18, τ ∈ (0, T ], (29)

де стала C18 не залежить вiд m, τ . Крiм того,∫

Q0,τ

−(umt − ϕ)−umt dxdt ≤
C18

m
. (30)
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На пiдставi (29) iснує послiдовнiсть чисел {mj}j∈N, lim
j→+∞

mj = +∞ й iснує

функцiя u така, що

umj −→
j→∞

u ∗ − слабко в L∞(0, T ;V ) та слабко в H1(Q0,T ) ∩ L
q(x)(Q0,T ),

u
mj

t −→
j→∞

ut ∗ − слабко в L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) та слабко в H1(Q0,T ),

u
mj

tt −→
j→∞

utt ∗ − слабко в L∞(0, T ;L2(Ω)) та слабко в L2(Q0,T ).

Крiм того,

umj −→
j→∞

u сильно в H1(Q0,T ) i майже скрiзь в Q0,T ,

u
mj

t −→
j→∞

ut сильно в L2(Q0,T ) i майже скрiзь в Q0,T ,

|umj |q(x)−2umj −→
j→∞

|u|q(x)−2u слабко в Lq′(x)(Q0,T ). (31)

Зауважимо таке: з (30) випливає, що ut(t) ∈ K майже для всiх t ∈ (0, T ).
Перепишемо (8) для umj , одержану рiвнiсть помножимо на v(t) − u

mj

t (t), де
v ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ L
q(x)(Q0,T ), v(t) ∈ K майже для всiх t ∈ (0, T ), та зiнтегруємо

по Q0,τ , τ ∈ (0, T ]. Оскiльки

mj

∫

Q0,τ

(u
mj

t − ϕ)− (v − u
mj

t ) dxdt =

= mj

∫

Q0,τ

(
− (v − ϕ)− −

[
− (u

mj

t − ϕ)−
] )

(v − u
mj

t ) dxdt ≥ 0,

то одержимо нерiвнiсть
τ∫

0

< u
mj

tt (t) +A1(t)u
mj

t (t) +A2(t)u
mj (t)− f(t), v(t) − u

mj

t (t) > dt ≥ 0. (32)

Пiсля нескладних перетворень i застосування формули iнтегрування частинами,
спрямуємо в (32) mj до безмежностi та вiзьмемо нижню границю. На пiдставi збiж-
ностей (31) та леми Фату отримуємо, що функцiя u є шуканим розв’язком задачi
(1)-(3). Теорему доведено. �
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In bounded domains we proved existence of solutions to some problems
for variational inequalities of the second order with variable exponent of nonli-
nearity in younger term.
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