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У випадку одиничного круга K доведено теорему регулярностi L(3)-
слiду та теорему iснування розв’язку задачi з трьома крайовими умовами
для елiптичних рiвнянь четвертого порядку в просторi Соболєва H

θ(K),
з деяким показником регулярностi θ, який залежить вiд поведiнки комп-
лексних характеристик рiвняння, тобто вiд його коефiцiєнтiв.

Ключовi слова: елiптичнi диференцiальнi рiвняння четвертого порядку,
крайовi задачi, L−слiди, рекурентнi рiвняння, асимптотика коефiцiєнтiв
ряду Фур’є.

1. Вступ. Розглядатимемо питання iснування розв’язку задачi з трьома гра-
ничними умовами для елiптичних диференцiальних рiвнянь четвертого порядку зi
сталими комплексними коефiцiєнтами в просторi Соболєва Hθ(K) з деяким показ-
ником регулярностi θ, який залежить вiд поведiнки комплексних характеристик рiв-
няння.

Основний апарат дослiджень – метод формули Грiна, метод L-слiдiв, тобто
слiдiв, асоцiйованих з лiнiйною безтипною диференцiальною операцiєю L зi сталими
комплексними коефiцiєнтами та розроблений автором метод дослiдження рекурент-
них рiвнянь зi змiнними (якi залежать вiд n) коефiцiєнтами.

Умови iснування розв’язку деяких граничних задач, якi формулюються в термi-
нах L-слiдiв, виникали ще пiд час дослiдження задачi Неймана для рiвняння Лап-
ласа ∆u = f(x), u′ν |∂Ω = ψ(x) :

∫

∂Ω ψ(x) dsx =
∫

Ω f(x)dx. Враховуючи, що для
оператора L = ∆ цi слiди набули вигляду L(0)u = −u|∂Ω, L(1)u = u′ν |∂Ω, останню

умову можна переписати в термiнах L-слiдiв:
∫

∂Ω L(1)u dsx =
∫

Ω f(x)dx. Поширен-
ню цього результату на випадок деяких крайових задач для загального безтипного
диференцiального оператора четвертого порядку присвячена праця [7].
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В [5] було розроблено метод формули Грiна для загальної безтипної лiнiйної
диференцiальної операцiї L зi сталими комплексними коефiцiєнтами

L(Dx) =
∑

|α|6m

aαD
α,

а також введено означення асоцiйованих з цiєю операцiєю слiдiв (L−слiдiв). Це по-
няття виникло в зв’язку з вивченням граничних властивостей розв’язкiв з простору
L2(Ω) диференцiальних рiвнянь з максимальним оператором Lu = f(x) ∈ L2(Ω).

Як показано в [5], в загальному випадку звичайнi слiди u|∂Ω, u′ν|∂Ω, ..., u
(m−1)
ν |∂Ω

розв’язкiв цього рiвняння з простору L2(K) не iснують навiть у сенсi узагальнених

функцiй. У випадку L = ∂2

∂x∂y в одиничному крузi K функцiя

u(x, y) =
1

(1 − x2)5/8
∈ L2(K)

є розв’язком рiвняння Lu = 0, але < u|∂K , 1 >= ∞, позаяк

lim
|r|→1−0

∫

x2+y2=r2
u(x, y)ds = ∞.

Однак у кожного L2−розв’язку рiвняння Lu = 0 iснують L-слiди.
Проблемам регулярностi розв’язку крайових задач для рiвнянь другого поряд-

ку присвячена, зокрема, праця [6]. Iснування розв’язку задачi Дiрiхле в просторi
C4(K)∩C1,α(∂K) для деяких частинних випадкiв (з обмеженням на значення коре-
нiв характеристичного рiвняння) елiптичних рiвнянь четвертого порядку (правиль-
но та неправильно елiптичних) довiв А.О. Бабаян [1], [2].

Отож, питання iснування та регулярностi розв’язку крайових задач для елiп-
тичних рiвнянь четвертого порядку з довiльними сталими комплексними коефiцiєн-
тами не вивчали. Цiй проблемi присвячена наша стаття: доведено теорему iснування
розв’язку деякої крайової задачi в просторi Соболєва Hθ(K).

В [7] було доведено необхiднi, а у випадку елiптичностi оператора, i достатнi
умови iснування розв’язкiв декiлькох граничних задач у довiльнiй областi Ω ⊂ R2:
граничної задачi типу Кошi, задачi з трьома граничними умовами та задачi Дiрiхле
для лiнiйних неоднорiдних диференцiальних рiвнянь четвертого порядку зi сталими
комплексними коефiцiєнтами. Ми використовуємо результат цiєї працi у випадку
одиничного круга K для доведення теореми регулярностi L(3)−слiду та теореми
iснування розв’язку задачi з трьома крайовими умовами для елiптичних рiвнянь
четвертого порядку в просторi Соболєва Hθ(K), з деяким показником регулярностi
θ, який залежить вiд поведiнки комплексних характеристик рiвняння, тобто вiд
його коефiцiєнтiв. Наведено приклад, який iлюструє, що розробленi автором методи
допомагають дослiджувати також iншi крайовi задачi, зокрема, задачу Дiрiхле для
елiптичних рiвнянь другого порядку, результати для якої отримали в [6] iншими
методами.

2. Iснування та регулярнiсть розв’язку задачi. В одиничному крузi K ⊂
R2 розглянемо елiптичне диференцiальне рiвняння четвертого порядку зi сталими



66
Катерина БУРЯЧЕНКО

ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2012. Випуск 77

комплексними коефiцiєнтами

L(∂x)u = a0
∂4u

∂x41
+ a1

∂4u

∂x31∂x2
+ a2

∂4u

∂x21∂x
2
2

+ a3
∂4u

∂x1∂x
3
2

+ a4
∂4u

∂x42
= 0. (1)

Для рiвняння (1) розглянемо задачу з трьома крайовими умовами

u|∂K = ϕ(x), u′ν |∂K = ψ(x), u′′νν |∂K = σ(x). (2)

Вважатимемо ϕ(x) ∈ Hm−1/2(∂K), ψ(x) ∈ Hm−3/2(∂K), σ(x) ∈ Hm−5/2(∂K), m > 4,
ν – вектор зовнiшньої нормалi, |ν| = 1, ∂x = ( ∂

∂x1

, ∂
∂x2

), ai ∈ C, i = 0, 1, ..., 4.

Розв’язком задачi (1), (2) з класу Hm(K), m > 4, називатимемо функцiю u ∈
Hm(K), m > 4, яка задовольняє рiвняння (1) та умови на межi (2).

Зауважимо, що символ оператора L(Dx) допускає зображення

L(ξ) = a0ξ
4
1 + a1ξ

3
1ξ2 + a2ξ

2
1ξ

2
2 + a3ξ1ξ

3
2 + a4ξ

4
2 =< ξ, a1 >< ξ, a2 >< ξ, a3 >< ξ, a4 >,

отже, рiвняння (1) можна переписати у виглядi

< ∇, a1 >< ∇, a2 >< ∇, a3 >< ∇, a4 > u = 0, (1∗)

де aj ∈ C
2, j = 1, . . . , 4−комплекснi вектори, якi визначають коефiцiєнтами рiв-

няння (1), < a, b >= a1b̄1 + a2b̄2− скалярний добуток. Розглядатимемо далi також

вектори ãj = (−āj2, ā
j
1), j = 1, . . . , 4.

2.1. Методи дослiдження. Основним апаратом дослiджень є метод асоцiйова-
них з оператором L слiдiв (L- слiдiв).

В обмеженiй областi Ω ∈ Rn розглянемо лiнiйну диференцiальну операцiю L та
формально спряжену до неї L+

L(Dx) =
∑

|α|6m

aαD
α, L+(Dx) =

∑

|α|6m

Dα(āα·), (3)

де aα ∈ C, α = (α1, ..., αn), |α| = α1 + ...+ αn, D
α = (−i)|α| ∂|α|

∂x
α1

1
∂x

α2

2
...∂xαn

n
.

Означення 1. Нехай L00− оператор, породжений операцiєю L(Dx) на C∞
0 (Ω). Мi-

нiмальним оператором L0 називається розширення оператора L00 на множину
D(L0) := C∞

0 (Ω). (Замикання вiдбувається за нормою графiка: ||u||2L = ||u||2L2(Ω) +

||Lu||2L2(Ω)).

Означення 2. Максимальним оператором L називається звуження L(Dx)|D′(Ω)

на множину D(L) := {u ∈ L2(Ω) : Lu ∈ L2(Ω)}.

Визначимо розширення L̃ мiнiмального оператора, що мiститься в максималь-
ному L0 ⊂ L̃ ⊂ L.

Означення 3. Оператором L̃ будемо називати розширення оператора L0 на мно-

жину D(L̃) := C∞(Ω). (За нормою графiка).

Означення 4. Максимальний оператор L називається правильним, якщо D(L) =

= D(L̃).
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Означення 5. Нехай для деякої функцiї u ∈ D(L̃) iснують лiнiйнi неперервнi функ-
цiонали L(p)u над простором Hm−p−1/2(∂Ω), p = 0, 1, ...,m−1, такi, що виконуєть-
ся рiвнiсть

(Lu, v)− (u, L+v) =

m−1
∑

j=0

(L(m−1−j)u, γjv), (4)

де γj = pjγ, γ : u ∈ Hm(Ω) → (u|∂Ω, ..., u
(m−1)
ν |∂Ω) ∈ H(m), pj : H(m) →

Hm−j−1/2(∂Ω). Функцiонал L(p)u називатимемо L(p)-слiдом функцiї u ∈ D(L̃).

Аналогiчно мoжна побудувати оператори L+
0 , L

+, L̃+, пов’язанi з формально
спряженою операцiєю L+(Dx).

В [7] отримали достатнi умови iснування розв’язку задачi з трьома граничними
умовами (1), (2) у випадку довiльної обмеженої областi Ω ⊂ R2 з гладкою межею
∂Ω.

Теорема 1. [7] Нехай iснує функцiя P (x) ∈ Hm−7/2(∂Ω), яка однозначно ви-
значається за допомогою даних задачi (1), (2): функцiй ϕ(x) ∈ Hm−1/2(∂Ω),

ψ(x) ∈ Hm−3/2(∂Ω), σ(x) ∈ Hm−5/2(∂Ω), i четвiрка (P, R, S, T ) ∈ Hm− 7

2 (∂Ω)×

×Hm− 5

2 (∂Ω)×Hm− 3

2 (∂Ω)×Hm− 1

2 (∂Ω), m > 4, задовольняє такi умови:

∫

∂Ω

{P (x) ·Q(−ãj · x) +R(x) · (−ãj · x)Q′(−ãj · x)+

+ S(x) · (−ãj · x)2Q′′(−ãj · x) + T (x) · (−ãj · x)3Q′′′(−ãj · x)}dsx = 0, (5)

для довiльного полiнома Q ∈ C[z].
Тодi в просторi Соболєва Hm(Ω), m > 4, iснує єдиний розв’язок задачi (1), (2),

граничнi данi якого пов’язанi з функцiями R,S, T за допомогою спiввiдношень

T (x) = L(0)u = −L(ν)ϕ(x) ∈ Hm−1/2(∂Ω),

S(x) = L(1)u = L(ν)ψ(x) + α1ϕ
′
s(x) + α2ϕ(x) ∈ Hm−3/2(∂Ω),

R(x) = L(2)u = −L(ν)σ(x) + β1ψ
′
s(x) + β2ψ(x) + β3ϕ

′′
ss(x) + β4ϕ

′
s(x)+

+ β5ϕ(x) ∈ Hm−5/2(∂Ω),

P (x) = L(3)u = L(ν)u′′′ν |∂Ω + δ1ϕ
′′′
sss(x) + δ2σ(x) + δ3ψ

′′
ss(x) + δ4ψ

′
s(x) + δ5ψ(x)+

+ δ6ϕ
′′
ss(x) + δ7ϕ

′
s(x) + δ8ϕ(x) ∈ Hm−7/2(∂Ω). (6)

Тут s – натуральний параметр ∂Ω, αi, i = 1, 2, βj , j = 1, . . . , 5, δk, k = 1, ..., 8 –
функцiї, гладкi за змiнною x та якi залежать вiд коефiцiєнтiв рiвняння (1).

Використаємо результат теореми 1 для доведення iснування розв’язку задачi
(1), (2) у випадку одиничного круга K. Для цього достатньо довести, що зi спiввiд-
ношення (5) можна однозначно знайти невiдому функцiю P (x) через вiдомi функцiї
R, S, T , якi визначаються даними задачi за допомогою (6).
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2.2. Розв’язання спiввiдношень (5). Як полiном Q(−ãj · x) пiдставимо в (5)
функцiю Q(z) =

∫ z

0
dy

∫ y

0
dx

∫ x

0
Tn dt або

Q(z) = 1
8(n+1)(n+2)(n+3)Tn+3(z)−

1
8(n−1)(n−2)(n−3)Tn−3(z)−

− 3
8(n+1)(n−1)(n+2)Tn+1(z) +

3
8(n+1)(n−1)(n−2)Tn−1(z), n = 4, . . .

де Tn(t) – полiноми Чебишова першого роду n-го порядку [3] та розвинення функ-
цiй P (x), R(x), S(x), T (x) в ряд за тригонометричною системою {cosn(τ + ϕj),
sinn(τ + ϕj)}

∞
n=0 :

P (τ) =
∞
∑

n=0
{jP

T
n cosn(τ + ϕj) +j P

U
n sinn(τ + ϕj)},

R(τ) =
∞
∑

n=0
{jR

T
n cosn(τ + ϕj) +j R

U
n sinn(τ + ϕj)},

S(τ) =
∞
∑

n=0
{jS

T
n cosn(τ + ϕj) +j S

U
n sinn(τ + ϕj)},

T (τ) =
∞
∑

n=0
{jT

T
n cosn(τ + ϕj) +j T

U
n sinn(τ + ϕj)}.

(7)

Тут ϕj – деякий кут нахилу характеристики (розв’язок рiвняння − tgϕj = λj , λj
– коренi характеристичного рiвняння L(1, λ) = 0). Зауважимо, що ϕj ∈ C, для всiх
j = 1, 2, 3, 4, оскiльки ми розглядаємо випадок елiптичних диференцiальних рiвнянь
(1).

Зауваження 1. Зауважимо, що коефiцiєнти iX
T
n , iX

U
n розвинення деякої функцiї

X(τ) в ряд за тригонометричною системою {cosn(τ + ϕi), sinn(τ +ϕi)}
∞
n=0 пов’яза-

нi з коефiцiєнтами jX
T
n , jX

U
n розвинення в ряд за тригонометричною системою

{cosn(τ + ϕj), sinn(τ + ϕj)}
∞
n=0, i 6= j, i, j = 1, 2, 3, 4, за допомогою таких спiввiдно-

шень:
jX

T
n =i X

T
n cosn(ϕi − ϕj) +i X

U
n sinn(ϕi − ϕj),

jX
U
n = −iX

T
n sinn(ϕi − ϕj) +i X

U
n cosn(ϕi − ϕj).

Отже, отримуємо систему неоднорiдних рекурентних рiвнянь зi змiнними кое-
фiцiєнтами стосовно невiдомої послiдовностi {jP

T
n }∞n=7

1
(n+3)(n+2)(n+1) j

PT
n+3 −

3
(n+2)(n2−1) j

PT
n+1 +

3
(n−2)(n2−1) j

PT
n−1−

− 1
(n−1)(n−2)(n−3) j

PT
n−3 =

= −1
(n+2)(n+1) j

RT
n+3 +

(n+5)
(n2−1)(n+2) j

RT
n+1 +

(n−5)
(n2−1)(n−2) j

RT
n−1−

− 1
(n−1)(n−2) j

RT
n−3 −

1
n+1 j

ST
n+3−

− n−3
n2−1 j

ST
n+1 +

n+3
n2−1 j

ST
n−1 +

1
n−1 j

ST
n−3 −j T

T
n+3 − 3jT

T
n+1 − 3jT

T
n−1 −j T

T
n−3,

(8)

j = 1, 2, 3, 4, n > 4. З цiєї системи можна визначити коефiцiєнти jP
T
7 , jP

T
8 , .... роз-

винення невiдомої функцiї P (x) через вiдповiднi коефiцiєнти розвинення вiдомих
функцiй R(x), S(x), T (x). Знаходження молодших коефiцiєнтiв jP

T
0 , jP

T
1 , ..., _jPT

6

вiдбувається так. Спочатку пiдставляємо в (5) Q(−ãj · x) = const 6= 0, звiдки
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1P
T
0 =2 P

T
0 =3 P

T
0 =4 P

T
0 ≡ 0. Потiм приймаємо Q(−ãj ·x) = (−ãj ·x), що призводить

до jP
T
1 =j R

T
1 , j = 1, 2, 3, 4. Якщо прийняти Q(−ãj · x) = (−ãj · x)2, то отримаємо

jP
T
2 = −R0 − S0 − 2jR

T
2 − 2jS

T
2 , j = 1, 2, 3, 4. Для знаходження jP

T
3 приймаємо

Q(−ãj · x) = (−ãj · x)3: jPT
3 = −6jR

T
1 − 18jS

T
1 − 18jT

T
1 − 3jR

T
3 − 6jS

T
3 − 6jT

T
3 . Якщо

Q(−ãj · x) = (−ãj · x)4, то

jP
T
4 = −4jR

T
4 −12jS

T
4 −24jT

T
4 −jR

T
2 −10jS

T
2 −24jT

T
2 −2R0−8S0−18T0, j = 1, 2, 3, 4.

Нарештi, для визначення jP
T
5 i jP

T
6 пiдставляємо в (5) Q(−ãj · x) = (−ãj · x)5 та

Q(−ãj · x) = (−ãj · x)6, вiдповiдно.
2.3. Дослiдження асимптотики послiдовностi jP

T
n , n = 0, 1, .... Для визначен-

ня регулярностi функцiї P (x), поданої за допомогою ряду в (7), нам знадобиться
дослiдити асимптотику послiдовностi коефiцiєнтiв цього ряду.

Означення 6. Будемо казати, що деяка послiдовнiсть Xn ∈ hθ, якщо

∞
∑

n=0

|Xn|
2(1 + n2)θ <∞.

Також казатимемо, що деяка послiдовнiсть Xn ∈ hθρ, якщо

∞
∑

n=0

ρ2n|Xn|
2(1 + n2)θ <∞.

Значення ρ = ρ(n) = ρn називатимемо вагою.

Правильне таке твердження.

Твердження 1. [4] Нехай функцiя X(τ) визначена на межi ∂K одиничного круга
K i

X(τ) =

∞
∑

n=0

{XT
n cosnτ +XU

n sinnτ}, τ ∈ [0, 2π].

Функцiя X(τ) належатиме простору Hθ(∂K) тодi i лише тодi, коли XT
n , X

U
n ∈ hθ,

тобто
∞
∑

n=0

(|XT
n |

2 + |XU
n |2)(1 + n2)θ <∞.

Функцiя X(τ) належатиме ваговому простору Hθ
ρ (∂K) тодi i лише тодi, коли

XT
n , X

U
n ∈ hθρ, тобто

∞
∑

n=0

ρ2n(|X
T
n |

2 + |XU
n |2)(1 + n2)θ <∞.

Нехай ϕ(x) ∈ H
m−1/2
ρ (∂K), ψ(x) ∈ H

m−3/2
ρ (∂K), σ(x) ∈ H

m−1/2
ρ (∂K), тодi

(див. формулу (6)) R(x) ∈ H
m−5/2
ρ (∂K), S(x) ∈ H

m−3/2
ρ (∂K), T (x) ∈ H

m−1/2
ρ (∂K),

ρ = ρn = en Imϕj , j = 1, ..., 4, n = 1, ..., отже, RT
n , R

U
n ∈ h

m−5/2
ρ , ST

n , S
U
n ∈ h

m−3/2
ρ ,
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T T
n , T

U
n ∈ h

m−1/2
ρ з вагою ρ = ρn = en Imϕj , j = 1, ..., 4, n = 1, ..., тобто

∞
∑

n=0
ρ2n(|R

T
n |

2 + |RU
n |

2)(1 + n2)m−5/2 <∞,

∞
∑

n=0
ρ2n(|S

T
n |

2 + |SU
n |2)(1 + n2)m−3/2 <∞,

∞
∑

n=0
ρ2n(|T

T
n |2 + |TU

n |2)(1 + n2)m−1/2 <∞,

(9)

де

R(τ) =
∞
∑

n=0
{RT

n cosnτ + RU
n sinnτ},

S(τ) =
∞
∑

n=0
{ST

n cosnτ + SU
n sinnτ},

T (τ) =
∞
∑

n=0
{T T

n cosnτ + TU
n sinnτ},

P (τ) =
∞
∑

n=0
{PT

n cosnτ + PU
n sinnτ}.

(10)

Лема 1. Нехай

X(τ) =

∞
∑

n=0

{jX
T
n cosn(τ + ϕj) +j X

U
n sinn(τ + ϕj)}.

Тодi така оцiнка правильна:

1
C2

∞
∑

n=0
ρ−2
n (|XT

n |
2 + |XU

n |2)(1 + n2)θ 6
∞
∑

n=0
(|jX

T
n |

2 + |jX
U
n |2)(1 + n2)θ 6

6 C1

∞
∑

n=0
ρ2n(|X

T
n |

2 + |XU
n |2)(1 + n2)θ,

ρn = en Imϕj .

Згiдно з зауваженням 1

jX
T
n = XT

n cosnϕj −XU
n sinnϕj , jX

U
n = XT

n sinnϕj +XU
n cosnϕj , j = 1, 2, 3, 4.

Доведення. Для доведення леми користуємося спiввiдношеннями

jX
T
n = XT

n cosnϕj −XU
n sinnϕj , jX

U
n = XT

n sinnϕj +XU
n cosnϕj , j = 1, 2, 3, 4,

для отримання оцiнки

|jX
T
n |

2 + |jX
U
n |2 6 C1

(

|XT
n |

2 + |XU
n |2

)

ρ2n, ρn = en Imϕj .

Аналогiчно з рiвностей

XT
n =j X

T
n cosnϕj +j X

U
n sinnϕj , X

U
n = −jX

T
n sinnϕj +j X

U
n cosnϕj , j = 1, 2, 3, 4,

отримуємо

|XT
n |

2 + |XU
n |2 6 C2

(

|jX
T
n |

2 + |jX
U
n |2

)

ρ2n, ρn = en Imϕj .

�
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Отже, враховуючи формулу (9), за допомогою цiєї леми визначаємо асимпто-
тику послiдовностей – правої частини системи (8): jR

T
n ∈ hm−5/2, jS

T
n ∈ hm−3/2,

jT
T
n ∈ hm−1/2. Визначимо показник θ регулярностi розв’язку jP

T
n ∈ hθ цiєї системи.

Розглянемо новi послiдовностi

jS̃
T
n = 1

n jS
T
n , jS̃

U
n = 1

n jS
U
n ∈ hm−1/2,

jR̃
T
n = 1

n2 jR
T
n , jR̃

U
n = 1

n2 jR
U
n ∈ hm−1/2,

jP̃
T
n = 1

n3 jP
T
n , jP̃

U
n = 1

n3 jP
U
n , j = 1, . . . , 4.

(11)

Тодi система (8) набуде вигляду

(n+3)2

(n+2)(n+1) jP̃
T
n+3 −

3(n+1)2

(n+2)(n−1) jP̃
T
n+1 +

3(n−1)2

(n+1)(n−2) jP̃
T
n−1−

− (n−3)2

(n−2)(n−1) jP̃
T
n−3 = − (n+3)2

(n+2)(n+1) jR̃
T
n+3 +

(n+5)(n+1)
(n+2)(n−1) jR̃

T
n+1−

− (n−5)(n−1)
(n+1)(n−2) jR̃

T
n−1 −

(n−3)2

(n−2)(n−1) jR̃
T
n−3−

−n+3
n+1 jS̃

T
n+3 −

n−3
n−1 jS̃

T
n+1 +

n+3
n+1 jS̃

T
n−1 +

n−3
n−1 jS̃

T
n−3−

−jT
T
n+3 − 3 jT

T
n+1 − 3 jT

T
n−1 − jT

T
n−3,

(8∗)

n > 4, j = 1, . . . , 4. Завдяки (11) права частина цiєї системи

fn = (n+3)2

(n+2)(n+1) jR̃
T
n+3 +

(n+5)(n+1)
(n+2)(n−1) jR̃

T
n+1 −

(n−5)(n−1)
(n+1)(n−2)

jR̃
T
n−1 −

(n−3)2

(n−2)(n−1) jR̃
T
n−3−

−n+3
n+1 jS̃

T
n+3 −

n−3
n−1 jS̃

T
n+1 +

n+3
n+1 jS̃

T
n−1 +

n−3
n−1 jS̃

T
n−3−

−jT
T
n+3 − 3 jT

T
n+1 − 3 jT

T
n−1 − jT

T
n−3 ∈ hm−1/2.

(12)

Дослiджувати систему (8*) будемо за допомогою такого твердження.

Лема 2 (про граничний перехiд). [9]. Нехай маємо рекурентне рiвняння зi змiн-
ними (якi залежать вiд n) коефiцiєнтами

un+3 + αnun+1 + βnun−1 + γnun−3 = δngn, (13)

де αn → α, βn → β, γn → γ, δn → δ, n→ ∞. Поряд з рiвнянням (13) розглянемо

un+3 + αun+1 + βun−1 + γun−3 = δgn. (14)

Якщо розв’язок рiвняння (14) належить простору hθ, то i розв’язок рiвняння (13)
належатиме простору hθ.

Вперше цю лему (з повним доведенням) опублiкували в [9].
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Зрозумiло, що кожне рекурентне рiвняння системи (8*) задовольняє умови леми
2, отже, розглянемо вiдповiдну до (8*) систему граничних рекурентних рiвнянь

jP̃
T
n+3 − 3 jP̃

T
n+1 + 3 jP̃

T
n−1 −j P̃

T
n−3 =

− jR̃
T
n+3 + jR̃

T
n+1 + jR̃

T
n−1 − jR̃

T
n−3−

− jS̃
T
n+3 − jS̃

T
n+1 + jS̃

T
n−1 + jS̃

T
n−3−

−jT̃
T
n+3 − 3 j T̃

T
n+1 − 3 j T̃

T
n−1 − j T̃

T
n−3

(15)

або

jP̃
T
n+3 − 3 jP̃

T
n+1 + 3 jP̃

T
n−1 −j P̃

T
n−3 = fn ∈ hm−1/2,

i дослiдимо регулярнiсть розв’язку системи (15). Домножимо (15) на cosnτ i пiдсу-
муємо за n = 0, 1, . . .

sin2 τ
∞
∑

n=0
jP̃

T
n sinnτ sin τ = − sin2 τ cos τR̃T+

+sin τ cos2 τ
∞
∑

n=0
jS̃

T
n sinnτ + cos3 τT T ,

(16)

де R̃T =
∞
∑

n=0
jR̃

T
n cosnτ , T T =

∞
∑

n=0
jT

T
n cosnτ . З твердження 1 та формул (11)

отримаємо, T T , R̃T ∈ Hm−1/2(∂K), m > 4.

Твердження 2. [8] Для гладкої функцiї ϕ(x(τ)) ∈ Hm−1/2(∂K) парна частина
T T (τ) функцiї T (τ) = −L(ν)ϕ(x(τ)) в точцi τ = 0 має нуль другого порядку.

Позначимо через F̃T (τ) результат дiлення правої частини (16) на sin2 τ . Тодi

F̃T (τ) ∈ Hm− 1

2 (∂K), отже,

jP̃
T
n+1 − jP̃

T
n−1 = jF̃

T
n , (17)

де jF̃
T
n ∈ hm− 1

2 – коефiцiєнти розвинення функцiї F̃T (τ) за системою {cosnτ}∞n=0.
Домножимо тепер (17) на sinnτ i пiдсумуємо за n = 1, . . ..

∞
∑

n=0

jP̃
T
n cosnτ = −

1

2 sin τ

∞
∑

n=0

jF̃
T
n sinnτ.

Тобто P̃T (τ) =
∞
∑

n=0
jP̃

T
n cosnτ ∈ Hm− 1

2 (∂K) або jP̃
T
n ∈ hm− 1

2 . Позаяк

jP̃
T
n = 1

n3 jP
T
n , то jP

T
n ∈ hm− 7

2 , j = 1, 2, 3, 4.

2.4. Асимптотика послiдовностi jP
U
n , n = 0, 1, .... Визначимо тепер асимпто-

тику послiдовностi jP
U
n . Враховуючи зауваження 1,

jP
T
n =i P

T
n cosn(ϕj − ϕi)−i P

U
n sinn(ϕj − ϕi), i 6= j, i, j = 1, 2, 3, 4.

Отже, iP
U
n sinn(ϕj − ϕi) ∈ hm− 7

2 , i за умови

| sinn(ϕi − ϕj)| > Cij
1

nℓ
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iP
U
n ∈ hm−ℓ− 7

2 для деякого ℓ > 0. Отож, з леми 1, (див. також (10)),

PT
n ∈ h

m− 7

2

ρ , PU
n ∈ h

m−ℓ− 7

2

ρ , i, враховуючи твердження 1, P (x) ∈ H
m−ℓ− 7

2

ρ (∂K),
для деякого ℓ > 0.

2.5. Теорема регулярностi L(3)−слiду розв’язку задачi (1), (2). З результатiв
попереднiх пiдроздiлiв таке твердження правильне.

Теорема 2. Розглянемо крайову задачу (2) в одиничному крузi K для елiптичного
рiвняння (1), кути нахилу ϕj , j = 1, 2, 3, 4, характеристик якого задовольняють
умову

| sinn(ϕi − ϕj)| > Cij
1

nℓ
,

для деяких ℓ > 0 та Cij > 0, i 6= j, i, j = 1, ..., 4. Вважатимемо, що цi зада-

чi ϕ(x) ∈ H
m−1/2
ρ (∂K), ψ(x) ∈ H

m−3/2
ρ (∂K), σ(x) ∈ H

m−5/2
ρ (∂K), m > 4, з вагою

ρ = ρn = e−n Imϕj , j = 1, 2, 3, 4, n = 1, .... Тодi iснує функцiя P (x) := L(3)u−слiд

розв’язку задачi (1),(2), яка належить простору H
m−ℓ−7/2
ρ (∂K), m > 4 та задо-

вольняє умову
∫

∂K

{P (x) ·Q(−ãj · x) +R(x) · (−ãj · x)Q′(−ãj · x)+

+ S(x) · (−ãj · x)2Q′′(−ãj · x) + T (x) · (−ãj · x)3Q′′′(−ãj · x)}dsx = 0, (18)

для довiльного полiнома Q ∈ C[z]. Функцiї R,S, T− це L−слiди розв’язку задачi (1),
(2), якi визначаються граничними даними ϕ(x), ψ(x), σ(x) за допомогою спiввiдно-
шень

T (x) = L(0)u = −L(ν)ϕ(x),

S(x) = L(1)u = L(ν)ψ(x) + α1ϕ
′
s(x) + α2ϕ(x),

R(x) = L(2)u = −L(ν)σ(x) + β1ψ
′
s(x) + β2ψ(x) + β3ϕ

′′
ss(x) + β4ϕ

′
s(x)+

+β5ϕ(x),

P (x) = L(3)u = L(ν)u′′′ν |∂Ω + δ1ϕ
′′′
sss(x) + δ2σ(x) + δ3ψ

′′
ss(x) + δ4ψ

′
s(x)+

+δ5ψ(x) + δ6ϕ
′′
ss(x) + δ7ϕ

′
s(x) + δ8ϕ(x),

(19)

з натуральним параметром s та гладкими за змiнною x функцiями αi, i = 1, 2,
βj, j = 1, . . . , 5, δk, k = 1, ..., 8, якi залежать вiд коефiцiєнтiв рiвняння (1).

Зауваження 2. У випадку, коли всi характеристики рiвняння дiйснi, ϕj ∈ R
1,

∀j = 1, 2, 3, 4, вага ρ = 1 i всi простори з вагою Hθ
ρ (∂K) перетворюються в зви-

чайнi простори Соболєва Hθ(∂K) функцiй, заданих на межi ∂K одиничного круга
K.

2.6. Теорема iснування розв’язку задачi. Результат теореми 2 можна застосу-
вати для розв’язностi крайової задачi (1), (2) для елiптичних рiвнянь четвертого
порядку. Отже, враховуючи теореми 1 та 2, отримуємо теорему.

Теорема 3. Нехай данi задачi з умови (2) такi, що

ϕ(x) ∈ Hm−1/2
ρ (∂K), ψ(x) ∈ Hm−3/2

ρ (∂K), σ(x) ∈ Hm−5/2
ρ (∂K), m > 4,
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з вагою ρ = ρn = e−n Imϕj , j = 1, 2, 3, 4, n = 1, 2...., а кути ϕj нахилу характеристик
рiвняння (1) задовольняють умову

| sinn(ϕi − ϕj)| > Cij
1

nℓ
,

для деяких ℓ > 0 та Cij > 0, i 6= j, i, j = 1, ..., 4. Тодi в просторi Соболє-

ва Hm−ℓ−7/2(K), m > 4, iснує розв’язок u(x) задачi (1), (2) такий, що

u′′′ν |∂K ∈ H
m−ℓ−7/2
ρ (∂K), m > 4.

Приклад 1. Розробленi в попереднiх пiдроздiлах методи проiлюструємо на прикла-
дi знаходження L−слiдiв розв’язку задачi Дiрiхле в крузi для елiптичних рiвнянь
другого порядку з подальшим дослiдженням їхньої регулярностi.

В одиничному крузi K розглянемо задачу Дiрiхле для елiптичних рiвнянь дру-
гого порядку зi сталими комплексними коефiцiєнтами

L(∂x)u = a0
∂2u

∂x21
+ a1

∂2u

∂x1∂x2
+ a2

∂2u

∂x22
= 0, (20)

u|∂K = ϕ(x). (21)

В [5] було доведено такий результат.

Твердження 3. [5] Нехай iснує функцiя P (x) ∈ Hm−3/2(∂K), яка однозначно
визначається за допомогою функцiї ϕ(x) ∈ Hm−1/2(∂K), i задовольняє такi умови:

∫

∂K

{P (x) ·Q(−ãj · x) +R(x) · (−ãj · x)Q′(−ãj · x)}dsx = 0, (22)

для довiльного полiнома Q ∈ C[z].
Тодi в просторi Соболєва Hm(K), m > 2, iснує єдиний розв’язок задачi Дiрiхле

(20), (21), граничнi данi якого пов’язанi з функцiєю R(x) := L(0)u(x) за допомогою
спiввiдношень

R(x) = L(0)u = −L(ν)ϕ(x) ∈ Hm−1/2(∂K),

P (x) = L(1)u = L(ν)u′ν |∂K + [(ν21 − ν22 ) sin(ϕ1 + ϕ2) + 2ν1ν2 cos(ϕ1 + ϕ2)]ϕ
′
s+

+ [(ν21 − ν22) cos(ϕ1 + ϕ2)− 2ν1ν2 sin(ϕ1 + ϕ2)]ϕ(x). (23)

Тут s – натуральний параметр.

Розв’яжемо спiввiдношення (22) стосовно невiдомої функцiї P (x). Вважатиме-

мо, що в (21) ϕ(x) ∈ H
m−1/2
ρ (∂K), m > 2, отже, R(x) = L(0)u = −L(ν)ϕ(x) ∈

∈ H
m−1/2
ρ (∂K). Пiсля пiдстановки в (22) Q(z) = 1

2(n+1)Tn+1(z)−
1

2(n−1)Tn−1(z) та

P (τ) =
∞
∑

n=0
{jP

T
n cosn(τ + ϕj) +j P

U
n sinn(τ + ϕj)},

R(τ) =
∞
∑

n=0
{jR

T
n cosn(τ + ϕj) +j R

U
n sinn(τ + ϕj)},

отримаємо таку рекурентну систему:

1

2(n+ 1)
jP

T
n+1 −

1

2(n− 1)
jP

T
n−1 =j R

T
n . (24)
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Приймемо jP̃
T
n := 1

2n j
PT
n . Тодi (24) набуде вигляду

jP̃
T
n+1 −j P̃

T
n−1 =j R

T
n . (25)

Домножимо (25) на sinnτ i пiдсумуємо за n = 1, . . ..

sin τ

∞
∑

n=0

jP̃
T
n cosnτ = −

∞
∑

n=0

jR
T
n sinnτ.

Тобто P̃T (τ) =
∞
∑

n=0
jP̃

T
n cosnτ ∈ Hm− 1

2 (∂K) або jP̃
T
n ∈ hm− 1

2 . Позаяк

jP̃
T
n = 1

2n jP
T
n , то jP

T
n ∈ hm− 3

2 , j = 1, 2.

Визначимо тепер асимптотику послiдовностi jP
U
n . Враховуючи зауваження 1,

jP
T
n =i P

T
n cosn(ϕj − ϕi)−i P

U
n sinn(ϕj − ϕi), i 6= j, i, j = 1, 2.

Отже, iP
U
n sinn(ϕj − ϕi) ∈ hm− 3

2 , i за умови

| sinn(ϕ1 − ϕ2)| > C
1

nℓ
.

iP
U
n ∈ hm−ℓ− 3

2 для деякого ℓ > 0. Отож, з леми 1, PT
n ∈ h

m− 3

2

ρ , PU
n ∈ h

m−ℓ− 3

2

ρ , i,

враховуючи твердження 1, P (x) := L(1)u(x) ∈ H
m−ℓ− 3

2

ρ (∂K), для деякого ℓ > 0.
Отже, доведено iснування та дослiджено регулярнiсть L(1)− слiду розв’язку

задачi Дiрiхле (20), (21), який задовольняє умову (22).

Теорема 4. Нехай кути нахилу ϕj , j = 1, 2, характеристик рiвняння (20) задо-
вольняють умову

| sinn(ϕ1 − ϕ2)| > C
1

nℓ
,

для деяких ℓ > 0 та Cij > 0, i 6= j, i, j = 1, ..., 4. Вважатимемо, що

ϕ(x) ∈ H
m−1/2
ρ (∂K). Тодi iснує функцiя P (x) := L(1)u(x)−слiд розв’язку u(x) задачi

Дiрiхле (20),(21), яка належить простору H
m−ℓ−3/2
ρ (∂K), m > 2 та задовольняє

умову (22).

Зауваження 3. Враховуючи твердження 3, результат теореми 4 можна застосувати
для доведення iснування розв’язку задачi Дiрiхле (20), (21) в соболiвських просто-
рах.

3. Висновки. У випадку одиничного круга K доведено теорему регулярностi
L(3)−слiду та теорему iснування розв’язку задачi з трьома крайовими умовами для

елiптичних рiвнянь четвертого порядку в просторi Соболєва Hθ(K), з деяким по-
казником регулярностi θ, який залежить вiд поведiнки комплексних характеристик
рiвняння, тобто вiд його коефiцiєнтiв. Наведено приклад, який iлюструє, що розроб-
ленi методи допомагають дослiджувати також iншi крайовi задачi, зокрема, задачу
Дiрiхле для елiптичних рiвнянь другого порядку.
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EXISTENCE OF SOLUTION AND REGULARITY THEOREMS
FOR BOUNDARY VALUE PROBLEM WITH THREE
CONDITIONS ON THE BOUNDARY FOR ELLIPTIC

FOURTH ORDER EQUATIONS IN A DISK
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Universytetska Str., 24, Donetsk, 83001

e-mail: katarzyna_@ukr.net

In the present paper, for the case of unit disk K, it is proved the regularity
theorem of L(3)−trace and existence theorem for the solution of the problem

with three conditions on the boundary in Sobolev space H
θ(K), where θ

depends on behavior of complex characteristics or from coefficients of the
equation.

Key words: elliptic fourth order differential equations, boundary value
problems, L−traces, recurrence equations, asymptotic of Fourier coefficients.
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ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ И РЕГУЛЯРНОСТИ
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ С ТРЕМЯ ГРАНИЧНЫМИ

УСЛОВИЯМИ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ
ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА В КРУГЕ

Катерина БУРЯЧЕНКО

Донецкий национальный университет,

ул. Университетская, 24, Донецк, 83001

e-mail: katarzyna_@ukr.net

В случае единичного круга K доказано теорему регулярности L(3)-сле-
да и теорему существования решения задачи с тремя граничными усло-
виями для эллиптических уравнений четвертого порядка в пространстве
Соболева H

θ(K), с некоторым показателем регулярности θ, который за-
висит от поведения комплексных характеристик уравнения, тоесть от его
коэффициентов.

Ключевые слова: эллиптические уравнения четвертого порядка,
краевые задачи, L−следы, рекуррентные уравнения, асимптотика коэф-
фициентов ряда Фурье.


