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� �� �������
��
������� 	���
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�
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# ���� S $ ��
��������
�� ��� �������
�
� %� �
��� &!'! (��)
* � ����� (L∗

0, L0)!

*
+,��� �
��
! ������
 ������
���� �
�
���
������� ��
������� 	���
�
��� ����
�
���!

�� ������ 	
��
� �
�
���� �
����
�� ��������������� � 
�����
�!" �� ����#$%
��� &� '�
�( )�* 
 �����
 ��(�
�+$���� ,�'� ����
����� )-*. '� ���#(/� 
 0� 1��� )�*.
2�3� 4�$# )5*. '�6� ���$�
� )�. 7*. 2�8� 0�����$# 
 3�9� 0�����$# ):* �� 
��
 /��
/�%
��#� �����. �� ��#���. )�;��*"� <�#�
/�. � )7*. ��#���(���$��� #��=
 =
� �
�
����
�
����
��. ����/��� ��#
 �
�$������>

�" � �(��� $(
 /�#(�/����� ��(� �����
 ������
��?%�
����
��? S (#
��
�%
����/
����� ��$+
��? �@
���� ������
����" (�/
�������� � 
������ L0 �
����#���/� �
A
#���/� ��(��/�. ?#�� �
B � �
���
�����/$  ��(���
C

-" ���
�
�� � 
������$ ��(���$ �
����
��? S�

D��  
�
�
(
��?  
����� � =�� �
�$�����
� �� �� ���#. #��� L0 /�B ���
�����

��
#( �
A
#�$. ��
��(? � )�5*� E? (����? B  �����+
��?/  ��=
 )�5*� 2���  ��(�?�
%
��  ����
��� �� �� ���# ���
����� �
A
#���� ��(
� ��$���� �
 �������� �
�$��%
���
�� ��
/ ����. /� ������/�. ?#@� S B � 
������/. �� �
� ( ��
��
��� � (
�(

2�,� 9?�=
 )��. �7* �  ���� (L∗

0, L0)�
<������/�. @� ��+���
(�� ����
��? /�#(�/����� ��(� ������� � 
�����
� �$%

/���
�� ���� � ��#�� ��(�������> @
���� ������
��� �
�
���� � 
����� A � �
��%
�
�����/$  ��(���
 H /�#(�/����� ��(� ������� ���
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 �
������
� 3� ��#���(��%
�$B/� ��#
  �����
��?>

• D(T ), R(T ), kerT ; �
� ��
���. ����(�� ������
��?. ����(�� ����
�� 
 /����%
��� �$�
� � 
������ T C

• (· | ·),⊕,�,⊥ ; (�/���� (#��?����� ���$�#$. ������������F ($/�.  �?/�F
($/� �� �������������� �� ���
��?. �
� ��
��� �?#@� X %�
���
��
�  ��(�
�.

� T1, T2 ; �
�
��
 /�������� � X . �� T1 � T2
def
= T1

⋂
T⊥
2 )C

• AE ; ����� /��+��� E  �� �
�����+
��
 AC
• 1X %����+�
  
�
����
��? /��+��� X C
• A ↓ E ; ��$+
��? �
�����+
��? A �� /��+��$ EC
• ?#@� X,Y ; �
���
����
  ��(����. ��  
� C(X),B(X,Y ) ���$/
B/� #��(� �
%
�
���� ��/#�
��� @
���� ������
��� �
 
�
����� � 
�����
� $  ��(���
 X

 �
�
���� �
 
�
����� � 
�����
� A : X → Y ��#��. @� D(A) = X . �
� �%

�
���. (B(X)
def
= B(X,X))�

6
��� H ; #�/ �
#(��� �
���
��
�  ��(�
�. � H2 = H ⊕ H � 6�����B/�. @�
���/#�
��/" �
�
���/ �
����
��?/ $  ��(���
 H ��������� ���
����� ���/#�
���"
�
�
���� /������� T ⊂ H2. � ����(�� ������
��? D(T ) �� ( �?+
�
 �
����
��? $
 ��(���
 T ∗ ���������� ��#>

D(T ) = {y ∈ H : (∃z ∈ H) (y, z) ∈ T },
{T ∗ = (y2, z2) ∈ H2 : ∀(y1, z1) ∈ T (z1 | y2)− (z2 | y1) = 0}.

9
�#� ������. @�
T ∗ = (JT )⊥ = JT⊥, (1)

�

J(h1, h2) = (−ih2, ih1) (h1, h2 ∈ H). (2)

	�
���

� �� �
4�56���� T ��7���8�� 4����������� 9�����:�������;< ��=5
4:� >�4����5?5 (y, z) ∈ T �(z | y) � 0(� 0) 
 �������:��5 4����������� 9������
��:��5 �����:�������;< ��=5 �5�5< ��
� �5?5< �� ��@ ������
�:���� 4���������
��� 9�����:�������; �576������

6�����B/� ��#�+. @� � �
��
F �
�
���� �
����
�� � 
����� �����+����� � ����
���A
#�/�

&��� ���
����� ��GB#�� $ (����
 �
�
���B (�/
������� � 
����� L0 ∈ C(H).
�
 H ; A
#(������ #�/ �
#(��� �
���
��
�  ��(�
� �
 (#��?���/ ���$�#�/ (· | ·)�
H��+. L0 ⊂ L∗

0
def
= L� 6
��� H0 ; (#
��
�����/
����  
� ��(�
�  ��(���$ H . P0 ;

���� ��
#���, H → H0. S0
def
= L0 ↓ H⊥

0 . � (H+,H−, δ+, δ−) ; A
#(������ ����(�/
%
�������  ��(�
� ��������� ����
�� � 
������ L0. ��
�
��� $ )��*�

������� �� 9A�
B; C:� >�4����5?5 ������ K ∈ B(H+ ⊕ H0,H− ⊕ H0) �
4��5��
�<
=5 ��:�4�@���� 7 ��� �:�����
� {(y, Ly+ φ) ⊂ S∗

0} 9
�6��� �:5���� {(y, Ly+ φ) :
y ∈ D(L), φ ∈ H0};< ��
 7�45�5:���8�� ��5��

K(δ+y,
1√
2
(φ+ iP0y))− (δ−y,

1√
2
(φ− iP0y)) = 0, (3)

@ �������:��5 4����������� �576������� 5�����5�� S0�
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�� ������ ���
� ��������� ���	� ������ ��

D������< >�4����� ������:��5 4���������� �
4�56������576������ S  E�
F������ ��5��5�� S∗

0 < ��� ��4
:�@���� ��5�58 9	;�

'�����
��� A��/$�����(? $/��� �#$/$�?�����(�
 ������
��? �
����
��? S0�
6
��� T ⊂ H2 ; ��/#�
�
 �
�
��
 �
����
��?

T (0)
def
= {z ∈ H : (0, z) ∈ T }, T∞

def
= 0⊕ T (0), Top

def
= T � T∞.

T∞ ������B��(? ������������� ��(����� �
����
��? T . � Top ; ���� � 
�����%
��� ��(������ 2
��/� )7* ����� ��#�+ )�*. )�*" ��#
> ?#@� T ; /�#(�/����� ��(�%
 �����
 �
����
��?. �� Top ; ��/#�
��� � 
����� � ����(�� ������
��? D(T ). �
Top ↓ ([H � T (0)]

⋂
D(T )) ; /�#(�/����� ��(� ������� � 
����� � H � T (0)�

�� �������
��
� � ��������
� �����
� ���������
� ���������
���

��� ���

� S �
�
� �

� S0�

G����H���� �� < �
��
/� �. � ����
�
. � )�*. �� ����B. @� (0, φ) ∈ S ���
 
 �
��#�
���
. #��� K(0, φ) = (0, φ). �����

S(0) = {φ ∈ H0 : K(0, φ) = (0, φ)} = ker(K ↓ ({0} ⊕H0)− 1{0}⊕H0
). (4)

6
��� Q ; ���� ��
#��� H → H �S(0). Λ
def
= K ↓ (({0} ⊕H0)− 1{0}⊕H0

). �����

∀h ∈ H0 Λ(0, h) = K(0, h)− (0, h),

Λ0 = K ↓ (({0} ⊕QH0)− 1{0}⊕QH0
)(= Λ ↓ ({0} ⊕QH0).

< �5" �� ����B. @� S(0) = kerΛ. ��#�
/� S B � 
������/ ���
 
 �
��#� ���
. #���
kerΛ = {0} 
 @� kerΛ0 = {0}�
G����H���� -� 6
��� (y, Ly + φ) ∈ S. ��#�
/� y ∈ D(S) = D(Sop)� 	��


Sopy = QLy +Qφ. (5)

C5��4����� 1 ����
.

Ly + φ = QLy +Qφ+ (1H −Q)(Ly + φ),

��/$
(y, Ly + φ) = (y,QLy +Qφ) + (0, (1H −Q)(Ly + φ)).

H(#
��#� 1H −Q ; ���� ��
#��� H → S(0). �� (0, (1H −Q)(Ly+ φ)) ∈ S∞ ⊂ S�
H(#
��#� (y, Ly + φ) ∈ S. �� ��
�(� �� ����B. @� (y,QLy +Qφ) ∈ S�

��
/ ����. ��? �(?#��� z ∈ S(0) ((y,QLy +Qφ) | (0, z)) = 0. ��/$

(y,QLy +Qφ) ∈ S ∩ S⊥
∞ = Sop,

� ��+
. ( ����+$B��(? ��"� �
6
��� Π1 ; ���� ��
#��� H− ⊕H0 → H− ⊕{0}. Π2 ; ���� ��
#��� H− ⊕H0 →

{0} ⊕H0. � � 
����� W : D(L) → H− ⊕H+ �������B��(? ��#>

∀y ∈ D(L) Wy = −
√
2[K(δ+y,

i√
2
P0y) + (−δ−y,

i√
2
P0y)]. (6)

������� �� � ��5��� ��5���� �

D(Sop) = D(S) = {y ∈ D(L) : Wy ∈ R(Λ0), Π1Λ
−1
0 Wy = 0}, (7)

∀y ∈ D(Sop) Sopy = QLy +Π1Λ
−1
0 Wy = 0. (8)
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C5��4����� ��? ������+
��? D(Sop) �� Qφ  ���/� ��" $ ��#�/$ ����?�
>

K(δ+y,
i√
2
P0y) +K(0,

1√
2
φ)− (δ−y,

−i√
2
P0y)− (0,

1√
2
φ)

���. @� 
#�
���
����.

K(δ+y,
i√
2
P0y) + (−δ−y,

i√
2
P0y) = − 1√

2
Λ(0, φ). (9)

< �5" 
 �I" �� ����B. @� φ ∈ S(0) = kerΛ. ��/$. �(#
��#�

Λ(0, Qφ) = Λ0(0, Qφ) + Λ(0, (1H −Q)φ) = Λ0(0, Qφ),

�� �
��
(�� �I" /�+�� �� �(��� ��#> Λ0(0, Qφ) = Wy ����� Wy ∈ R(Λ0) 

(0, Qφ) = Λ−1

0 Wy�
H(����? �
��
(�� �
���(����� (�(�
/


Π1Λ
−1
0 Wy = 0, Qφ = Π2Λ

−1
0 Wy. (10)

2�����$��� ��" 
 =������
 ��@
 ���(����(�
 � 
�������F ��(���� /�#(�/�����
��(� �������� �
����
��?. ����/�. @� �
��
/$ ���
�
��� �

������� �� 6
��� L0 /�B 
��
#( �
A
#�$ ��. �". (C,C, δ+, δ−) ; ����(�/
�������
 ��(�
� ��������� ����
�� =���� � 
������ ��� ��#���. L0 ; /
�
/������ � 
�����.
 ����+
��� � L2(0, 1) ��A
�
�=
�����/ ������/ iý, δ+y = y(1), δ−y = y(0)". �
S0 ; �������/
��
" ��$+
��? =���� � 
������ L0 ��  
� ��(�
� H⊥

0 . �
 H0 �
�
���
������#�  ����+
�� ��������/ �
#����/ e ∈ H �

6
��� K ∈ B(C⊕H0,C⊕H0) ; (��(#. ?#�� �������B��(? /����=
�(
K11 K12

K21 K22

)
.

H 
����� K  ������� �����+��B��(? � ��(����� /����=
�(
k11 k12
k21 k22

)
, (kij ∈ C, i, j = 1, 2).

<����
/� ��������� ����?� /�#(�/����� ��(� �������� ������
��? S � 
��%
���� S0�

�;

kerΛ =

(
0 k12
0 k22 − 1

)
= {0},

�����

|k12|2 + |k22 − 1|2 > 0.

<
 (#������� ��@
 �� ����B. @� � =
� (��$�=
F S(0) = {0}. ����� S B � 
��%
����/. � �
��?��? �I" ���$��B ����?�$

1√
2

(
0 K12

0 K22 − 1

)(
0
φ

)
= −

[(
K11 K12

K21 K22

)(
δ+y

i√
2
(y | e)e

)
+

( −δ−y
i√
2
(y | e)e

)]
,

�
 e ∈ H0 
 ‖e‖ = 1 ��� �@� 
#�
���
����"

k12(φ | e) = −
√
2(k11δ+y +

i√
2
k12(y | e)− δ−y)

def
= α(y) (11, a)



 !#
���� ����	
 ���
 ���	��

���� �����	�

� �
���� ���
�� ������ ���
� ��������� ���	� ������ ��

(k22 − 1)(φ | e) = −√
2(k21δ+y +

i√
2
k22(y | e) + i√

2
(y | e)) def

= β(y). (11, >)

2�����$��� =
. �
��+#� �/
�#$����. @�

(φ | e) = k12α(y) + (k22 − 1)β(y)

|k12|2 + |k22 − 1|2
def
= γ(y). (12)

D
�(����?��� ��-" � ���. J". ���. �" 
 ������$��� �
��
(�� φ = γ(y)e. ����%
/�. @�

D(S) = {y ∈ D(L) : (k22 − 1)α(y)− k12β(y) = 0},
∀y ∈ D(S) Sy = Ly + γ(y)e.

>; k12 = 0, k22 = 1�
� =
� (��$�=
F S(0) = H0. � ��+
. Qy = y − (y | e)e�
H���/���

K =

(
K11 0
K21 1H0

)
.

9
�#� ������ ����� ��#�+ )-K*". @� K /�+
 �$�� (��(#�/ �
��#�  ��
K21 = 0 �
 ‖K11‖ � 1"� H��+. � ����
(�� �� ��������� ��@
 �����+�
��?

K =

(
k 0
0 1

)
,

�
 |k| � 1� 3
�#$��� ��#. ?#  �� ���
�
��
 ���. J". ���. �" ����/�. @� �
�����?�$����/$ �� ��#$

S = {(y, Ly + ce) : y ∈ D(S), c ∈ C},
�


D(S) = {y ∈ D(L) : kδ+y + δ−y = 0, (y | e) = 0}.
<�
��� �
 (#�����/ ��@
 ��(#
��#� ��? �$��%?#��� φ = ce ∈ H0

Qφ = φ− (φ | e)e = 0".

D(Sop) = D(S) = {y ∈ D(L) : kδ+y + δ−y = 0, (y | e) = 0},
∀y ∈ D(Sop) Sopy = Ly − (Ly | e)e.

!� "���� #�����$��

� ������� �� 2
��/� )�5* ����� ��#�+ )��*". @� �
�
�%
�
 �
����
��? S ⊃ S0 B /�#(�/����� ��(� ������/ ���
 
 �
��#� ���
. #��� 
(�$���
�
�
��
 � 
������ A± ∈ B(H± ⊕H0,H− ⊕H0) ��#
. @�

A+(A+)∗ � A−(A−)∗, kerA− = {0}, (13)

� S (#����B��(? � ��� 
�
/
��
� {y, Ly + φ} ⊂ S∗
0 . ?#
 ���������?��� $/��$

A+(δ+y,
1√
2
(φ+ iP0y)) +A−(δ−y,

1√
2
(φ − iP0y)) = 0. (14)

< ��5" �� ����B. @� (0, φ) ∈ S ���
 
 �
��#� ���
. #��� A+(0, φ) + A−(0, φ) = 0.
�����

S(0) = {φ ∈ H0 : A+(0, φ) +A−(0, φ) = 0} =

= ker(A+ ↓ ({0} ⊕H0) + A− ↓ ({0} ⊕H0)). (15)
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6
��� Q% ���� ��
#��� H → H � S0.

Π = A+ ↓ ({0} ⊕H0) +A− ↓ ({0} ⊕H0), Π0 = Π ↓ ({0} ⊕QH0).

< ���" �� ����B. @� S(0) = kerΠ. ��#�
/� S B � 
������/ ���
 
 �
��#� ���
.
#��� kerΠ = {0}. � ��+
. kerΠ0 = {0}�

6
���. ?# 
 ��@
,Π1 ; ���� ��
#��� H− ⊕H0 → H− ⊕ {0}. Π2 ; ���� ��
#���
H− ⊕H0 → {0} ⊕H0�

2������/� � 
����� N : D(L) → H− ⊕H0 ��#>

∀y ∈ D(L) Ny = −
√
2[A+(δ+y,

1√
2
P0y) +A−(δ−y,

i√
2
P0y)]. (16)

������� �� I�� 7�5>:���� �����=����� 94��� 75����� 9�	;< 9�
;;

D(S) = D(Sop) = {y ∈ D(L) : Ny ∈ R(Π0), Π1Π
−1
0 Ny = 0}, (17)

∀y ∈ D(Sop) Sopy = QLy +Π2Π
−1
0 Ny, (18)

4� N ��7��F��5 7?
4�5 7 9�J;�

C5��4����� ��? ������+
��? D(Sop) �� Qφ  ���/� ��5" $ ��#�/$ ����?�
>

1√
2
Π(0, φ) = −[A+(δ+y,

1√
2
P0y) +A−(δ−y,

i√
2
P0y)]. (19)

H(#
��#� Π(0, φ) = Π0(0, Qφ). �� =? �
��
(�� /�+
 �$�� �� �(��� ��#>
Π0(0, Qφ) = Ny. ����� Ny ∈ R(Π0). (0, Qφ) = Π−1

0 Ny�
H(����? �
��
(�� �
���(����� (�(�
/


Π1Π
−1
0 Ny = 0, Qφ = Π2Π

−1
0 Ny. (20)

2�����$��� ��" 
 =������
 ��@
 ���(����(�
 � 
�������F ��(���� /�#(�/�����
��(� �������� �
����
��?. ����/�. @� �
��
/$ ���
�
��� �
%���
��� �� � ��5��� ��5���� 	 S @ 9�������:��5 4�����������; 5�����5�5��
�576������� 5�����5�� S0 �54
 
 �
:��� �54
< �5:� kerΠ = {0}

K E�5�� ����4��

D(S) = {y ∈ D(L) : Ny ∈ R(Π), Π1Π
−1Ny = 0}

∀y ∈ D(S) Sy = Ly +Π2Π
−1Ny.

C:� 45��4���� 45������5 7���5������ ��5���� 	 ��� Q = 1H �

&� "��������

 ��� ���

� ��������� S0 
 ����
� ��'� (�
)� ����
�*


�
�+ ��������
�� 6
��� L,L0 ∈ C(H) 
 L0 ⊂m L �=
 ������B. @� L (#
��
�����%
/
����. � (�/
 m%��/
����. ������
��� � 
����� L0"� 2�#���(���$��� �
�/
����%
�
�. �� �� ������$ � )��. �7*. �$�
/� ��������. @� � 
����� T ∈ C(H) ( ��
��
���
� � 
������/ L. ?#@� T �� L /���� ( 
���
 (#
��
�����/
��
 ��/#�
�
 ��$+
�%
�? 
 ( ��
��
��/ �  ���� (L,L0) �T ∼ (L,L0). ?#@�. #�
/ ����. D(T ) ⊂ D(L).
D(T ∗) ⊂ D(L∗

0). D((L ↓ D(T ))∗) ⊂ D(L∗
0)"�

���
 (#�
��  �� $(#�B/�. @� � 
������ L �� L0 ��#
. ?# 
 ��@
.  ����/$ L0 /�B

��
#( �
A
#�$ (m+,m−) (m± < ∞). � ��+
. ����� )��*" L
MH± = m±, L0 ⊂m++m−

L� ��
/ ����. �
� �(�������  �?(�
�� ��#���(���$��� �
�$������  ��=� )��. �7*. �
��#�+  ��=� )�I. -K*.  ��(�?�
��� ��#�����
 �(������  ���+
�� �
��
F ��(� �������
� 
�����
� $ �
���
�����/$  ��(���
�



 !%
���� ����	
 ���
 ���	��

���� �����	�

� �
���� ���
�� ������ ���
� ��������� ���	� ������ ��

������� !� L�=5 L ��
�F���5���
���M �576�����M 5�����5� L0< �5 >�4�����M
�������:��5 4����������M 5�����5� S ⊃ S0 @ ��5�
4����� 7 ���58 (L,L0)�

C5��4����� 4
� �(
�
���� � �
��
/� - �� ����B. @� � 
����� S ⊃ S0 /�#(�/�����
��(� ������� ���
 
 �
��#� ���
. #��� 
(�$B (��(#

K =

(
K11 K12

K21 K22

)
∈ B(H+ ⊕H0,H− ⊕H0)

��#��. @�

ker

(
K12

K22 − 1H0

)
= {0}, (21)

� ���A
# G(S) � 
������ S (#����B��(? � $(
� ��� {(y, Ly + φ) : y ∈ D(L), φ ∈ H0}.
?#
 ���������?��� $/��$(

K12φ
(K22 − 1H0)φ

)
= −

√
2

[(
K11 K12

K21 K22

)(
δ+y
i√
2
P0y

)
+

( −δ−y
i√
2
P0y

)]
def
=

def
=

(
A+

1 δ+y +A−
1 δ−y +A0

1P0y
A+

2 δ+y +A−
2 δ−y +A0

2P0y

)
, (22)

�
 A±
1 ∈ B(H±,H−), A0

1 ∈ B(H0,H−), A±
2 ∈ B(H±, H0), A

0
2 ∈ B(H0)�

D��
?��� ��  
��$ �
��
(�� =
BF (�(�
/� � 
������/ K∗
12. � �� ��$�$ ; � 
%

������/ (K∗
22 − 1H0) 
 ������� ����/��
 ( 
��
����
��?. ����/�. @� ��  
����

B± ∈ B(H±, H0), B0 ∈ B(H0)

[K∗
12K12 + (K∗

22 − 1H0)(K22 − 1H0)]φ = B+δ+y +B−δ−y +B0P0y.

H(#
��#� dimH0 < ∞. �� � �-�" �� ����B. @�

K def
= [K∗

12K12 + (K∗
22 − 1H0)(K22 − 1H0)]

−1 ∈ B(H0),

�

φ = KB+δ+y +KB−δ−y +KB0P0y. (23)

D
�(����?��� �-�" � �--". ����/$B/� (�(�
/$ ����?�${
F+
1 δ+y + F−

1 δ−y = F 0
1P0y

F+
2 δ+y + F−

2 δ−y = F 0
2P0y

, (24)

�
 F±
1 ∈ B(H±,H−), F 0

1 ∈ B(H0,H−), F±
2 ∈ B(H±, H0), F

0
2 ∈ B(H0)�

<���$/
��. @� (�(�
/� �--" �
���(����� �-�"%�-5". ��#�
/� D(S) (#����B��(? �
$(
� ��� y ∈ D(L). ?#
 ���������?��� �-5"� '�
 �-5" �
���(����� (�(�
/
 m− + m0

(#��?���� �
��?�� �m0
def
= dimH0"{

(F+
1 δ+y | hi) + (F−

1 δ−y | hi) = (F 0
1P0y | hi), i = 1, ...,m−,

(F+
2 δ+y | ej) + (F−

2 δ−y | ej) = (F 0
2P0y | ej), j = 1, ...,m0,

, (25)

�
 {h1, ..., hm}, {e1, ..., em0} ; �������/����
 ���� � H− �� H0. �
� ��
���� H���# �

�(
 �
��?��? =
BF (�(�
/� �
���
+�
� 2�#���(���$��� �
�$������  ��=� )��. �7. �I.
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� �
���� ���
�� ������ ���
� ��������� ���	� ������ ��  !&

-K*. /�+�� ���
(��. @� (
�
� ( 
��
����
�� �-�" B �
��#� m− �
���
+���� 	�/$. �

�/
��$��� ��������(�
. /�+�� ���+���. @� �-:" 
#�
���
���� ( 
��
����
���

r∑
i=1

(F+
1 δ+y | hi)hi +

r∑
i=1

(F−
1 δ−y | hi)hi +

m−∑
i=r+1

(F+
2 δ+y | ei−r)hi+

+

m−∑
i=r+1

(F−
2 δ−y | ei−r)hi =

r∑
i=1

(F 0
1P0y | hi)hi +

m−∑
i=r+1

(F 0
2 P0y | ei−r)hi. (26)

D
��
. �
+  
�
������ �� ���
��
��? ���
�
��?.  �?(��/�. @�  
� (· | ·)L
���$/
B/� (#��?���� ���$��# ���A
#� � 
������ L

(∀y ∈ D(L)) (∀z ∈ D(L)) (y | z)L = (y | z)L + (Ly | Lz), (27)

 
� D[L] ; /�������D(L). ���#������� ?# �
���
��
�  ��(�
� �
 (#��?���/ ���$�#�/
�-:". �  
� �L ;(�/��� �������������� �� ���
��? � D[L]� N#@� W ∈ B(D[L],H−).
��  
� W ′ ∈ B(H−, D[L]) ���$/
B/� ( �?+
��� � 
�����

(∀y ∈ D(L)) (∀h ∈ H−) (Wy | h)H− = (y | W ′h)L,

�
 (· | ·)H− (�/��� (#��?����� ���$�#$ � H−�
D�����+�/� ���
 /
�#$����?� < �-7" �� ����B. @� 
(�$��� � 
������ U ∈

B(D[L],H−),Φ ∈ B(H,H−) ��#
. @� kerU ⊃ D(L0) 


D(S) = D(L ↓ D(S)) = {y ∈ D(L) : Uy − Φy = 0},
��#�
/� D(S) ⊂ D(L)�

H(#
��#� ����� )�I. -K*" S∗ ; /�#(�/����� �#$/$�?������ � 
�����. �� D(S∗) ⊂
D(L)� ���
, S �� L /���� ( 
���
 (#
��
�����/
��
 ��/#�
�
 ��$+
��? S0. ��/$ ��?
���
��
��? ���
�
��? ��(������ ���
(��. @�

D((L ↓ D(S))∗) ⊂ D(L). (28)

' =
 ( ����
 ��#� 6�( ����
. ��(��($����� ��(���#��$ A��/$�$ 0�
�� �� (
�(

)��. �7*" ��  ��� (L,L ↓ D(S)). ����/$B/�

D(L∗
S) = D(L0)� L[D(L)�L D(LS)] = D(L0)� L[D(L)�L ker(U − Φ)] =

= D(L0)� LR(U ′ − Φ′).

2�����$��� ( 
��
����
��? R(U ′) = D(L)�L kerU ⊂ D(L)�LD(L0) 
 ��(��(�%
�$��� ��(���#��$ A��/$�$ 0�
�� ��  ��� (L,L0). ��
�+�/�

LR(U ′) ⊂ L[D(L)�L D(L0)] = D(L)�L D(L0) ⊂ D(L).

���
. ��? �$��%?#�� y ∈ D(L), h ∈ H−

(Ly | LΦ′h) = (y | Φ′h)L − (y | Φ′h) = (Φy | h)H− − (y | Φ′h) = (y | Φ∗h− Φ′h),

� ��+
. LΦ′h ∈ D(L∗) = D(L0) �
 L0LΦ
′h = Φ∗h − Φ′h"� H��+. LR(Φ′) ⊂ D(L0) ⊂

⊂ D(L)�
1 
��
����
��? �-�". � � ��/ 
 �
��
/$ 5 ���
�
��� �

%���
��� �� � ��5��� ��5���� 
 >�4�����M 7�������M =
:��5 ��7��F���M 4������
�����M 5�����5�< ���M @ �576������� 5�����5�� S0< ��5�
4����M 7 ���58 (L,L0)�
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� �
���� ���
�� ������ ���
� ��������� ���	� ������ ��

C5��4����� 6
��� Ŝ ⊃ S0, Ŝ ∈ C(H) 
 Ŝ ; ��(� ������� � 
������ 2
��/� )�I. -K*. @�

(�$B /�(�/����� ��(� ������� � 
����� S ∈ C(H). ?#�� B ������
��?/ � 
������

Ŝ� H���/��� S0 ⊂ Ŝ ⊂ S ⊂ S∗
0 . � ��+
. S0 ⊂ S∗ ⊂ Ŝ∗ ⊂ S∗

0 �
< =�� ( 
��
����
�� �� ����B. @�

D(Ŝ) ⊂ D(L), D(Ŝ∗) ⊂ D(S∗
0 ) = D(L). (29)

���
. L 
 Ŝ /���� ( 
���
 (#
��
�����/
��
 ��/#�
�
 ��$+
��? S0. ��/$ � 
�����
Ŝ ( ��
��
��� � L� 6��
��
.

L ↓ (D(S∗)) ⊂ L ↓ (D(Ŝ∗)),

��/$

(L ↓ (D(Ŝ∗)))∗ ⊂ (L ↓ (D(S∗)))∗.

'�
 D(L ↓ (D(S∗)))∗ ⊂ D(L) �=
 �� ����B � �
��
/� 5 
 � ����. @� S∗ ; /�#%

(�/����� �#$/$�?������ � 
�����". ��/$ D(L ↓ (D(Ŝ∗)))∗ ⊂ D(L)� <�
�(� 
 � �-I"

�� ����B. @� Ŝ∗ ∼ (L,L0). � ��+
. ����� )��. �7*" Ŝ ⊂ (L,L0)� �

������ �������	
��� 
�	��
	���

9! -"�(. /� :;<=>?�@A>B C>BCDBDE @F B�A<>= =<B>?�@AE G /� -"�(. GGH>C�F! I! J>?K! L 9MN9! L
O@B! 99� P9! L H! M�QR!

Q! 0122�(3)1( 4�-� S<BF�>TU@�A? EDVE;>C< <W?<AE�@AE @F A@AT<AE<BX T<YA<T B�A<>= @;<=>?@=E
G 4�-� 0122�(3)1( GGZDBB! [\<=! J>?K! S@C! L 9M]R! L O@B! ]M� P^! L H! ]9Q�]9_!

R! 5�6'.�� -� S<BF�>TU@�A? <W?<AE�@AE @F EX\\<?=�C EDVE;>C<E G -� 5�6'.��� 7�8�9� 2� 8(11

GGH>C�F! I! J>?K! L 9M]^! L O@B! _^� P9! L H! ]9�9``!
^! :��� ;�<� - ����
�
�
�a �
��
��
	
��
a �����
�
� G ;�<� :��� GG5��! ���
��
!

L 9M]]! L O@B! QQ� PN! L 3! bQ_�bR^!
_! *�,�=�� >�?� - ����
�
�
�a �
��
��
	
��
a ��
������� 
 �
��
��
	
��
a  
����ca

�����
�
� G >�?� *�,�=�� GG5��! ���
��
! L 9M]_! L O@B! 9]� P9! L 3! ^9�^b!
N! *�,�=�� >�?� - ����
�
�
�a �
������ ��������� ��
������ G >�?� *�,�=�� GG3
 !

���! ����! L 9M]]! L O@B! 9b� PQ! L 3! R9^�RQ`!
]! @��=
,�� ;�A� 8���
	�c
 ����	
 ��� �
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[;;BX�Ai ?K< C=�?<=�@A @F \>W�\>B T�EE�;>?�f�?X @F EDVE;>C< <W?<AE�@A S @F
> YA�?<�T�\<AE�@A>B A@AT<AE<BX T<YA<T =<E?=�C?�@A @F EX\\<?=�C @;<=>?@= L0

s�?K >=V�?=>=X T<F<C? AD\V<=E ?K< @;<=>?@= ;>=? @F S �E C@AE?=DC?<T! t? �E ;=@f<T
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