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�������� �	�
� �� ������� ���� ������� � �����
�� �������� ���
�������� ���������� �� ��� λ0

R � �0Rβ� �� β = lim
n→∞

lnλn/(lnλn+1)� �

�0R = lim
σ↑0

|σ| ln lnM(σ, F ) � λ0
R = lim

σ↑0
|σ| ln lnM(σ, F ) 
����
���� R������� �

������ R��������

()*��� ���
! ��� �������� R�������� ������ R�������� 	����
	������  ����

�� ������ �	
 ��	� ������� f � ������ 	��������� �
��

f(z) =

∞∑
n=0

anz
λn , z = reiϕ, ���

����� Mf (r) = max{|f(z)| : |z| = r}� � � = lim
r→∞

ln lnMf (r)
ln r � λ = lim

r→∞
ln lnMf (r)

ln r  

!��"!��� "�
�� � ��#��� "�
��� �#� ��$$���� %�& �!�!� '

λ � �β, β = lim
n→∞

lnλn

lnλn+1
. ���

�	
 ���	�$�(��� ! DR = {z : |z| = 1} ������� !�)	
�� ��� "�
�� �0 � ��#���

"�
�� λ0 !����(�*$+ ��!�,$
�� �0 = lim
r↑1

ln lnMf (r)
− ln(1−r) � λ0 = lim

r↑1
ln lnMf (r)
− ln(1−r) � -� ��!�

�0 ∈ (0,+∞) .� /�, %�& ��0�	� ,"�0� �!�,$�� ' λ0+1 � (�0+1)β� 1�2� 3�	�!�(
� 4�4� 5�����$� %�& �6
,�!�	�� ' �
 ����!��,$+ 7 ��"��!�	+�* � �!�	�� ' �	

���	�$�(��� ! DR ������� "��!�	+��� 7 "!��� ���	) ����!�,$� ��$$������ $0$
λ0 � �0β� 8�� ����	+$�$ !�"	�!�7 �� ��)�	+�� �!����� ! %�& $����� "� �����
����� ���,���	+�) (	��� �
�� �����	�

F (s) =

∞∑
n=1

an exp{sλn}, s = σ + it, ���

�© ����� ��	 
��
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� �!�	+�* �0,��,* �0,	*$�� �0�#�,$� σa = A ∈ (−∞,+∞]� �� 0 = λ0 < λn ↑
+∞ (n → ∞)� �	
 σ < A ����� μ(σ, F ) = max{|an| exp{σλn} : n � 0} 9 ���,� 
��	+��� (	�� �
�� ���� � M(σ, F ) = sup{|F (σ + it)| : t ∈ R}� :�' A = +∞� $ R 

"�
�� �R � ��#��� R "�
�� λR !!�
$+,
 %;& �� ����	��� �R = lim
σ→∞

ln lnM(σ,F )
σ

� λR = lim
σ→∞

ln lnM(σ,F )
σ � <�� �� ��!� lnn = o

(
λn lnλn

)
� n → ∞� "��!�	+�� %�& �� 

��!��,$+ λR � �Rβ� 
�� 7 (�!����� ���)�	+����
� ����!�,$� ��� ��$$������ =�� 
	)��� "�
��� � ��#�+) "�
��� ���	�$�(�� ! DR ������� �	
 �
��! �����	�

��� � ��	+!* �0,��,* �0,	*$�� �0�#�,$� 7 !�	�(��� %�& �0 = lim
σ↑0

ln lnM(σ,F )
− ln |σ| $�

λ0 = lim
σ↑0

ln lnM(σ,F )
− ln |σ| � 
�' ln lnn = o(lnλn)� n → ∞� $ %�& λ0 � �0β� =�4� >��,��

�	
 �����$���,$��� ��,$���
 �
��! �����	� ��� � ��	+!* �0,��,* �0,	*$��

�0�#�,$� !!�! %?& R "�
�� �0R = lim
σ↑0

|σ| ln lnM(σ, F ) � "��! ����	� �	
 �) ��� 

��#���
� @�#��� R "�
��� �	
 $���� �
��! �����	� 0���� ����!�$� !�	�(���
λ0
R = lim

σ↑0
|σ| ln lnM(σ, F )� � ��$* ��"�"�!��� "���� 7 �!�����
 $��� $������

�	
�	� �� 5�67 lnn = o

(
λn

lnλn

)
��� n → ∞8 �7 λ0

R � �0Rβ�

���� $)� 0��� �!���� ���	) $����� �� 
��� ��7 ����� ��#�+) A $�"�
(���� A $�"�

�� �
�	�	��� �	
�	�� �� /"(�$�� �!���� $��� 	����

�	� �� 5�67 lnn = o

(
λn

lnλn

)
��� n → ∞8 �7

�0R = �∗ =: lim
σ↑0

|σ| ln lnM(σ, F ), λ0
R = λ∗ =: lim

σ↑0
|σ| ln lnM(σ, F ).

97��:����� /"��!��� � )	
�� �� ����!��,$+ �B� μ(σ, F ) � M(σ, F ) $����7�

λ∗ � λ0
R � �∗ � �0R� - ��B) 0��� � ��!� lnn = o

(
λn

lnλn

)
� n → ∞� !�"	�!�7�

' lnn(t) � ε2t

ln t
�	
 �#�) ε > 0 � !,�� t � to(ε)� �� n(t) =

∑
λn�1

1 9 	�(�	+��

������
 ",	��!�,$� (λn)� <��

M(σ, F )

μ(σ/(1 + ε), F )
�

∞∑
n=0

|an| exp{σλn/(1 + ε)}
μ(σ/(1 + ε), F )

exp

{
− ε|σ|λn

1 + ε

}
�

�
∞∑
n=0

exp

{
− ε|σ|λn

1 + ε

}
�

∞∫
0

exp

{
− ε|σ|t

1 + ε

}
dn(t) �

� ε|σ|
1 + ε

∞∫
0

n(t) exp

{
− ε|σ|t

1 + ε

}
dt � ε|σ|

1 + ε

( t0∫
0

n(t)dt+

∞∫
t0

exp

{
− ε|σ|

1 + ε
t+

ε2t

ln t

}
dt

)
=



�!"
���� ����	

���� �����	�

� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ ��

=
ε|σ|
1 + ε

∞∫
0

exp

{
− εt

( |σ|
1 + ε

− ε

ln t

)}
dt+ o(1), σ ↑ 0.

1������ t(σ) = exp

{
2ε(1 + ε)

|σ|
}

� <�� t(σ) → +∞ "�� σ ↑ 0 �

t(σ)∫
0

exp

{
− εt

( |σ|
1 + ε

− ε

ln t

)}
dt �

t(σ)∫
0

exp

{
ε2t

ln t

}
dt �

� t(σ) exp

{
ε2t(σ)

ln t(σ)

}
= exp

{
ε2t(σ)

ln t(σ)
+ ln t(σ)

}
= exp

{
(1 + o(1))ε2t(σ)

ln t(σ)

}
� exp{t(σ)},

�
∞∫

t(σ)

exp

{
− εt

( |σ|
1 + ε

− ε

ln t

)}
dt �

∞∫
t(σ)

exp

{
− εt

( |σ|
1 + ε

− ε

ln t(σ)

)}
dt =

=

∞∫
t(σ)

exp

{
− ε|σ|t

2(1 + ε)

}
dt � 2(1 + ε)

ε|σ| .

<��
M(σ, F )

μ(σ/(1 + ε), F )
� ε|σ|

1 + ε
exp{t(σ)}+ 2 + o(1), σ ↑ 0,

�!���� 	�)� !�"	�!�7� '

|σ| ln lnM(σ, F ) � |σ| lnμ(σ/(1 + ε), F ) + |σ| ln t(σ) + o(1) =

= (1 + ε)
|σ|

1 + ε
lnμ(σ/(1 + ε), F ) + 2ε(1 + ε) + o(1), σ ↑ 0.

1�����
(� � )������ "�� σ ↑ 0� $����7� ����!�,$� λ0
R � (1 + ε)λ∗ + 2ε(1 + ε)

� �0R � (1 + ε)�∗ + 2ε(1 + ε)� $0$ � )	
�� �� �!�	+��,$+ ε "��!�	+�� ����!�,$�
λ0
R � λ∗ � �0R � �∗� .��� � �!�����

C���� Ω(0) "���(�� �	�, ���$��� ��0��#���� �� (−∞, 0) ������� Φ $�����
' "����� Φ′ ���$��� ��"����!� ����������!��� � ��,$�7 � +∞ �� (−∞, 0)�

�	
 Φ ∈ Ω(0) ����� ϕ 9 ������
� 0������ � Φ′� � Ψ(σ) = σ − Φ(σ)

Φ′(σ)
9 ������
�

�,���!��� � Φ �� @+*$��� �	
 ������� Φ ∈ Ω(0) � (�,�	 0 � a < b < +∞
"������

G1(a, b,Φ) =
ab

b− a

b∫
a

Φ(ϕ(t))

t2
dt, G2(a, b,Φ) = Φ

(
1

b− a

b∫
a

ϕ(t)dt

)
.

<�� %�& G1(a, b,Φ) < G2(a, b,Φ) � "��!�	+�� %�& $��� 	����

�	� �� ;���< ��: 9��=� ��� ��> �?�@��� �?�7=A��7B C?D�7�� σa = 08 Φ ∈ Ω(0)
 lnμ(σ, F ) � Φ(σ) :=� ��� σ ∈ [σ0, 0)� E7:

lim
σ↑0

lnμ(σ, F )

Φ(σ)
� lim

n→∞
G1(λn, λn+1,Φ)

G2(λn, λn+1,Φ)
, �;�
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� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ �� �!�

��678 ��� �7F78(
Φ′′(σ)Φ(σ)
(Φ′(σ))2

− 1

)
lnΦ(σ) � q > −∞, σ ∈ [σ0, 0), ���

�7

lim
σ↑0

ln lnμ(σ, F )

lnΦ(σ)
� lim

n→∞
lnG1(λn, λn+1,Φ)

lnG2(λn, λn+1,Φ)
. �?�

<�"�� �#�� �!�,$� $����� �� �	
 �+) ��)	
��� ������*
Φ(σ) = T exp{ �

|σ|}� �� T > 0 � � > 0� <�� %D& "�� n → ∞

G1(λn, λn+1,Φ) =
(1 + o(1)λnλn+1)�

λn+1 − λn

(
1

lnλn
− 1

lnλn+1

)
, ���

�

G2(λn, λn+1,Φ) = T exp

{
�

|κ(λn, λn+1,Φ)|
}
,

|κ(λn, λn+1,Φ)|
�

=
1

�(λn+1 − λn)

λn+1∫
λn

ϕ(t)dt = An+2Bn+(1+o(1))Cn ln
eT

�
, n → ∞,

An =
λn+1 lnλn − λn lnλn+1

(λn+1 − λn) ln tn lnλn+1
,

Bn =
λn+1 ln

2 λn ln lnλn+1 − λn ln
2 λn+1 ln lnλn

(λn+1 − λn) ln
2 λn ln

2 λn+1

�

Cn =
λn+1 ln

2 λn − λn ln2 λn+1

(λn+1 − λn) ln
2 λn ln

2 λn+1

, n → ∞.

E,��	+�� Bn = o(An) � Cn = o(An) "�� n → ∞� $ |κ(λn, λn+1,Φ)| = �(1 + o(1))An ��
$#��

lnG2(λn, λn+1,Φ) = (1 + o(1))
(λn+1 − λn) lnλn lnλn+1

λn+1 lnλn − λn lnλn+1
, n → ∞,

�

lnG1(λn, λn+1,Φ) = ln
λnλn+1

λn+1 − λn
+ ln

(
1

lnλn
− 1

lnλn+1

)
+O(1), n → ∞.

.�)� "���!���$�� '(
Φ′′(σ)Φ(σ)
Φ′(σ)2

− 1

)
lnΦ(σ) = 2 +

2|σ|
�

> 2.

<��� !����,$!�*(� 	��� �9� � !�0���*(� � = �R + ε � T = 1� $����7�

λ0
R = lim

σ↑0
|σ| ln lnM(σ, F ) = lim

σ↑0
(�R + ε)|σ| ln lnμ(σ, F ) �

� (�0R + ε) lim
n→∞

ln
λnλn+1

λn+1 − λn

(λn+1 − λn) lnλn lnλn+1

λn+1 lnλn − λn lnλn+1

. �D�
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� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ ��

1��"�,$��� ' β < 1� <�� �,��*$+ (�,	 β∗ ∈ (β, 1) � ��,$�*(� ",	��!��,$+

(nk) ��$���	+��� (�,�	 $���� ' lnλnk
� β∗ lnλnk+1� $0$ λnk

� λβ∗
nk+1 = o(λnk+1)�

k → ∞� <�� � �D� � )	
�� �� �!�	+��,$+ ε $����7�

λ0
R � �0R lim

k→∞

lnλnk

lnλnk+1

(
1− λnk

lnλnk+1

λnk+1 lnλnk

)
� �0Rβ

∗,

0
λnk

λnk+1
= o

(
lnλnk

lnλnk+1

)
"�� k → ∞� - )	
�� �� �!�	+��,$+ β∗ < β ����!��,$+

λ0
R � β�0R �!����� �	
 β = 1 �
 ����!��,$+ (�!����� �

�� ���
� �	����
��� ����	�	� ��� �����
�
 � ���� � � ����� �	

�
�� �����	� ��� � ��	+!* �0,��,* �0,	*$�� �0�#�,$� A  $�"� � ��#���

A  $�"� ����!�*$+,
� !��"!���� !�	�(��� T 0
R = lim

σ↑0
exp

{
− �0R

|σ|
}
ln M(σ, F ) �

t0R = lim
σ↑0

exp

{
− �0R

|σ|
}
ln M(σ, F )� 1��!�	+�� $��� 	����

�	� �� 5�67 lim
n→∞

ln lnn

lnλn
< 1  T 0

R < ∞8 �7 t0R = t∗ =: lim
σ↑0

exp

{
− �0R

|σ|
}
ln μ(σ, F )

 T 0
R = T ∗ =: lim

σ↑0
exp

{
− �0R

|σ|
}
ln μ(σ, F )�

/"��!��� �� ����!��,$* �B� t∗ � t0R � T ∗ � T 0
R� � ! %F� G� �?& �!����� ' �	


�#�) σ < 0 � ε ∈ (0, |σ|)

M(σ, F )

μ(σ, F )
� n(2λν(σ+ε)) +

ε

2

∞∫
2λν(σ+ε)

n(t) exp

{
− εt

2

}
dt,

�� ν(σ, F ) = max{|an| exp{σλn} = μ(σ, F )} 9 ���$��	+��� �����, �
�� ���� ,��	+��
lnn(t) � tα �	
 ��
�) α ∈ (0, 1) � !,�� t � t(α)� $ %F� G� ��&

n(2λν(σ+ε)) � exp

{(
4

ε

)α

lnα
μ(σ + ε)

μ(σ + ε/2)

}

� %F� G� ��&

ε

2

∞∫
2λν(σ+ε)

n(t) exp

{
− εt

2

}
dt � ε

2

(
8

ε

) 1
1−α

exp

{(
8

ε

) α
1−ε

}
+ 1 = K(ε).

-!��,� !�"	�!�7� '

ln M(σ, F ) � ln μ(σ, F ) +

(
4

ε

)α

lnα μ(σ + ε) + o(1) �

� ln μ(σ, F ) +

(
4

ε

)α

(T ∗ + δ)α exp

{
α�0R

|σ + ε|
}
+ o(1), σ ↑ 0.
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� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ �� �!$

:�' !�0���� ε =
(1− α)

2
|σ|� $ σ + ε =

1 + α

2
σ �

exp

{
− �0R

|σ|
}
ln M(σ, F ) � exp

{
− �0R

|σ|
}
ln μ(σ, F )+

+

(
8(T ∗ + δ)

(1− α)|σ|
)α

exp

{
− �0R

(
1

|σ| −
2α

(1 + α)|σ|
)}

+ o(1) =

= exp

{
− �0R

|σ|
}
ln μ(σ, F ) + o(1), σ ↑ 0.

-!��,� !�"	�!�7� ' T 0
R � T ∗ � t0R � t∗� .��� � �!�����

@�� 0��� "$��0�� $��� 	��� %�H&�

�	� !� G���@�
G1(x, b,Φ)

G2(x, b,Φ)
> C�7���AH7A �� (0, b)�

2����,$!�*(� 	��� � � ;� �!���� $��� $������

�	
�	� �� 5�67 T 0
R < ∞8 lim

n→∞
ln lnn

lnλn
< 1  lim

n→∞
λn

λn+1
= γ8 �7

t0R � T 0
Rg(γ), g(γ) =

ln(1/γ)

1− γ
exp

{
1 +

ln γ

1− γ

}
. �F�

97��:����� 1��"�,$��� ' γ < 1� <�� �,��*$+ (�,	 γ∗ ∈ (γ, 1) � ��,$�*(� ",	� 
�!��,$+ (nk) ��$���	+��� (�,�	 $���� ' λnk

� γ∗λnk+1� -� 	����� � � ; $����7�

lim
σ↑0

ln μ(σ, F )

Φ(σ)
� lim

k→∞

G1(λnk
, λnk+1,Φ)

G2(λnk
, λnk+1,Φ)

� lim
k→∞

G1(γ
∗λnk+1, λnk+1,Φ)

G2(γ∗λnk+1, λnk+1,Φ)
.

1���(�� θ =
1

γ∗ − 1 � tk = γ∗λnk+1� <�� λnk+1 = (1 + θ)tk� � $#��

lim
σ↑0

ln μ(σ, F )

Φ(σ)
� lim

k→∞

G1(tk, (1 + θ)tk,Φ)

G2(tk, (1 + θ)tk,Φ)
.

�	
 ������� Φ(σ) = T exp

{
�0R
|σ|

}
� 
� �!���� ! %D& �����	� ���� � ��D��� "�� 

!�	+�� $��� ,"�!!���B���
I

lnG1(tk, (1 + θ)tk,Φ) = ln �R + ln tk − 2 ln ln tk+

+ ln
(1 + θ) ln(1 + θ)

θ
+ o(1),

lnG2(tk, (1 + θ)tk),Φ) � ln �R + ln tk + ln(1 + θ)− 2 ln ln tk+

+
ln(1 + θ)

θ
− 1 + o(1)

"�� k → ∞� <��

t0R = lim
σ↑0

ln μ(σ, F )

exp

{
�0R
|σ|

} �



�!�
���� ����	

���� �����	�

� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ ��

� T 0
R lim

k→∞
exp{lnG1(tk, (1 + θ)tk,Φ)− lnG2(tk, (1 + θ)tk),Φ)} =

= T 0
R lim

k→∞
exp

{
ln

(1 + θ) ln(1 + θ)

θ
− ln(1 + θ)− ln(1 + θ)

θ
+ 1 + o(1)

}
=

= T 0
R exp

{
ln(1 + θ)

θ(1 + θ)1/θ

}
= T 0

R

ln(1/γ∗)
1− γ∗ exp

{
1 +

ln γ∗

1− γ∗

}
.

- )	
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