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!"��$���� !������� ���"�" !"�"�" ����� ������" %�&� '��"�  �""���� �����"����

�������"� �����"(�� ������� �������) � ���� �"�"���������� ������"���� �� ���*

�������"� %
&� +"�� �������� ��$ �� �����"�� ��!���������� �� �"���"����� ����#

�� ,�!����� ���-����) "�� �� �����$�� ��� ������$����) �"�����"�) �""����������

!"�"�� .�/�!�� ��"*���� !"�"� ! �"�"���������"��) ������"������ �� ���* ������#

�"� � ��������) �"�"���������� ���� ���!��� �� ������"�����) ���"$"0���� ����!
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�""�� �����"� ���� �$���� 2����) �"�����"�) �����  %3&4� ."!�"����) 5� ������#
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� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ �� "#$

:��!���( !" ,��� �(�"���� 0 !"�"�" ! %�&) ������� ���6 ��������"�� ���

��� ���� "���������� ��!�/�!� �

�� 	
��������� ������� 7 ���"��� Ω = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T < ∞}
��!������ !"�"� ⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩
ε
∂uε

i

∂t
+

∂uε
i

∂x
=

n∑
j=1

aij(x, t)u
ε
j +

m∑
k=1

bik(x, t)v
ε
k + fi(x, t; ε), i = 1, n,

∂vεs
∂t

+ ε
∂vεs
∂x

=
n∑

j=1

γsj(x, t)u
ε
j +

m∑
k=1

σsk(x, t)v
ε
k + gs(x, t; ε), s = 1,m,

2�4

uε
i (x, 0) = uε

i (0, t) = 0, i = 1, n,
2
4

vεs(x, 0) = vεs(0, t) = 0, s = 1,m.

�� ε ; �"��* ���"���* �"�"����� '���������( -�06 !"�"�� 0 ��) 5� �"�"���� ε

���6�� ��� ��!��� ��������  ������ n � � ���"���� m ���������� <� ���������

�� ���-�,����� �����������* ��!�/�!� � *�� "�����������

9� ��!���"0�� ��"�����* ��!�/�!�� !"�"�� 2�4) 2
4) ����� ��!�/�!��) ��������#

��*  !"���"��� ���"��� Ω = {(x, t) : 0 � x � l, 0 � t � T < ∞}) ���* �"0

���������� ������� ������ ������ ) ��� !"��������(�� ������ 2�4) " �"��$ ��"*�#

��  ���� 2
4� ��� ��� ���� �" ��=� �� �"��� "������������ ��!������� ��!�/�!� 

!"�"�� 2�4) 2
4 ���� ��"0��) 5� ����� (���� �"��  ����>

(H1) , ��-�6 aij , bik, γsj , σsk : Ω → R , fi � gs : Ω × R → R ; ����"���� �"��� �

���"��� ���� ��!�"����� 2������� �"������ !"��$��� ��� ������ "����������4?

(H2)  ���� ����$���� ������ ������ 2∀ε > 04

fi(0, 0; ε) = 0, i = 1, n,
gs(0, 0; ε) = 0, s = 1,m.

."  ��� (H1)) (H2) ��� ��$��� ,�����"��� !�"����� �"�"����" ε ��� 0 0����*

��"�����* ��!�/�!�� !"�"�� 2�4) 2
4 %�&� ."!�"����) 5� ��� ��� ���� ��=� �� �"���

"���������� ��!�/�!� $����� ���"������  ��� �" !�"� aij (j = i)) σsk (k = s) ��

���������

." �"$���) 5� ��!�/�!�� �����$���6 ������� 2� 2�4 ,���"���� ε = 04⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
∂ui

∂x
=

n∑
j=1

aij(x, t)uj +
m∑

k=1

bik(x, t)vk + fi(x, t; 0), i = 1, n,

∂vs
∂t

=
n∑

j=1

γsj(x, t)uj +
m∑

k=1

σsk(x, t)vk + gs(x, t; 0), s = 1,m
234

�� !"��������0 ����  ��� 2
4) " �"��) , ��-�6 ui (i = 1, n) �" vs (s = 1,m)) �!""��

�"$ ��) �� !"��������(�� ���"����� �" ��"*���  ����) ����������� +�� � �����

�"��-� t = 0 �" x = 0 ���"��� Ω �����"(�� �����$��� �"��) ��� �����"���(��

��!�/�!�� �����$���6 !"�"�� 2������" 234 �! ��"*�����  ���"�� ��� , ��-�* u �"

���"������� ��� v) ��� �� *�������� �"��4 �� �����"��� ���"����� ��� �����#

$����  ���� '���������� !"�"�� ����"0 5� *  ��� ) 5� ���" �����$��� , ��-�6



"#%
���� ����	�

���� �����	�

� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ ��

��!�"�"(�� �� ��!�/�!�� ������� ! �"�������� ��������� ������ ������ ) " ��$"

�" ���* !"�"(�� ��"*���  ����) ������� � ��� ���� 2@)@4) 5� �����"0 �" �"������

��!�/�!� ) ��� �� �����) ��"0���� ��� � �"�� ��! � ��#���� �����  ��� ����$����)

���� (H2)) "��������� ��!�/�!� ��������� ������ ) ��������� � ���"��� Ω� ���

�������� !"����� ������� ��!�"�����

uε(x, t) = (uε
1(x, t), . . . , u

ε
n(x, t)), vε(x, t) = (vε1(x, t), . . . , v

ε
m(x, t)).

�� �
���
�� ���
�
�
 ���������� A��������� ��!�/�!� (uε, vε) !"�"��

2�4) 2
4 �" ������ ���-� � � 0��  ������

uε
i (x, t) ∼ ūi0(x, t) (i = 1, n), vεs(x, t) ∼ v̄s0(x, t) (s = 1,m), (x, t) ∈ Ω. 284

��� ��!�"����� , ��-�* ui0 �" vs0 � ������ �"���$���� �� �����6 �"����� "����#

������ ,��� �(0�� �"� !"�"� >

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂ūi0

∂x
=

n∑
j=1

aij(x, t)ūj0 +
m∑

k=1

bik(x, t)v̄k0 + fi0(x, t), i = 1, n,

∂v̄s0
∂t

=
n∑

j=1

γsj(x, t)ūj0 +
m∑

k=1

σsk(x, t)v̄k0 + gs0(x, t), s = 1,m,

ūi0(0, t) = 0, i = 1, n,

v̄s0(x, 0) = 0, s = 1,m,

2�4

�� fi0(x, t)) gs0(x, t) ; ����� ����� ��!������� , ��-�* fi � gs � ���������* ��� !"

��������� �"�"����" ε � ����� ε = 0� ."�"�" 2�4 ��� ��!�"����� ūi0 (i = 1, n))

v̄s0 (s = 1,m) !"  ���� (H2) �����"�����" ������� �����"����� ������� ��� 7���#

����" �� �� ��� ) ��� ���6 ��� 0 0����* ����"���� �"���* ��!�/�!��� '��$) , ��#

-�6 ūi0 (i = 1, n)) v̄s0 (s = 1,m) ����!�"��� ��!�"���� � �"(�� ����"��( �"�������

B! ,��� �(�"��� !"�"�� ��� ��!�"����� ui0, vs0 �������� ������"0) 5� �� ���  ����

2
4 ����� (����� +���� �� ���!� � ���� �����"����� ��� ���"��* ��!�/�!�� !"�"��

2�4 , ��-���� �����$���� �"� �"�) 5�� ����� �"���� ���"���� ��� �����$����

 �����

C����"���� 284 , ��-�0( �����$���� �"� �"�) 5�� ����� �"�"�� �� "  ��#

�" 2
4) ����� �"���$���� ��!�/�!� � � 0��  ������

{
uε
i (x, t) ∼ ūi0(x, t),

vεs(x, t) ∼ v̄s0(x, t) +Qs0v(ξ, t),
2	4

�� ξ =
x

ε
, �� ����! (�" !����" � ����� �"��-� x = 0� D�� !"���"�� !"�"� ��� ��#

!�"����� Qs0v(ξ, t)) ��!������ ���,�-�0��� ������� 2�4 � ��� !" ��������� ε) �����"#

���� 2	4  ������ 2�4 �" ��"*���  ���� 2
4) ����������� ���,�-�0��� ��� � ������
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� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ �� "#&

������� ε) �����"0�� !"�"� ��� ��!�"����� Qs0v⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

∂Qs0v

∂t
+

∂Qs0v

∂ξ
=

m∑
k=1

σsk(0, t)Qk0v, 0 < t < T, ξ > 0,

Qs0v(ξ, 0) = 0, ξ � 0,

Qs0v(0, t) = −v̄s0(0, t), 0 � t � T (s = 1,m).

2�4

'��$) �� ������"0 ! 2�4) , ��-�6 Qs0v ������ (�� ����!� ) �� ��������� v̄s0  ��"#

*��  ��� ��� x = 0 � ��� ��!�"����� , ��-�* Qs0v �����"�� ��"*�� !"�"� �

���!���"����* ����� !� ��� �����������6 ������� ������� ������ ������ � E�"�#

����� ��!�/�!� !"�"�� 2�4 !"��$��� ��� �����"���  ��� ����$���� � � ����* ���-��

C��������� �����"���  ��� ����$���� � ������ �" ������ �������� ��!�/�!� 

Qs0v  � ����* ���-� (0, 0)� '�$�) ��� �����"���  ��� ����$���� � ������ �����#

� ������� ����� �"���� �"�� ��������>

Qs0v(ξ, 0)|ξ=0 = Qs0v(0, t)|t=0 (s = 1,m).

'�������� 0 ��) 5� ���" �"����" -�06 �������� ∀s = 1, . . . ,m ������(0 � �(  � ����*

���-�) " !  ��� 2�4 �" 2�4 ���"��$ 0���� ��������

0 = −v̄s0(0, t)|t=0 = 0 (s = 1,m).

'��$)  ���� ����$���� ���"������ � ��"*����  ��� � ������ ������ !"�"�� 2�4

����� (�����

C���*���� �� ���������  ���� ����$���� ������ ������ ) " �"��) ��������#

��) �� !"��������(�� ������ 2�4  ���� !"�"�� � � ����* ���-�� ��� -��� �������

����� �"���� ��������

∂Qs0v

∂t

∣∣∣∣
(0,0)

+
∂Qs0v

∂ξ

∣∣∣∣
(0,0)

=

m∑
k=1

σsk(0, 0)Qk0v

∣∣∣∣
(0,0)

(s = 1,m).

7�������"���  ���� ! 2�4) !"�������� �������) 5�
∂v̄s0
∂t

∣∣∣∣
(0,0)

= 0� .  ��� (H2)) 2�4

�����"0��

∂v̄s0
∂t

∣∣∣∣
(0,0)

=

n∑
j=1

γsj(0, 0)ūj0

∣∣∣∣
(0,0)

+

m∑
k=1

σsk(0, 0)v̄k0

∣∣∣∣
(0,0)

+ gs0(0, 0) = 0, s = 1,m.

�������� ��5� �����"���  ��� ����$���� � ������ �" ������ �������� ��"*�#

��� � ���"������  ��� �"(�� �����"� ������$ �"��) 5� ��!�/�!�� Qs0v !"�"�� 2�4

�"���*�

�������� �����) 5� , ��-�6 Qs0v (s = 1,m) �"(�� �����$���* �"�"�����

F��"���) �" �����"�� ������������ ��"*���6  ���� 2�4 , ��-�6 Qs0v (s = 1,m) �"� #

�"(�� � ������ !�"���� ��� �"�"����������( ξ = x �������� 2�4� ��� ε → 0 �"�"�#

��������" �"���$"0���� �� ������"����� ����$����) ����� , ��-�6 Qs0v ��������

��� � �� � ����� ��$� x = 0 ���"��� Ω�



"'(
���� ����	�

���� �����	�

� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ ��

C�� ��� � ������ �"���$���� ��!�/�!� !"�"�� 2�4) 2
4 !"���� 0�� ��!�"#

������ �����$���� �"� � ����� ��$� t = 0 ���"��� Ω� ." �������( -�06 , ��-�6

�����$���� �"� ����� 0�� ��!�/�!�� (uε, vε) �"�) 5�� ����� �"�"�� ��"*��"

 ���" ��� t = 0) ��� uε
i , v

ε
s �"� � �� ����� {
uε
i (x, t) ∼ ūi0(x, t) + Pi0u(x, τ),

vεs(x, t) ∼ v̄s0(x, t) +Qs0v(ξ, t).

������� ����� 5� ��� �� ����! (� !���� � ����� �"��-� t = 0 ���"��� Ω

τ =
t

ε
.

."���� 0�� ��"��"��� ���-�� � �����6 ��� ������ !� ���� ��� ���� �����$���#

� �"� ) ��� ��!�"����� , ��-�6 P0u �����"0�� !"�"� ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

∂Pi0u

∂τ
+

∂Pi0u

∂x
=

n∑
j=1

aij(x, 0)Pj0u, τ > 0, 0 < x < l,

Pi0u(0, τ) = 0, τ > 0,

Pi0u(x, 0) = −ūi0(x, 0), 0 < x < l i = 1, n.

2G4

A�"������ �� ��5� ��$�" �������"����) 5�  ���� ����$���� � ������ �" ���#

��� �������� !"�"�� 2G4 ����� (����) ��� -� �"0 !�� � � �"�� "��������� 

��!�/�!� (uε, vε) !"�"�� 2�4) 2
4 ��5�� ������ ! !"��!�������� ����"����6 �"�#

����� �"���$�����

�� �
���
�� ��������� ��� 
�
 �
���!�� A����������� ��!�������

������ ������ ��!�/�!� (uε, vε) !"�"�� 2�4) 2
4 � � 0��  ������⎧⎨
⎩
uε
i (x, t) ∼ ūi0(x, t) + Pi0u(x, τ) + εūi1(x, t) + εPi1u(x, τ) + εQi1u(ξ, t), i = 1, n,

vεs(x, t) ∼ v̄s0(x, t) +Qs0v(ξ, t) + εv̄s1(x, t) + εPs1v(x, τ) + εQs1v(ξ, t), s = 1,m.

2�4

C����"���0�� 2�4 � ������ 2�4) 2
4� F�"��"����( ���-�� ��( �����6 ��� ������

!� ���� �����"0�� !"�"�� ��� ��!�"����� , ��-�* Qi1u⎧⎨
⎩

∂Qi1u

∂ξ
=

m∑
k=1

bik(0, t)Qk0v,

Qi1u(∞, t) = 0, i = 1, n.

C������� �"��� �������� ��� Qi1u) ! ��"� �"���� �������� Qi0v(ξ, t) = 0) ξ � t

(i = 1, n)) ����$��� ��!�/�!��

Qi1u(ξ, t) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

m∑
k=1

bik(0, t)

ξ∫
t

Qk0v(ς, t)dς, 0 � ξ � t � T,

0, ξ � t.

2�@4
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� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ �� "'"

A�"������ ��"������ !"�"�" ��� Ps1v� 7�������"���) 5� Ps0u(x, τ) = 0) τ � x

(s = 1,m)) !"������ Ps1v (s = 1,m)  ����� ������

Ps1v(x, τ) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

n∑
j=1

γsj(x, 0)

τ∫
x

Pj0u(x, η)dη, 0 � τ � x,

0, τ � x.

2��4

."!�"����) 5� , ��-�6 Q1u � P1v �"(�� ���������� �"������ ������� ������ ��#

���� �

F�����" ������� ��� ��!�"����� ������ �"���$���� (ū1, v̄1) �� �����6 �"�#

���� "���������� �"� �� ����� ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂ūi1

∂x
=

n∑
j=1

aij(x, t)ūj1 +
m∑

k=1

bik(x, t)v̄k1 + f̄i1(x, t), i = 1, n,

∂v̄s1
∂t

=
n∑

j=1

γsj(x, t)ūj1 +
m∑

k=1

σsk(x, t)v̄k1 + ḡs1(x, t), s = 1,m,
2�
4

�� f̄i1(x, t) = fi1(x, t) − ∂ūi0(x, t)

∂t
) ḡs1(x, t) = gs1(x, t) − ∂v̄s0(x, t)

∂x
) fi1(x, t)) gs1(x, t) ;

���,�-�0��� ��� ������ ������� ε ��!������� , ��-�* fi �" gs  ��� !" ��������� ε)

����������� ���� ���) ūi1) v̄s1 ������ (�� ����!��) ��� ������� �����$��� �"��Qi1u)

Ps1v ����������  ��"*�� �" ���"�����  ����� +�� , ��-�6 ūi1) v̄s1 �� ��!�/�!��

������� 2�
4 ������� !"����������  ����{
ūi1(0, t) = −Qi1u(0, t), i = 1, n,

v̄s1(x, 0) = −Ps1v(x, 0), s = 1,m.
2�34

."�"�" 2�
4) 2�34) "�"������ �� � 2�4) �����"�����" ������� �����"����� �������

7�������" �� �� ��� ) ����� 0 ����!�"��� ��!�/�!��(�

��� Qs1v �����"0�� !"�"� ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

∂Qs1v

∂t
+

∂Qs1v

∂ξ
=

m∑
k=1

σsk(0, t)Qk1v + qs1(ξ, t), ξ > 0, 0 < t < T,

Qs1v(ξ, 0) = 0, ξ > 0,

Qs1v(0, t) = −v̄s1(0, t), 0 < t < T, s = 1,m,

2�84

�� qs1(ξ, t) =
n∑

j=1

γsj(0, t)Qj1u+ ξ
m∑

k=1

∂σsk(0, t)

∂x
Qk0v�

'������� ������" 2�84 ����������") �� ��� ��� �"��� ��"������ ��!�/�!� !"#

�"�� ���������) 5�� ����� �"���� �� ����  ���� ����$���� � ������ �" ������

��������  � ����* ���-� 2@)@4) " * ��� �"�� ���������� ������� ������ ������ 

��� , ��-�* qs1� H"������ ������� ��� (��) �������� , ��-�6 Qs0v,Qs1u ; �"����

�������� �����"���  ��� ����$���� � ������ ������ ) ����� Qs1v(ξ, 0)
∣∣
ξ=0

=



"')
���� ����	�

���� �����	�

� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ ��

Qs1v(0, t)
∣∣
t=0

� I������� � �( ����6 �"����� ������"0 !  ���� 2�84) " ��� ��"��6 �"�#

���� ��������"0��  ���� ���������� 2�34)2��4

0 = −v̄s1(0, t)
∣∣
t=0

= −Ps1v(x, 0)
∣∣
x=0

= 0, s = 1,m.

+�� ��"*���  ���� ������� 2�84 ����$��� �� ������������� � � ����* ���-� 2@)@4)

5� �!�"�"0) 5� ��!�/�!�� !"�"�� 2�84  �� !� ξ � 0) 0 � t � T ����������*� D�� ��#

�����"����) 5� Qs1v  !"!�"����* �� !� �"���) ��������) 5� ∀s = 1,m ����� (����

��������

∂Qs1v

∂t

∣∣∣∣
(0,0)

+
∂Qs1v

∂ξ

∣∣∣∣
(0,0)

=

m∑
k=1

σsk(0, 0)Qk1v

∣∣∣∣
(0,0)

+ qs1
∣∣
(0,0)

.

.  ��� 2�4)2�@4)2�84 ����*���� �� ��������

0− ∂v̄s1
∂t

∣∣∣∣
(0,0)

=

m∑
k=1

σsk · 0 + 0.

+���� !"�������� �������) 5� ������" v̄s1 !" t ������(0 � �(� ��� -��� �������#

�"0��  ��� 2�
4) ! ���6 �����"0��

∂v̄s1
∂t

∣∣∣∣
(0,0)

=

n∑
j=1

γsj(0, 0)ūj1

∣∣∣∣
(0,0)

+

m∑
k=1

σsk(0, 0)v̄k1

∣∣∣∣
(0,0)

+ ḡs1
∣∣
(0,0)

= 0,

�� ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
ḡs1(0, 0) = gs1(0, 0)− ∂v̄s0

∂x
= 0,

v̄s1|(0,0) = −Ps1v(0, 0) = 0,

ūi1|(0,0) = −Qi1u(0, 0) = 0.

'�������)
∂v̄s1
∂t

∣∣∣∣
(0,0)

= 0) �� ���  ���� ��� ��� �"��� ��"������ 2����� �"����4

��!�/�!� ��� !"�"�� 2�84 ����� (�����

��� ��!�/�!� Pi1u (i = 1, n) !"�"��⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

∂Pi1u

∂τ
+

∂Pi1u

∂x
=

n∑
j=1

aij(x, 0)Pj1u+ pi1(x, τ), 0 < x � l, τ > 0,

Pi1u(0, τ) = 0, τ � 0,

Pi1u(x, 0) = −ūi1(x, 0), 0 � x � l (i = 1, n),

2��4

�� pi1(x, τ) =
m∑

k=1

bik(x, 0)Pk1v+ τ
n∑

j=1

∂aij(x, 0)

∂t
Pj0u) "�"������) �� ��� ��!�/�!� !"#

�"�� 2�84) ��$�" ��������� ��� ���� �"��� � ������� ��� �"��� ��"������ ��!�/�!� �

'�$�) �� ������"0 ! ��� ���� � ������ �" ������ �"���$����) ��� ������*

���-�� ����������� ��!�"����� , ��-�* "������������ ��!������� ��!�/�!� ��!#

5������*) ��� ������� "������ ��!�"����� , ��-�* �"���$���� ��������� ��#

���� �
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���� �����	�

� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ �� "'*

"� �
���
�� ������
��!� �
����
�
 �
���!�� C���� "����������� ��!#

������� ��!�/�!� (uε, vε) !"�"�� 2�4) 2
4 � � 0��  ������⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
uε
i (x, t) ∼

∞∑
h=0

εh
[
ūih(x, t) + Pihu(x, τ) +Qihu(ξ, t)

]
, i = 1, n,

vεs(x, t) ∼
∞∑
h=0

εh
[
v̄sh(x, t) + Pshv(x, τ) +Qshv(ξ, t)

]
, s = 1,m.

2�	4

'������ �������������) � ���* ��!�"�"(���� , ��-�6 ��"��� �"���� 2�	4) " �"#

��$ !"������ !"�"��) ��!�/�!�"�� ���� -� , ��-�6 0� ."�"�� ����� 0�� ��"��"�����

�������� �����6 ��� ������ !� ����) "�"������ �� ��5�) ��� ���� ����� ����

������ 6� �����"����

F���"�� ��!�"�"0�� , ��-�( Qhu = (Q1hu, . . . , Qnhu) (∀h � 1) �� ��!�/�!��

!"�"�� ⎧⎨
⎩

∂Qihu

∂ξ
= quih(ξ, t), ξ > 0, 0 < t � T,

Qihu(∞, t) = 0, 0 � t � T (i = 1, n),
2��4

��

quih(ξ, t) =

h−1∑
r=0

ξr

r!

[ n∑
j=1

∂raij
∂xr

(0, t)Qj h−1−ru+

m∑
k=1

∂rbik
∂xr

(0, t)Qk h−1−rv

]
− ∂Qi h−2u

∂t

(i = 1, n)) ξ ; �� ����! (�� ������������) �� ��5�� J ��-�6 quih(ξ, t) (i = 1, n)

h � 0) 0 �������� ������������ � ������((�� � �( ��� �"�"����������( ξ = t) 5�

������"0 ! 6����6 ��� �� ��� +�� ��!�/�!�� Qihu !"�"�� 2��4 ��� ��$��� h � 1 �"

i = 1, n !"������ � ����� ������

Qihu(ξ, t) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

ξ∫
t

quih(ζ, t) dζ, 0 � ξ � t � T,

0, ξ � t.

2�G4

A�"������ ,��� �(0���� !"�"�" ��� Pshv �!  ����( Psh(x,∞) = 0 (s = 1,m)

h � 1) � Pshv !"��� (����  ����� ������

Pshv(x, τ) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

τ∫
x

pvsh(x, ϑ)dϑ, 0 � τ � x,

0, τ � x,

2��4

�� pvsh ; ��"�" �"����" �������� ��� Pshv � �"� �"0 ����� 

pvsh(x, τ) =

h−1∑
r=0

τr

r!

[ n∑
j=1

∂rγsj
∂tr

(x, 0)Pj h−1−ru+

m∑
k=1

∂rσsk

∂tr
(x, 0)Pk h−1−rv

]
−

− ∂Ps h−2v

∂x
, s = 1,m, h � 1.



"'+
���� ����	�

���� �����	�

� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ ��

+ � pvsh (s = 1,m, h � 0) ; ������ ���������� , ��-�6) ��� ������((�� � ���� �"�

�"�"����������( τ = x�

."!�"����) 5� �"������ , ��-�* Qihu � Pshv (i = 1, n, s = 1,m, h � 1)) !�����"

� �" �"�"���������"� ξ = t �" x = τ ����������) ������"0 ��!���������� ! 6����6

��� �� ���

J ��-�6 �� �����6 �"����� "���������� (ūh, v̄h) ������ h � 1 0 ��!�/�!�"��

�"��6 !"�"��>⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

∂ūih

∂x
=

n∑
j=1

aij(x, t)ūjh +
m∑

k=1

bik(x, t)v̄kh + f̄ih(x, t), (x, t) ∈ Ω (i = 1, n),

∂v̄sh
∂t

=
n∑

j=1

γsj(x, t)ūjh +
m∑

k=1

σsk(x, t)v̄kh + ḡsh(x, t), (x, t) ∈ Ω (s = 1,m),

2
@4

{
ūih(0, t) = −Qihu(0, t), 0 � t � T (i = 1, n),

v̄sh(x, 0) = −Pshv(x, 0), 0 � x � l (s = 1,m),
2
�4

�� f̄ih(x, t) = fih(x, t) − ∂ūi h−1

∂t
) ḡsh(x, t) = gsh(x, t) − ∂v̄s h−1

∂x
) " fih(x, t)) gsh(x, t) ;

���,�-�0��� ��!������� , ��-�* fi �" gs ����������  ��� !" ��������� ε� ."�"�"

2
@4)2
�4 �����"�����" ������� �����"����� ������� 7�������" �� �� ��� ) ���

���6 ��� 0 0����* ��!�/�!���

��� Qshv (h � 1) ����$��� !"�"� 

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

∂Qshv

∂t
+

∂Qshv

∂ξ
=

m∑
k=1

σsk(0, t)Qkhv + qvsh(ξ, t), ξ > 0, 0 < t � 0,

Qshv(ξ, 0) = 0, ξ � 0,

Qshv(0, t) = −v̄sh(0, t), 0 � t � T (s = 1,m),

2

4

��

qvsh(ξ, t) =

h∑
r=0

ξr

r!

n∑
j=1

∂rγsj
∂xr

(0, t)Qj h−ru+

h∑
r=1

ξr

r!

m∑
k=1

∂rσsk

∂xr
(0, t)Qk h−rv(ξ, t), s = 1,m.

A�"������ ��  !"�"�� 2�84) ��� ��������� ��� �"��� ��"������ ��!�/�!� !"�"��

2

4 ���������) 5�� , ��-�� qvsh(ξ, t) � �" �"���( * ����� �"����  ���� ����$��#

�� � ������ �" ������ ��������  � ����* ���-� 2@)@4� H"������ ������� , ��-�*

qvsh(ξ, t) ��� (��) �������� , ��-�� 0 � ��( �"���� , ��-�*� C���*���� �� ����#

����� �����"���  ��� ����$����) ��� ������"(�� �! 2�G4 �" 2
�4

0 = Qshv(ξ, 0)

∣∣∣∣
ξ=0

= Qshv(0, t)

∣∣∣∣
t=0

= −vsh(0, t)

∣∣∣∣
t=0

,

0 = −vsh(0, 0) = Pshv(0, 0) = 0 (s = 1,m, h � 1).
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���� �����	�

� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ �� "'#

'�$�) ��"*���  ���� ����$��� �� ������������� � � ����* ���-�� C��������� ��

���"�����  ���� !"��������(�� ������ 2

4 � ���-� 2@)@4) �����

∂Qshv

∂t

∣∣∣∣
(0,0)

+
∂Qshv

∂ξ

∣∣∣∣
(0,0)

?
=

m∑
k=1

σsk(0, 0)Qkhv

∣∣∣∣
(0,0)

+ qvsh

∣∣∣∣
(0,0)

(s = 1,m, h � 1),

"��) ��������"��� ���"���� �" ��"*���  ���� !"�"�� 2

4) 6� ��$�" !"���"��  

������

− ∂v̄sh(0, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

?
= 0 ·

m∑
k=1

σsk(0, 0) + qvsh(0, 0) (s = 1,m, h � 1).

C�"�" �"����" ���"����� �������������� ������(0 � ����) �������� qvsh(ξ, t) = 0

(s = 1,m, h � 1) ��� ξ � t � 0) 5� ������"0 ! 6���� ��"��������*� 7�������"���

�� � �������� 2
@4 �"  ���� 2
�4) �����"0��

∂v̄sh(0, 0)

∂t
= −

n∑
j=1

γsj(0, 0)Qjhu(0, t)

∣∣∣∣
t=0

−
m∑

k=1

σsk(0, 0)Pkhv(ξ, 0)

∣∣∣∣
ξ=0

+ ḡsh(0, 0),

s = 1,m, h � 1.

K" �����"�� 2�G4 � 2��4 ����� ��" ���"��� ��"��� � ������((�� � ����� ."��������

�������) 5� ḡsh(x, t)  � ����* ���-� ������(0 � �(� '��$) ! ����� ��� ḡsh)  ���

(H2)) 2
�4 ��$��� !"���"��

ḡsh(0, 0) = gsh(0, 0)− ∂v̄s h−1(0, 0)

∂x
=

= 0− ∂v̄s h−1(0, 0)

∂x
=

∂Ps h−1(0, 0)

∂x
= 0, s = 1,m, h � 1.

'��"��� �������� ��"�����" ! ���� �" ��) 5� Pshv(x, τ) = 0 ��� τ � x) ��� 
∂Psh

∂x
(x, τ) = 0) ��5� τ � x (s = 1,m, h � 1)� . ������������� ������"0) 5� �"

�"�"��������-� τ = x , ��-�� Ps h−1v(x, τ) �"��$ �"� �"0 � ������ !�"����� 7���#

�"���  ���� ����$���� ������ ������ � � ����* ���-� 2@)@4 !"��!��� 0 �"������

��!�/�!� !"�"�� 2

4 � ���"��� ξ > 0, 0 < t � T � ���� ���) !" �"$���) 5� , ��-�6

Qshv (s = 1,m, h � 1) �"(�� �����$���* �"�"����> �������� ��� � �� � ����� �"��#

-� x = 0 ���"��� Ω 2��"*��"  ���" 2

44 � ��� ε → 0 �"�"���������" t = ξ ��������

2

4 ���� 0 �� ������"����� ����$�����

��� ��!�"����� �"���$��� , ��-�6 �����$���� �"� Pihu � ����� �"��-�

t = 0 ���"��� Ω �����"�� ��"*�� !"�"� ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

∂Pihu

∂τ
+

∂Pihu

∂x
=

n∑
j=1

aijPj hu(x, τ) + puih, 0 < x < l, τ > 0,

Pihu(0, τ) = 0, τ � 0,

Pihu(x, 0) = −ūih(x, 0), 0 � x � l, i = 1, n, h � 1,

2
34
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���� ����	�

���� �����	�

� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ ��

��

puih(x, τ) =

h∑
r=1

τr

r!

n∑
j=1

∂raij
∂tr

(x, 0)Pj h−ru(x, τ)+

+

h∑
r=0

τr

r!

m∑
k=1

∂rbik
∂tr

(x, 0)Pk h−rv(x, τ), i = 1, n, h � 1.

��������� ��� �"��� ��"������ ��!�/�!� Pihu ��� ��$��� i = 1, n �" h � 1

!"�"�� 2
34 ����������� "�"������ �� ��� !"�"�� 2

4� J ��-�6 Pihu (i = 1, n, h � 1)

�������� ��� ����$��� � �� ��$�� �"�"���������� τ = x �������� 2
34) ��" ���

ε → 0 ���� 0 �� ���!���"����� ����$���� 2���"����"  ���" 2
344� <� ��������

��� �����$���* �"�"���� ��������� Pihu�

'�$�) ,���"���� "����������� �"���$���� ��������� ������ ��!�/�!� 

(uε, vε) !"�"�� 2�4) 2
4 ��� ���"��� C���*���� �� ��=� �� �"��� �����"��6 "������#

�����

#� $%��!� ��� !
�
�
 ����� K��"*N ; �������� �"� �"���� �����) N > 0�

7������� � "��������-� 2�	4 ��!�/�!� (uε, vε) !"�"�� 2�4) 2
4 �"����� � � ������ 

N � C�!�"����� ����! Rε
iNu = Rε

iNu(x, t) (i = 1, n)) Rε
sNv = Rε

sNv(x, t) (s = 1,m)

!"����� "������������ ��!������ ����������� ��������� ��!�/�!� !"�"��) 2�	4

!"������  ������⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
uε
i (x, t) =

N∑
h=0

εh
[
ūih(x, t) + Pihu(x, τ) +Qihu(ξ, t)

]
+Rε

iNu(x, t), i = 1, n,

vεs(x, t) =
N∑

h=0

εh
[
v̄sh(x, t) + Pshv(x, τ) +Qshv(ξ, t)

]
+Rε

sNv(x, t), s = 1,m.

2
84

��� ���) 5�� �����"�� !"�"�� ��� !"���� "���������� (Rε
Nu,Rε

Nv)) �����"����

2
84  ������ 2�4)  ���� 2
4 �" ��������"0�� !"�"�� ��� �"���$��� "������������

��!�������� '��$) !"�������* ���� "���������� � ���"��� Ω 0 ��!�/�!�� �������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ε
∂Rε

iNu

∂t
+

∂Rε
iNu

∂x
=

n∑
j=1

aij(x, t)R
ε
jNu +

m∑
k=1

bik(x, t)R
ε
kNv+

+πu
i (x, t; ε), i = 1, n,

∂Rε
sNv

∂t
+ ε

∂Rε
sNv

∂x
=

n∑
j=1

γsj(x, t)R
ε
jNu +

m∑
k=1

σsk(x, t)R
ε
kN v+

+πv
s (x, t; ε), s = 1,m,

2
�4

!"��������0 ���"����� �" ��"*���  ����

Rε
iNu(x, 0) = Rε

iNu(0, t) = 0, i = 1, n,
2
	4

Rε
sNv(x, 0) = Rε

sNv(0, t) = 0, s = 1,m,
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���� �����	�

� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ �� "'$

�� πu
i (i = 1, n) �" πv

s (s = 1,m) ; ������ , ��-�6) �"�� 5� ∀(x, t) ∈ Ω ���"��$ 0����

πu
i (x, t; ε) = O(εN+1), πv

s (x, t; ε) = O(εN+1).

K"�" ���" ; �����"�� ��������� �-��� !"���� "���������� � Ω� ��� -���

������� !"���  !"�"�� 2
�4) 2
	4

ρεiu(x, t) = Rε
iNu(x, t)e−k(x+t) (i = 1, n), ρεsv(x, t) = Rε

sNv(x, t)e−k(x+t) (s = 1,m),

�� k ; ����" ���"��� ��"�"� +��� ���������� ��� ρεiu � ρεsv �����"0�� !"�"� ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ε
∂ρεiu

∂t
+

∂ρεiu

∂x
= ãii(x, t)ρ

ε
iu+

n∑
j=1
j �=i

aij(x, t)ρ
ε
ju +

m∑
k=1

bik(x, t)ρ
ε
kv+

+Πu
i (x, t; ε), i = 1, n,

∂ρεsv

∂t
+ ε

∂ρεsv

∂x
= σ̃ss(x, t)ρ

ε
sv +

n∑
j=1

γsj(x, t)ρ
ε
ju +

m∑
k=1
k �=s

σsk(x, t)ρ
ε
kv+

+Πv
s(x, t; ε), s = 1,m,

2
�4

{
ρεiu(x, 0) = ρεiu(0, t) = 0, i = 1, n,

ρεsv(x, 0) = ρεsv(0, t) = 0, s = 1,m.
2
G4

+ �

Πu
i (x, t; ε) = πu

i (x, t; ε)e
−k(x+t) = O(εN+1), ãii(x, t) = aii(x, t)− k(ε+ 1) (i = 1, n),

Πv
s(x, t; ε) = πv

s (x, t; ε)e
−k(x+t) = O(εN+1), σ̃ss(x, t) = σss(x, t) − k(ε+ 1) (s = 1,m).

7����"0�� k ����"���� �������) 5�� ����� �"���� ����������

ãii(x, t) +

n∑
j=1
j �=i

|aij(x, t)|+
m∑

k=1

|bik(x, t)| � −1 (i = 1, n), 2
�4

σ̃ss(x, t) +

n∑
j=1

|γsj(x, t)| +
m∑

k=1
k �=s

|σsk(x, t)| � −1 (s = 1,m). 23@4

C��� �����) 5� ��$�" ! , ��-�* |ρεiu| (i = 1, n) ����"0 ���� �"���� � �

���-� Ti(xi, ti) ∈ Ω) " , ��-�6 |ρεsv| (s = 1,m) ; � ����"� Tn+s(xn+s, tn+s) ∈ Ω� K�

����$ (�� !""�������) ���� �����) 5�

|ρε1u(T1)| � |ρε2u(T2)| � ... � |ρεnu(Tn)| �
� |ρε1v(Tn+1)| � |ρε2v(Tn+2)| � ... � |ρεmv(Tn+m)|. 23�4



"'%
���� ����	�

���� �����	�

� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ ��

I�!������ ����� �������� ������� 2
�4 � ���-� T1 � ���������� *��  ������

ε
∂ρε1u

∂t

∣∣∣∣
T1

+
∂ρε1u

∂x

∣∣∣∣
T1

− ã11(T1)ρ
ε
1u(T1)−

n∑
j=2

a1j(T1)ρ
ε
ju(T1)−

−
m∑

k=1

b1k(T1)ρ
ε
kv(T1) = Π1(T1; ε). 23
4

K��"*  ���-� T1 , ��-�� ρε1u �"� �"0 ���/0���� ����� � � +��� � -�* ���-�
∂ρε1u

∂t

∣∣∣∣
T1

� 0)
∂ρε1u

∂x

∣∣∣∣
T1

� 0 2����" ���������� ��$���" ����  ���"�� ) ��5� ����"

T1 ��!�"���"�" �" ��$� ���"��� Ω4� .����� �" ���������� (�� 2
�4 �" 23�4) ���

��"��6 �"����� 23
4 ���"��$ 0���� �-���"

ε
∂ρε1u

∂t

∣∣∣∣
T1

+
∂ρε1u

∂x

∣∣∣∣
T1

− ã11(T1)ρ
ε
1u(T1)−

n∑
j=2

a1j(T1)ρ
ε
ju(T1)−

m∑
k=1

b1k(T1)ρ
ε
kv(T1) �

� −ã11(T1)ρ
ε
1u(T1) +

n∑
j=2

|a1j(T1)||ρεju(T1)|+
m∑

k=1

|b1k(T1)||ρεkv(T1)| �

� −
⎛
⎝ã11(T1) +

n∑
j=2

|a1j(T1)|+
m∑

k=1

|b1k(T1)|
⎞
⎠ ρε1u(T1) � ρε1u(T1).

'��$) ��"�" �"����" 23
4 0 ��������( ������ εN+1) " ���" � ���-� T1 ��

������5 0 ρε1u(T1)� C�!"�� |ρε1u(T1)| = max
Ω

|ρε1u(x, t)| = O(εN+1)) �� ! 23�4 ����� 0��

|ρε2u(T2)| = max
Ω

|ρε2u(x, t)| = O(εN+1), . . . , ρεmv(Tm)| = max
Ω

|ρεmv(x, t)| = O(εN+1).

.����� ������"0

ρεiu(x, t) = O(εN+1) (i = 1, n), ρεsv(x, t) = O(εN+1) (s = 1,m) ∀(x, t) ∈ Ω.

'�$�) ��"� �"��� ������ !"��� ) ����� 0�� �"$"� �-��� !"�������� ����"

(Rε
Nu,Rε

Nv) "������������ ��!������� 2
84 ��!�/�!� (uε, vε) !"�"�� 2�4) 2
4

Rε
iNu(x, t) = ρεiu(x, t)e

k(x+t) = O(εN+1) (i = 1, n),

Rε
sNv(x, t) = ρεsv(x, t)e

k(x+t) = O(εN+1) (s = 1,m), (x, t) ∈ Ω.

A�"������ ���� �"���  ���"�� ���"���� �"���� � �

'����"��* ��! ���"� �,��� �(0��  ������ ��������

&�
���� �� 6���7 N " 89�:��� ������:��� ;��:9� <��������9= >9 ���9��?����

��9��@

(H1) aij = bik= γsj = σsk ∈ C(N+2)(Ω)= fi= gs ∈ C(N+2)(Ω×R+) (i, j = 1, n, s, k = 1,m)A

(H2) fi(0, 0; ε) = 0 (i = 1, n)= gs(0, 0; ε) = 0 (s = 1,m)�
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� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ �� "'&

B98 �9C�D�C9� (uε, vε) C�8�; 2�4= 2
4 89�����E ������9��;�� �9C������� ��F:�8�⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
uε
i (x, t) =

N∑
h=0

εh
[
ūih(x, t) + Pihu(x, τ) +Qihu(ξ, t)

]
+ Rε

iNu(x, t), i = 1, n,

vεs(x, t) =
N∑

h=0

εh
[
v̄sh(x, t) + Pshv(x, τ) +Qshv(ξ, t)

]
+Rε

sNv(x, t), s = 1,m,

8� G���HI (ūh, v̄h) ��F�:���9I ;������ ������9���� E �9C�D�C���� C�8�; 2
@4=2
�4=

G���HI �����J9��� K��� (Phu, Phv) � 9�9: t = 0 �� (Qhu,Qhv) � 9�9: x = 0

��C��;�?���� �� �9C�D�C�� C�8�; 2
34= 2��4= 2

4= �8�9�8�9� L:� C�:�K�9�9F9 ;:���

(Rε
Nu,Rε

Nv) ������9��;�9F9 �9C������� �����:�� 9H���

|Rε
iNu(x, t)| � C1iε

N+1, |Rε
sNv(x, t)| � C2sε

N+1, ∀(x, t) ∈ Ω,

8� C1i= C2s " ��C�:�J� �8 ε ���: (i = 1, n, s = 1,m)�

������ �������	
��� �	��
	���

. -.��	/ 0�1� /�������� ������ ��� 
��	� �������� ��
����������� ���	��0 ��


�����	� 1 0�1� -.��	/� -�2� 345��� 11 (�	�� �� 2 .345 2 , 65� 7 8 2 / 89:�889 

9 *����, 0�3� -��������� ��
���0���� ����������	� ������ � �������	�0��

�����;��� ��� ���������0� ��
����������� ���	�� ����������0� ���������

1 0�3� *����,� -�3� �����	�� 11 (�	�� �	���< 2 955= 2 , :5� 7 . 2

/ 89�45 

: 0
���6�
 -�7� %���
	�	������ ��	��0 � 	����� ���������0� ���������� 1 -�7� 0
�

���6�
� 0��� 7���8��� 2 (> ?0�� ����� .335 2 95= @ 

8 3
��	�� 9� - ��������� ������ ��� 
����������� ��
������������ ���	��0 ��

�	���� � ���0� 
�����	��� 
�� 
��������0� 
� ������� A���	� BBBC 1 9� 3
��	���

-�2� 345��� 11 *�� %D E��//� /�� F�� ���	 2 .3=6 2 7 . 2 / 46�4= 

6 7���8�� 0��� -� ����� ���������� ����������� ���	��� ��������� � ���	�0� 
�����

����0� 
������ 
����� 1 0��� 7���8��� -��� *
�
:�� 11 (�	�� ����	� 2 .336 2
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IJ @KLM�NJO PQJ �L�P�RS�TKULNROV WRSUJ XOKTSJY ZKO R MVMPJY KZ n + m

M�L[USROSV XJOPUOTJN S�LJRO XROP�RS N�\JOJLP�RS J]URP�KLM KZ PQJ ^OMP KONJO �L

PQJ XSRLJ� PQJ MYRSS XRORYJPJO �M R YUSP�XS�JO ZKO WRO�KUM XROP�RS NJO�WRP�WJM 

_KLMPOU@PJN RLN XOKWJN RMVYXPKP�@ J`XRLM�KL KZ ROT�POROV KONJO MKSUP�KL a�PQ

PQJ XKaJOM KZ R MYRSS XRORYJPJO 

G�$ H">&C! QVXJOTKS�@ MVMPJY KZ M�L[USROSV XJOPUOTJN TKULNROV WRSUJ

XOKTSJY� RMVYXPKP�@ J`XRLM�KL MKSUP�KL� PQJ TKULNROV SRVJO 

������ � ���H� ��	��
�	�� �	� �	�������H
� ���
	�����
���� ����
�
 �	���
���

�
	���� ��	����

.����� �� !

��������� 	
���	
�	4� �	��������� ���	� I�
	
 ��
	���

�� �	�����������
/� �� ������ �����

����� ! "#$%&'$�(""�)"�

������	���� ��������������b ������ ��� ���	��0 n + m ���������

�� ���������0� ������0� ��������� � ���	�0�� 
��������0�� 
�����

�� 
����� �� 
�����	�� 
����� ���0� 
�����	� �����	�� �����	����


�� �������0� ���	�0� 
��������0� !��	����� � ���������� ����
	��

	������ ���������� 
������������ 
����� ������� 
� �	�
���� ������


�����	�� 

*+,��4� ���
! ��
����������� ���	���� ���������� �����������

������ ������� ����
	�	������ ���������� �������� 
��������0� ���� 


