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����� (λn) � ���	
���� ��������� 
� +∞ ����	
���	���� ����
���� ��
���� lnn = o(λn lnλn)� n → ∞� � �����	
��� 
�� ����� ��� R ����
�!

R(F ) !�"���� #	���� ��
� �	�	��� �$���
� F (s) =
∑

ane
sλn �"�� ����

���$��$�$ �� %������

R(F ) = lim
n→∞

λn lnλn

− ln |an| .

�������	��� #	�& ���$ ���	'� 
��	� (� )��	����

C
D���� �
���4 ��������$� ��
� #	�� %��!#	�� �!�$� �
���� �� 
��
�!� %����� (�'	 *
����� ��
 �	�	���� R ����
�!�

�� ������ �	
 �������������� ��	�� �������

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n, z = reiθ, ���

���� M(r, f) = max{|f(z)| : |z| = r} � �� ������� ����	
�  !	�"�# ��������$
����# %������
 ������� f & �� '��
���

ρ(f) = lim
r→+∞

ln lnM(r, f)

ln r
.

��(�� "���� �	��)� �����	 ��*�$+���

ρ(f) = lim
n→∞

n lnn

− ln |an| ,


� �& %��,� "�%�)��� '��
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� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ ��

-��� Λ � �	� ��"��.&���� %����#)�� �� +∞ '��	���"������ λ = (λn)� �	

'��	���"����� λ ∈ Λ )���% S(λ) '�%�)��� �	� ��	�� �(��	#��� %(�!��� " C� �
��"
�����	� "�,	
��

F (s) =

∞∑
n=0

ane
sλn , s = σ + it, �/�


�� �� %"��
�0�
 �� ���'������	0��,� '�	����� �	
 �
�� �/� ��,� ������� ����	

"�%�)��� % ��"����# M(σ, F ) = sup{|F (s)| : 12 s = σ}� 3� "�����4 "�	�)���

R(F ) = lim
σ→+∞

ln lnM(σ, F )

σ

�%�"������ R$'��
���� �'��
���� % 5������ �
�� �/��
6��
��
 	������,� '��
��� ��	�,� �
�� �����	� & �%,	0����
� '��
��
 '�$

�
��� ��	�� �������4 %�(�!���� ���'���"�� �
���� 7'�"��4 
�8� " ���'���"���
�
�� ��� %��(��� %���� z = es4 �� �����&�� �
� �����	� �/� % '��%����� λn = n4
n ∈ N04 � % ���� %���� ����!��� σ = ln r4 M(σ, F ) = M(r, f)4 R(F ) = ρ(f)4  �	

��!��,� �
�� �����	� F ∈ S(λ) '�"�	0��� (��� �	�, �����	� ��*�$+���

R(F ) = K(F ) := lim
n→∞

λn lnλn

− ln |an| . ���

9� 5��� :�; ��"�"4 8� �����	 ��� %	�*�����0�
 '�"�	0��# �	
 ��!��,�
�
�� �����	� F ∈ S(λ) � "�'��� ��"�	0��� '��	���"����� λ ∈ Λ4 8� %��"�	0�
&
���"�

lim
n→∞

lnn

λn
< +∞.

7�	0��*�� ��%�	0��4 
��� ������	#&�� � "�,	
�� �������4 �����" �� 7�,����
:/;�

�	
�	� �� 4���5 λ ∈ Λ� 6�7��

lnn = o(λn lnλn), n → ∞, �<�

8 97������7: 9;� �7<7= >7? 9;� �7@�7<7 ��9� A��;� F ∈ S(λ) ?�;� �����;���
������ R(F ) = K(F )�

���� ��,�4 �� 7�,���� :/; ��"�" ��� ��������

�	
�	� �� 4���5 λ ∈ Λ� 6�7��

lim
n→∞

lnn

λn lnλn
= 0 ���

8 ��7?�9�7: 9;� �7<7= >7? 9;� �7@�7<7 ��9� A��;� F ∈ S(λ) ?�;� �����;���
������ R(F ) = K(F )�

=�!�4 
�8� ���" ��� �� "�����&�0�
4 �� ����& �
� �����	� F ∈ S(λ)4 �	


��,� R(F ) �= K(F )� -�'�"��4 �	
 �0�,� �
�� R(F ) > K(F )4 ����	0�� %"!��
R(F ) ≥ K(F ) ���"�4 �'���	�4 :�4 �� /�$/>;�� ?�"!��� ���@ 
�8� K(F ) = +∞4
�� � R(F ) = +∞4 ��(�� R(F ) = K(F )�

A�B� C�)� :<; ��%,	
��" ��� %'����
@ )� ��!� ���"� �<� " ������� D %��$
���� ���"�# ���4 ��(�� )� & ���" ��� ���(�����# � ������0�# �	
 ��,�4 8�( �	
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� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ �� !#

��!��,� �
�� �����	� F ∈ S(λ) (�	 '�"�	0� ��"����0 R(F ) = K(F )E A�B� C�$
)� :<; ��"�" ��� �������4 % 
��� "�'	�"& ��,��"� "��'�"��0 � ��%,	
���� ���
%'����
�

�	
�	� �� A;� 97�;��7B ���9�7B 97 0 �7�;97��7�� (εn) ���:�� �7�;97�����
λ ∈ Λ= ��9 A��;� F ∈ S(λ)  �7�;97����� ������;���� C���; (nk) ���= >7

lnnk

λnk
lnλnk

= εnk
(k ∈ N0); R(F ) > K(F ).

-* ��� � ��"����4 8� *����# ���(�����# � ������0�# ���"�# &4 ��'�"$
��4 ���" �<�� F�� ��� "�'	�"& % ���� ������� �� ������� D��

�	
�	� �� 4���5 λ ∈ Λ� D�>7 ��7�� �<� �� ���7��8����= �7?�7

δ(λ) := lim
n→∞

lnn

λn lnλn
> 0,

�7 ���8 ��9 A��;� F ∈ S(λ) ����5= >7 R(F ) > K(F )�

?%�)���4 8� ������� D '�%��*� '�����"���	� �� G�� :�; � +�C� +�'����

:>;� -�%,	0��*� ��%�	0��� 8��� �'��� %������
 ��	�� �
��" �����	� "�,	
�� �/�
" ������� '��	���"����� (|an|) �����" H�H� I������ :�;� ?�����4 % ��%�	0���"
H�H�I������� ���"� " :�; ��	���� / % ������� ���� � ��"�����
 ��	���� / % �������
���/� "�'	�"& ��� �%,	0����
 ������� D�

�	
�	� �� 4���5 λ ∈ Λ� D�>7 δ(λ) < +∞= �7 9;� �7@�7<7 ��9� A��;� F ∈ S(λ)
���7<7= >7 K(F ) < 1

δ(λ) = �����;��� ��������

R(F ) ≤ K(F )

1− δ(λ)K(F )
.

=�!�4 
�8� K(F ) < 1
δ(λ) �	
 ��
��,� �
�� �����	� F ∈ S(λ)4 �� % �������# J

"�	�)��� K(F ) � R(F ) & ����)������ ����)���� G� ������
 %,	�� ����!	�"4

�8� K(F ) ≥ 1

δ(λ) �

�	
�	� �� 4���5 λ ∈ Λ� D�>7 δ(λ) > 0= K ∈ [ 1
δ(λ) ,+∞)= � H  E�7���:C� 97 +∞

�� (−∞,+∞) F���G�= �7 ���8 ��9 A��;� F ∈ S(λ) ����5= >7 K(F ) = K 

lim
σ→+∞

lnM(σ, F )

H(σ)
= +∞. �>�

G����� � & ��	����� % ������� / �������0� "�(��� H(σ) = exp(σ2))�
G����� /4 % ����,� (���4 �"��)��0 '�� ���������0 ���"� K(F ) < 1

δ(λ) " �������
J� ? ��*�,� (���4 % ��&� ������� ��!� %��(��� ���� "����"��@ 
�8� δ(λ) > 04
�� �
�� �����	� F ∈ S(λ) ��!��0 %������ 
� %",���� *"���� �"��0 ����4 ��	�
"�	�)�� K(F ) �	
 ��� %	�*&�0�
 ����)����#�

�� �
�
����� �	�������� 7�����	#&�� ����	0� 	��4 
���� �������&���0
�	
 ��"�����
 ������� /�

K���% Ω '�%�)��� �	� ������� � (−∞,+∞) ������� Φ ����4 8� Φ′ &
��'����"��#4 ������# � %����#)�# �� +∞ � (−∞,+∞) ������&#�
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� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ ��

-��� Φ ∈ Ω� G��� Φ � �'��	 � (−∞,+∞) ������
 �

Φ(σ)

σ
→ +∞, σ → +∞.

? �����0�,� �'�""����*���
 "�'	�"&4 8� �	
 ��!��,� x > 0 "�%�)���# & ������


Φ̃(x) = max{σx− Φ(σ) : σ ∈ (−∞,+∞)},

� �%�"&�0�
 ���"�4 �'���	�4 :L4 �� �L>;� �'�
!���# % M�,�� % ������&# Φ�
A�����


Φ̂(σ) = σ − Φ(σ)

Φ′(σ)
, σ ∈ (−∞,+∞),

�%�"&�0�
 ���"�4 �'���	�4 :�4 �� �L;� �'�
!���# % -0#����� % ������&# Φ�
N�,�� '���������
4 8� Φ′ �(�"& � (−∞,+∞) ��� %�)���
 % (0,+∞)� -���

ϕ � ������
4 �(����� �� Φ′� G��� ������
 ϕ & %����#)�# � (0,+∞) � �(�"&
� %%�)����� �����"	� ��� %�)���
 % (−∞,+∞)� ��(�� "����� ��� �"���!���

���"� :�4 �� �L;4 :L4 �� �L>$�L�;��

�	� �� 4���5 Φ ∈ Ω� H79I
�J Φ̂(σ) 8 E�7���:C7: 97 +∞ �� (−∞,+∞) F���G8:K

�J Φ̃(x) = xΦ̂(ϕ(x))= x > 0= 9� ϕ  F���G�= 7?������ 97 Φ′�

6��*� % �"�� �"������ �	� �"���!��0 ��(�� "�����4  ���,� ������� " :�;�

�	� �� 4���5 (xn)  979���� �����9�� �7�;97������ D�>7

∞∑
n=0

1

xn
< +∞,

�7 n = o(xn)= n → ∞�

�	� �� 4���5 λ ∈ Λ= � (an)  �7��;����� �7�;97������ A;� �7<7= >7? ��9
A��;� �/� ?�� G;��= ��7?�9�7  97����= >7? ���7����;��� ��7��

1

λn
ln

1∑∞
k=n |ak| → +∞, n → ∞.

�� �
�	�	��� �	
�	�� �� 5�%,	
���� '��	���"����0 λ ∈ Λ ���4 8� δ(λ) > 04
� ���� K ∈ [

1
δ(λ) ,+∞) � ��"�	0�� �����"�� )��	�4  H � %����#) �� +∞ �

(−∞,+∞) ������
� ��"�����4 8� ����& �
� �����	� F ∈ S(λ)4 �	
 
��,� K(F ) = K
� "�����&�0�
 �'�""����*���
 �>��

6������� δ = 1
K � %�����&�� )��	 α � β ���4 8� 0 < α < β < δ�

N�,�� ()���4 8� ����& ������
 Φ ∈ Ω4 �	
 
���

H(σ) = o(Φ(σ)), σ → +∞; ���

Φ(σ) ≥ Ψ(σ) := exp
(σ
α

)
, σ ∈ (−∞,+∞). �L�

K���% ϕ '�%�)��� ������#4 �(������ �� Φ′� ? �L� "�'	�"&4 8� Φ̃(x) ≤ Ψ̃(x) =
= αx ln αx

e �	
 "��� x > 04 ���� % 	���# D �����&��

xΦ̂(ϕ(x)) = Φ̃(x) < βx ln x, x ≥ x0. �O�
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� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ �� $&

-��� (βk) � %����#) �� δ '��	���"����0 % �����"	� (β, δ)� =���	0�� βk < δ(λ)
�	
 ��!��,� k ∈ N04 �� ����& %����#) '��	���"����0 (nk) ��	�� )���	 ��4 8�

lnnk

λnk
lnλnk

≥ βk, k ∈ N0. ��P�

6������� δn = β0 �	
 "��� n ≤ n0 � δn = βk+1 �	
 "��� n ∈ (nk, nk+1] � k ∈ N0�
?�"!���4 8� (δn) � ���'�� '��	���"����0 % �����"	� (β, δ)4 
� '�
��& �� δ�
?"����4 %�����4 "�'	�"&4 8� �	
 ��
��,� p0 ∈ N0 ���,�4 8� λp0 ≥ x04 '��	�$
��"����0 (eδnλn lnλn)∞n=p0

%����#)� ���� ��,�4 �	
 "��� k ∈ N0 % ��P� ����!�&��
eδnk

λnk
lnλnk ≤ nk� G��� %,���� % 	���# Q

∞∑
n=p0

e−δnλn lnλn = +∞. ����

�	� %�"!���4 8� % �O� '�"�	0�� ����"�����

e−δnλn lnλn < e−λn
̂Φ(ϕ(λn)), n ≥ p0. ��/�

? ���� � ��/� "�'	�"&4 8� �	
 ��!��,� ��	�,� p ≥ p0 "�%�)���# & "�	�)��

m(p) = min

{
m ∈ {p, p+ 1, . . . } :

m∑
n=p

e−δnλn lnλn ≥ e−λp
̂Φ(ϕ(λp))

}
,

'��)��� m(p) > p� 6�������

l(p) = max

{
l ∈ {p, p+ 1, . . . ,m(p)} :

m(p)∑
n=l

e−δnλn lnλn ≥ e−λl
̂Φ(ϕ(λl))

}
.

?%�)���� ������� ����&4 (� ���!��4 "�� 
��� ��� ������� (����0�
4 & ����$
)����# � ��'���!�0�# �)��	� p & �� �	�������4 8� "�'	�"& % �%�)���
 "�	�)���
m(p)�� G��� �����&�� p ≤ l(p) < m(p)�

 �(����� %����#)� '��	���"����0 (pk) ��	�� )���	 �%�"!���4 8� p0 "�(���
"�8�� ��4 8�( "�����"	��0 ����"�����

e−λpk+1
̂Φ(ϕ(λpk+1

)) <
1

2
e−λm(pk)

̂Φ(ϕ(λm(pk))), k ∈ N0. ����

�	
 "��� k ∈ N0 '������� lk = l(pk) � mk = m(pk)� G��� pk ≤ lk < mk < pk+1 �	

"��� k ∈ N0 � % ���� % �������&# ������&��

e−λpk+j
̂Φ(ϕ(λpk+j

)) <
1

2j
e−λmk

̂Φ(ϕ(λmk
)), k ∈ N0, j ∈ N. ��<�

���� ��,�4 % �%�)���
 "�	�)��� lk "�'	�"&4 8�

mk∑
n=lk

e−δnλn lnλn = e−δlkλlk
lnλlk +

mk∑
n=lk+1

e−δnλn lnλn <

< e−δlkλlk
lnλlk + e−δlk+1λlk+1 lnλlk+1 < 2e−δlkλlk

lnλlk , k ∈ N0. ����



$!
����� ����	
 ���� �������

���� �����	�

� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ ��

-��� n ∈ N0� 3�8� n ∈ [lk,mk] �	
 ��
��,� k ∈ N04 �� '�������
an = e−δnλn lnλn R " ��*��� �%� '������� an = 0� 5�%,	
���� �
� �����	� �/� %
�� "�%�)����� �������&���� an � %�"!���4 8� ��,� ��!� %'���� � "�,	
��

F (s) =

∞∑
k=0

mk∑
n=lk

ane
sλn .

6��!���4 8� %%�)���� �
� %��"�	0�
& ���"� ��������
-��'���� ��"�����4 8� ��� �
� ��	��� �	
 ��!��,� q ∈ N0 ""����� '�%�$

)���


Tq :=
∞∑
n=q

|an| =
∞∑
n=q

an.

? ����"����
�� ���� � ��/� �	
 "��� q ∈ (mk−1, lk] � k ∈ N ����!�&��

mk∑
n=q

an =

mk∑
n=lk

an =

mk∑
n=lk

e−δnλn lnλn < 2e−δlkλlk
lnλlk ≤ 2e−δqλq lnλq < 2e−λq

̂Φ(ϕ(λq)),

 �	
 "��� q ∈ (lk,mk] � k ∈ N4 "��������"�#)� �%�)���
 "�	�)��� lk � ����"�����
��/�4 �����&��

mk∑
n=q

an =

mk∑
n=q

e−δnλn lnλn < e−λq
̂Φ(ϕ(λq)).

G���4 �������"*��0 ����"����
�� ����4 ��/� � ��<�4 �	
 "��� q ∈ (mk−1,mk] � k ∈ N

������&��

Tq =

mk∑
n=q

an +

∞∑
j=1

mk+j∑
n=lk+j

an < 2e−λq
̂Φ(ϕ(λq)) +

∞∑
j=1

mk+j∑
n=lk+j

e−δnλn lnλn <

< 2e−λq
̂Φ(ϕ(λq)) +

∞∑
j=1

2e−δlk+j
λlk+j

lnλlk+j ≤ 2e−λq
̂Φ(ϕ(λq)) + 2

∞∑
j=1

e−δpk+j
λpk+j

lnλpk+j <

< 2e−λq
̂Φ(ϕ(λq)) + 2

∞∑
j=1

e−λpk+j
̂Φ(ϕ(λpk+j

)) < 2e−λq
̂Φ(ϕ(λq)) + 2

∞∑
j=1

1

2j
e−λmk

̂Φ(ϕ(λmk
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