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���������� ��������� ������ �!�"�� #� $��!��"�%� &�'� (����� ��!��� ��
������) ���*��������+ "� �����+ � ,��� ���� ������, ��"���- �������� !�����.
�,+ ��/��� �� ��%��������� *����,� &	'� 0��*������ �������� ������) �����
��*�� ���*������ ���������� ������ &	'+ &1'�

������ � 2&	'+ &1'3� 5���6 C∗ = C \ {0}� �789��:���� f : C∗ → C ��;��
��<���� =8��87�8��8> ?���@<> ; ��=����=���8�8� q (0 < |q| < 1)A ��B8 f <
���8�8�?�8>  ∀z ∈ C∗ ���8��<���� ������ f(qz) = f(z)�

��/�� ���*������ ������, f !�"�/�-��*, � ��%�,�� &	'+ &1'

f(z) = Czp
∏m

k=1 P ( z
ak
)∏m

k=1 P ( z
bk
)
, 2�3

�� ak 4 ����+ � bk 4 ����*� ������) f + C = const+

P (z) = (1− z)

∞∏
n=1

(1 − qnz)

(
1− qn

z

)

� p ∈ Z ����+ 5�
a1a2...am
b1b2...bm

= qp, |q| < |aν | � 1, |q| < |bμ| � 1.

������ � 2&�'3� ��C� ���8�8�?��� ?���@6 ��;���<���� �8���=��8> � 89=���
� DA ��B8 ; 78�=��8D �8�=78��8�� ?���@6 @<D ��CD �8:�� ��9���� ���8���8
;9:�� E� ���� F�����878�����7��G &�'A &6' �����7�� D �7�8�=78������
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7����.���,����� ������) ������� 8� 7����+ &�' 9� :������ &�' �� #� #*�.
��*��� &�'� ;� ������) ��*�� ���<,!��� ! ���������� *��<,�� ������ � ��!����
���+ �*������ ��, ��� �� �*��- ������� 7����� #� #*���*��� !�� =�� ���"�����
�� ��*����� ����� 7����.���,�����*�� ��������) ������) &�'+&�'� (�� �!%�,���
������) �� �*� ���5���� >����% ������ #*���*���%� ��, ������ + ���������
� �������� ���5��� C∗+ *��������� #� ?������� &@' 2��������, ���� &A'3�

������ �� H��8�8�?�� � C∗ ?���@� f ��;���<���� I>=��������8�8>A ��B8
7=� 78�=��8D �8�=78��8�� �8��=������ J���= {σn}A σn → ∞A n → ∞ ���< �7�8�
�=78����� {σnk

} ����A B8 �8�=78����� {f(σnk
z)} ;9K�<���� ���8���8 � C∗ �

���� F�����878�����7�� ��� k → ∞�

#� ?������� ����� &@' ���� �!�%�������, ������ #� #*���*���%��
��	��
� � 2&@'3� H��8�8�?�� ?���@� f : C∗ → C < I>=��������8�8> �87

 =�L� �87A �8=� �8�� ;89��:�<���� � ��K=�7

f(z) = Czp
∏

k�0(1 − z
ak
)
∏

k<0(1− ak

z )∏
k�0(1− z

bk
)
∏

k<0(1− bk
z )

2	3

7� C ∈ CA p ∈ ZA ak ∈ C∗A bk ∈ C∗A 89�7� �8�=78��8�� {ak}  {bk} �8:��� 9���
���J����� �98 �����J����� � 87�8�� J� � 898� ��������A ��� k → −∞ �8��
�����>�� 78 �A � ��� k → +∞ 78 ∞A  ���8��>���� ��� ��8��M

�G �=����� ��=� ak  �8=>�� bk ?���@D f � �8:�8�� �=�@ ��K=�7�
{z : r < |z| < 2r}A r > 0 E; ����������� �����8��G 89��:��� ���=8>
C1N

�G �;��@� �: �=����> ��=�  �8=>�� ?���@D f � �8:�8�� �=�@
{z : r1 < |z| < r2}A r1 > 0A r2 > 0 E; ����������� �����8��G 89��:��
�� ���=8> C2N

	G 7=� 9�7������ i �� j �7�8L����

|ai|p
∏

k:0�log |ak|/ log |ai|�1
|ai|
|ak|∏

k:0�log |bk|/ log |ai|�1
|ai|
|bk|



|bj|p
∏

k:0�log |bk|/ log |bj |�1
|bj |
|bk|∏

k:0�log |ak|/ log |bj |�1
|bj |
|ak|

89��:�� ;����� ���=8> C3N

G ���< ��;�=�:�� �7 i �� j ���=� C4 ����A B8∣∣∣∣aibj − 1

∣∣∣∣ � C4.

�� ���������� 	����! �	 �	��	
�" #� $�%� #*������ �!��������
��-) *����� - ���� �������

��	��
� �� F8:�� =8��87�8��� ?���@� f < I>=��������8�8>�
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� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ �� %'

O8��7����� B%���� ! 2�3 ��/�� �������� ��� *����) ���*������ ������, f ! ������.
��������� q ��"���- ��%�,�� 2	3+ ���� !���=�-��*, �������� ��, ��) ����� �34�3
������ >�

C��� m 4 ������*�� ����� ������) f � ������ Aq = {z : |q| < |z| � 1}�
B����/���+ 5� !� !�"�/���, 2�3 �������- 2���� ����/ &	'+ &1'3 ����D ������*��

����*�� ������) f � ������ Aq ����/ ������- m � 2� (��� ����/ ������- m �
��/���� ������ ��%�,�� Aq(R) = {z : |q|R < |z| � R}�

�� 9������� ����� �3 ������ >�
E*����� l ∈ Z+ n ∈ Z ����+ 5�

|q|l+1 < r � |q|l, 213

|q|n+1 < 2r � |q|n.
������*�� ����� ������) f � ������ {z : r < |z| < 2r} �� �����5�- (l + 1− n)m+

�*������ � ��/���� ������ Aq(q
k) )� - m =���� B 213 �������-+ 5�

l � log r

log |q| ,

n+ 1 >
log 2 + log r

log |q| .


���

m(l + 1− n) �
(
2− log 2

log |q|
)
m =: C1.

;, / *��� ������ %�����*,+ ��������+ ��, ������*�� ����*�� ������) f � ��.
�������� ������ {z : r < |z| < 2r}�

	� ����� 	3 �������� ����
:�/���� ���� �������D
F3 (������+ ���� ∃k ∈ Z ����+ 5� |q|k+1 < r1 < r2 � |q|k� 
��� �!���, ��/

������*�� ����� � ����*�� ������) f � ������ {z : r1 < |z| < r2} �� �����5�- m�
"3 ∃l, n ∈ Z ����+ 5� r1 < |q|l � ... � |q|n � r2� 
��� � �����,� {z : |q|i < |z| �

� |q|i−1} ������*�� ����� � ����*�� ��������+ ��"�� �!���, ������- ������� $�!%�,.
���� �����, {z : r1 < |z| � |q|l} � {z : |q|n < |z| � r2}� ( ��� �!���, ��/ ������*��
����� � ����*�� ������) f �� �����5�- m�

#�/�+ � ������ {z : r1 < |z| < r2} ���� �� �����5�- 2m =: C2�
1� ��, ������� ����� 13 ��� ����"�� ��,�� ������/�� ���,��, �� ������
E����*�� ��������) � C∗ ������) f 2�!���/ ���� {z : |z| = t}3 ��!���-��*,

������,

ν(t, f) =
1

π

2π∫
0

Im

(
f ′(z)
f(z)

dz

)
.

;, ������, ��!������ ��, �*�� t > 0 � - ����!������ &�G'�
(�����-��*, ���� �����% ������ ?�*��� &�G'

1

2

r∫
s

ν(t, f)

t
dt = I(r, f)− I(s, f), 2�3
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� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ ��

��

I(t, f) =
1

2π

2π∫
0

log |f(teiθ)|dt.

0������� ������, n(t, f) �!���� ����� � ����*�� ������) f � �����,�+ ,��
�� ��!��������� ������-� �!������ ����� � ����*�� ������) f + ��!����-��*,
���� � "���.,�� ���*����� ����� t0 ) ) !������, ��"����� ���������+ � �!���,
n(t2, f)−n(t1, f) �� t1 < t2 ������- �!���� ��/ ������*�� ����� � ����*�� ������)
f � ������ z : t1 < |z| � t2� #��/+ ������, n(t, f) �������� *�����

(������� *��"��� ������ ν � n � ����� t0 ���<,!��� !%���� ! �������� �%�.
����� ����*��

1

2
lim

Δt→0
(ν(t+Δt, f)− ν(t−Δt, f)) = lim

Δt→0
(n(t+Δt, f)− n(t−Δt, f)).

B%���� ! �������� �%������

ν(r + 0, f)− ν(1, f)

2
= n(r, f)− n(1, f), r > 1, 2�3

!� �����+ 5� �� ���������� ���� ����- �� �����+ �� ����*�� ������) f � B �%�,�� ��
2�3 �� r > 1 �����-�� !� ��-) �����+ ����%���� ��*������+

I(r, f)− I(1, f) =
1

2
ν(r + 0) log r − 1

2

∫
(1,r]

log tdν(t) =

= −
∑

1<|ak|�r
1<|bk|�r

(log |ak| − log |bk|) + 1

2
ν(r + 0, f) log r,

�� ak 4 ����H bk 4 ����*� ������) f �
(�������� 2�3+ ���/���

I(r, f)− I(1, f) =
∑

1<|ak|�r
1<|bk|�r

(
log

r

|ak| − log
r

|bk|
)
+

ν(1, f)

2
. 263

I�5� f ��"��� ��%�,�� 2	3 � �� ��- �� �����+ �� ����*�� �� ���������� ����+
�� ���������+ 5� ν(1, zp) = 2p+ � �����* �*�� ��=�� ���/����� �!���/ ��������%�
���� ������- ������+ �����-�� 1

2ν(1, f) = p� I�5� / f ��- ���� �� ����*� ��
���������� ����+ ��+ ��!�����=�

h(z) =

∏
|ak|=1

(
1− z

ak

)
∏

|bk|=1

(
1− z

bk

) ,

f1 =
f

h
,

�+ !�*��*����=� ���*���� ������ ?�*��� �� h+

I(r, h)− I(1, h) =
∑

|ak|=1
|bk|=1

(
log

r

|ak| − log
r

|bk|
)
, r > 1, 2�3
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�����-��+ ������� 263 ��, f1 �� 2�3+

I(r, f)− I(1, f) =
∑

1�|ak|�r
1�|bk|�r

(
log

r

|ak| − log
r

|bk|
)
+ p log r. 2@3

9��� "�� ����*�� 2@3 ������- ��%������� ��=�%� ��"���� � 13 ��
r = |ai| > 1� #�/�+ �"��/���*�� ���%� ��"���� !���� ������������ �"��/���*��
!���� ����%������ *������ I(|ai|, f)�

;����� �����%���� ��������*,+ 5� �"��/���*�� !���� !�!������%� ��"����
�� |ai| < 1 �� ��%�%� ��"���� � 13 ������������ �"��/���*�� !���� I(|ai|, f) ��
−I(|bj |, f)� #*������ ��, ���*������) ������) f ! ��������������� q ����%�����
*����� ���������������� ��������� ! ������� |q|+ I(|q|r, f) = I(r, f)+ �� ���� ��.
!�������*, *��)�� !������,�� �� ����/�� (|q|, 1]� (�������� )��� ��������*��
�� �������� ��5� ��������,+ �����-��+ 5� ��"���� � 13 �"��/��� *�����

| log |C||+ max
|q|�t�1

|I(t, f)|+ |I(1, f)| =: C3.

�� 9�������+ ���=��+ ����� �3�
C��� ai � bj ���� �� ����*� ������) f + ����������� (��� ����� ��%�,� &	'+ &1'
ai = aνq

n+ bj = bμq
k+ �� k, n ∈ Z+ aν ∈ Aq+ bμ ∈ Aq+ μ, ν ∈ {1, ...,m}�

�3 $�!%�,���� �������+ ���� ai � bj ������,��� � �� *��� ������ Aq(q
n)� 
���∣∣∣∣aibj − 1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣aνq

n

bμqn
− 1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣aνbμ − 1

∣∣∣∣ � C41,

�� C41 = min
aν ,bμ

∣∣∣∣aνbμ − 1

∣∣∣∣�
"3 C��� ai � bj ������,��� � �!�� �����,+ ����∣∣∣∣aibj − 1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣aνq

n

bμqk
− 1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣aνbμ q

n−k − 1

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣ |aν ||bμ| |q|

n−k − 1

∣∣∣∣ .
I�5� n− k � 1+ ��∣∣∣∣ |aν ||bμ| |q|

n−k − 1

∣∣∣∣ = −|aν |
|bμ| |q|

n−k + 1 � 1− C42|q| > 0,

�� C42 = max
aν ,bμ

|aν |
|bμ| �

I�5� n− k � −1+ ��∣∣∣∣ |aν ||bμ| |q
n−k| − 1

∣∣∣∣ = |aν |
|bμ| |q|

n−k − 1 � C43

|q| − 1 > 0,

�� C43 = min
aν ,bμ

|aν |
|bμ| �

#�/�+ ∣∣∣∣aibj − 1

∣∣∣∣ � C4 > 0,

�� C4 = min{C41, 1− C42, C43 − 1}. #��/+ ������, f - 7����.���,������� �
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� ����� ����� ������ ���� ��������� ���	� ������ ��

�� &	�
��!� ��
'( ��������" #� $�%� ��/�� ���*������ ������) f
! ��������������� q ���������- ��������� ������, g &1'� > *���+ ��!������

f
(
e
− 2πu

ω1

)
= g(u), q = e

2πiω2
ω1 , Im

ω2

ω1
> 0.


��� g(u) "��� &1' ���������� ������-� ! %����� ������� Zω1 + Zω2� #��.
��-��

f(σz) = g(u+ τ),

��

τ =
iω1

2π
log σ.

B���*�

|τ | � |ω1|
2π

log |σ|.

��� τ → ∞ �� σ → ∞�

#�/�+ "�!��*������ ��*������ 
����� � - ���� ����/���,�

&�����	 �� 5���6 g ! �=���J�� ?���@�� P87 ��C� ?���@6 {g(u+ τ)}, τ ∈ C
�8���=��� � C�

;� �!����-+ 5� ! ��������) ��*�������*�� ������ {g(u + τn)}, τn → ∞ ��
n → ∞ ��/�� ��"��� �����*�������*��+ ,�� !"�%�-��*, �������� � C � *��*�
���������.0������

;� �!������ ��=�� *��*�"�� ����� �� E�*��� &��'�

������ �������	
��� �	��
	���
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