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Ââåäåíî ïîíÿòòÿ e-àòîìíîãî êiëüöÿ. Ç'ÿñîâàíî, ùî êîìóòàòèâíå êiëüöå
Äiðiõëå ¹ e-àòîìíèì êiëüöåì. Äîâåäåíî, ùî êîìóòàòèâíå e-àòîìíå êiëüöå
¹ êiëüöåì ç åëåìåíòàðíîþ ðåäóêöi¹þ ìàòðèöü, à òàêîæ, ùî êîìóòàòèâíå
ëîêàëüíå e-àòîìíå êiëüöå ¹ êiëüöåì ç åëåìåíòàðíîþ ðåäóêöi¹þ ìàòðèöü.

Êëþ÷îâi ñëîâà: åâêëiäîâå êiëüöå, êiëüöå Äiðiõëå, êiëüöå Áåçó, åëåìåí-
òàðíà ðåäóêöiÿ ìàòðèöü, åëåìåíòàðíî ãîëîâíå êiëüöå.

1. Âñòóï. Äîñëiäæåíî êîìóòàòèâíi êiëüöÿ, íàä ÿêèìè äîâiëüíà ìàòðèöÿ çâî-
äèòüñÿ äî êàíîíi÷íîãî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó (òîáòî âèãëÿäó, äå êîæåí ïîïåðåäíié
äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ¹ ïîâíèì äiëüíèêîì íàñòóïíîãî) åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåí-
íÿìè. Çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ íåîáõiäíèõ i äîñòàòíiõ óìîâ, ÿêi òðåáà íàêëàñòè íà êiëü-
öå, ùîá äîâiëüíà ìàòðèöÿ íàä öèì êiëüöåì çâîäèëàñü äî êàíîíi÷íîãî äiàãîíàëüíîãî
âèãëÿäó äîìíîæåííÿì íà âiäïîâiäíi åëåìåíòàðíi ìàòðèöi (òàêi êiëüöÿ íàçâàëè "êiëü-
öÿ ç åëåìåíòàðíîþ ðåäóêöi¹þ ìàòðèöü"), ñôîðìóëþâàâ Á.Â. Çàáàâñüêèé ó 1996 ð. [5].
Öÿ ïðîáëåìà ìà¹ ñâî¨ì ïðîòîòèïîì âiäîìó òåîðåìó Ãàóñà (ïðî åêâiâàëåíòíiñòü äî-
âiëüíî¨ ìàòðèöi íàä ïîëåì äiàãîíàëüíié ìàòðèöi ç îäèíèöÿìè òà íóëÿìè íà ãîëîâíié
äiàãîíàëi), ðåçóëüòàòè Ñìiòà (ïðî çâåäåííÿ öiëî÷èñåëüíèõ ìàòðèöü äî äiàãîíàëüíî-
ãî âèãëÿäó åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ), äîñëiäæåííÿ Äiêñîíà,
Âåääåðáàðíà, âàí äåð Âåðäåíà, Äæåêîáñîíà, Òåéõìþëëåðà òà iíøèõ, ÿêi ïîøèðèëè
ðåçóëüòàòè Ñìiòà íà ðiçíi êëàñè êîìóòàòèâíèõ i íåêîìóòàòèâíèõ êiëåöü (êiëüöÿ Åâ-
êëiäà, îáëàñòi ãîëîâíèõ iäåàëiâ i ò.ä.). Êðiì òîãî, öÿ çàäà÷à ìà¹ òiñíèé ïåðåòèí iç
êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ (ÿêi ó 1949 ð. ââiâ äî ðîçãëÿäó I. Êàïëàíñüêèé [3]),
òîáòî êiëüöÿìè, íàä ÿêèìè äîâiëüíà ìàòðèöÿ çâîäèòüñÿ äî êàíîíi÷íîãî äiàãîíàëü-
íîãî âèãëÿäó äîìíîæåííÿì íà âiäïîâiäíi îáîðîòíi ìàòðèöi. Ïiçíiøå áóëî çíàéäåíî
ïðèêëàäè êiëåöü åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, ÿêi íå ¹ êiëüöÿìè ç åëåìåíòàðíîþ ðåäóê-
öi¹þ ìàòðèöü. Îòîæ, çàäà÷ó, ÿêó ìè ðîçâ'ÿçó¹ìî, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê: äîñëi-
äæåííÿ êîìóòàòèâíèõ êiëåöü åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, íàä ÿêèìè äîâiëüíà îáîðîòíà
ìàòðèöÿ ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü.

2. Ãîëîâíi ðåçóëüòàòè. Âñi ðîçãëÿíóòi â öié ïðàöi êiëüöÿ ¹ êîìóòàòèâíèìè ç
âiäìiííîþ âiä íóëÿ îäèíèöåþ.

c⃝ Ñàãàí À., 2015
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×åðåç U(R) ïîçíà÷èìî ãðóïó îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ R, à ÷åðåç GLn(R) �
ãðóïó âñiõ îáîðîòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ç åëåìåíòàìè êiëüöÿ R.

Ïiä åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöÿìè ç åëåìåíòàìè êiëüöÿ ðîçóìi¹ìî êâàäðàòíi ìàò-
ðèöi òàêèõ òèïiâ: 1) äiàãîíàëüíi ç îáîðîòíèìè åëåìåíòàìè íà ãîëîâíié äiàãîíàëi;
2) ìàòðèöi, âiäìiííi âiä îäèíè÷íî¨ äåÿêèì íåíóëüîâèì åëåìåíòîì ïîçà ãîëîâíîþ
äiàãîíàëëþ. Ãðóïó âñiõ åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü äðóãîãî òèïó ïîðÿäêó n ç åëåìåíòàìè
ç êiëüöÿ R ïîçíà÷àòèìåìî GEn(R).

Êiëüöå íàçèâàþòü åëåìåíòàðíî ãîëîâíèì [1], ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ
a, b ∈ R iñíóþòü òàêèé åëåìåíò d ∈ R i ìàòðèöÿ Q ∈ GE2(R), ùî (a, b)Q = (d, 0).

Êiëüöåì Áåçó [2] íàçèâàþòü êiëüöå, â ÿêîìó äîâiëüíèé ñêií÷åííî ïîðîäæåíèé
iäåàë ¹ ãîëîâíèì.

Ïiä àòîìîì [8] ðîçóìi¹ìî åëåìåíò, ÿêèé ¹ íåîáîðîòíèì i íå çîáðàæó¹òüñÿ ó
âèãëÿäi äîáóòêó äâîõ íåîáîðîòíèõ åëåìåíòiâ.

Îáëàñòü R íàçèâàòèìåìî êiëüöåì Äiðiõëå [4], ÿêùî äëÿ åëåìåíòiâ a, b ∈ R,
òàêèõ, ùî aR + bR = R iñíó¹ åëåìåíò t ∈ R, ùî åëåìåíò a + bt = q, äå q � àòîì
êiëüöÿ R.

Íåõàé R � êiëüöå i a, b ∈ R. Ïàðà (a, b) íàçèâà¹òüñÿ e-àòîìíîþ ïàðîþ, ÿêùî
iñíóþòü ìàòðèöÿ Q ∈ GE2(R) i àòîì q ∈ R, ùî (a, b)Q = (q,m), äå m ∈ R. Îáëàñòü R
íàçèâà¹òüñÿ e-àòîìíèì êiëüöåì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b ∈ R òàêèõ, ùî aR+bR = R
i 0 ̸= c ∈ R, iñíó¹ y ∈ R, ùî (a+ by, c) ¹ e-àòîìíîþ ïàðîþ.

Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì ç åëåìåíòàðíîþ ðåäóêöi¹þ ìàòðèöü [5], ÿêùî
äîâiëüíà ìàòðèöÿ A íàä êiëüöåì R âîëîäi¹ åëåìåíòàðíîþ ðåäóêöi¹þ, òîáòî iñíóþòü
òàêi åëåìåíòàðíi íàä R ìàòðèöi P1, . . . , Pk, Q1, . . . , Qs âiäïîâiäíèõ ðîçìiðiâ, ùî

P1 · P2 · · ·Pk ·A ·Q1 ·Q2 · · ·Qs = diag(ε1, . . . , εr, 0, . . . , 0),

äå Rεi+1R ⊆ Rεi ∩ εiR äëÿ i = 1, 2, . . . , r − 1.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé R � êiëüöå Äiðiõëå, òîäi R ¹ e-àòîìíèì êiëüöåì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé R � êiëüöå Äiðiõëå. Îòðèìà¹ìî aR + bR = R, äå a, b ∈ R i 0 ̸=
c ∈ R. Çàôiêñó¹ìî òàêèé åëåìåíò y ∈ R, ùî a + by = q � àòîì ç R. Òîäi ìà¹ìî
(a+ by, c)I2 = (a+ by, c), äå I2 � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó íàä êiëüöåì R.
Öå çàñâiä÷ó¹, ùî ïàðà (a+ by, c) ¹ e-àòîìíîþ. Òîìó R ¹ e-àòîìíèì êiëüöåì. �

Ïðèêëàäàìè e-àòîìíîãî êiëüöÿ ìîæå ñëóãóâàòè êiëüöå öiëèõ ÷èñåë, êiëüöå R =
{z0 + a1x+ . . .+ anx

x + . . . |z0 ∈ Z, ai ∈ Q} òà ií.

Òåîðåìà 1. Íåõàé R � êiëüöå. Òîäi òàêi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

1) R � e-àòîìíå êiëüöå;
2) äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b ∈ R òàêèõ, ùî aR+ bR = R i 0 ̸= c ∈ R, iñíóþòü y ∈ R i

ñêií÷åííi íàáîðè gi, ri (1 6 i 6 n) åëåìåíòiâ ç R, ùî rn ¹ àòîìîì, ïðè÷îìó

a+ by = cg1 + r1, c = r1g2 + r2, . . . , rn−2 = rn−1gn + rn.

Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2) Íåõàé aR+bR = R, äå a, b ∈ R i 0 ̸= c ∈ R. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì
e-àòîìíîãî êiëüöÿ iñíó¹ y ∈ R, Q ∈ GE2(R) i àòîìíèé åëåìåíò q ∈ R òàêi, ùî
(a + by, c)Q = (q,m), äå m ∈ R. Îñêiëüêè ìàòðèöÿ Q ∈ GE2(R), òî çãiäíî ç [8] ¨¨
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ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi(
1 0

−g1 1

)(
1 −g2
0 1

)
· · ·

(
1 0

−gn−1 1

)(
1 −gn
0 1

)(
u1 0
0 u2

)
,

äå u1, u2 ∈ U(R) i n ∈ N. Òîäi

(a+ by, c)

(
1 0

−g1 1

)(
1 −g2
0 1

)
· · ·

(
1 0

−gn−1 1

)(
1 −gn
0 1

)
= (qu−1

1 ,mu−1
2 ).

Íåõàé (a+ by, c)

(
1 0

−g1 1

)
= (r1, c). Òîäi a+ by = cg1 + r1. Íåõàé (r1, c)

(
1 −g2
0 1

)
=

(r1, r2). Çà iíäóêöi¹þ îòðèìà¹ìî

(rn−3, rn−2)

(
1 0

−gn−1 1

)
= (qu−1

1 , rn−2),

(qu−1
1 , rn−2)

(
1 −gn
0 1

)
= (qu−1

1 ,mu−1
2 ).

Òîäi rn−3 = rn−2gn−1+ qu−1
1 i rn−2 = qu−1

1 gn−1+mu−1
2 . Íåõàé qu−1

1 = rn−1 i mu−1
2 =

rn. Òîìó îäåðæèìî ïîñëiäîâíiñòü ñïiââiäíîøåíü

a+ by = cg1 + r1, c = r1g2 + r2, . . . , rn−2 = rn−1gn + rn,

äå rn ∈ R � àòîì.
(2) ⇒ (1) Çà óìîâîþ äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b ∈ R òàêèõ, ùî aR+ bR = R i 0 ̸= c ∈ R,

iñíó¹ y ∈ R i ñêií÷åííèé ëàíöþã ïîäiëüíîñòi

a+ by = cg1 + r1, c = r1g2 + r2, . . . , rn−2 = rn−1gn + rn,

äå rn ∈ R � àòîì. Òîäi çàïèøåìî öåé ëàíöþã ó âèãëÿäi

(a+ by, c)

(
0 1
1 −g1

)(
0 1
1 −g2

)
· · ·

(
0 1
1 −gn−1

)(
0 1
1 −gn

)(
0 1
1 0

)
= (rn, rn−1).

Íàì çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî ìàòðèöÿ F (x) =

(
0 1
1 x

)
¹ åëåìåíòàðíîþ. Îòðèìàëè

F (x) =

(
1 x
0 1

)(
1 0
0 −1

)(
1 1
0 1

)(
1 0
−1 1

)(
1 1
0 1

)
∈ GE2(R),

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. �

Òâåðäæåííÿ 2. Áóäü-ÿêå e-àòîìíå êiëüöå Áåçó ¹ åëåìåíòàðíî ãîëîâíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé R � e-àòîìíå êiëüöå Áåçó. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi åëåìåíòè a, b ∈ R.
Îñêiëüêè R � êiëüöå Áåçó, òî aR+bR = dR äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà d ∈ R. Òîäi iñíóþòü
òàêi åëåìåíòè a0, b0, u, v ∈ R, ùî a = da0, b = db0, au + bv = d. Çâiäñè îòðèìó¹ìî
d(a0u+ b0v − 1) = 0. Íåõàé c = a0u+ b0v − 1, òîäi a0R + (b0v − c)R = R i dc = 0. Çà
óìîâîþ iñíó¹ x ∈ R i Q ∈ GE2(R), ùî (a0 + (b0v − c)x, b0)Q = (q,m), äå q � àòîì ç
R i m ∈ R. Òîäi çà òåîðåìîþ 6 [7] iñíó¹ ìàòðèöÿ P ∈ GE2(R), ùî (q,m)P = (q, 0).
Îòæå, îòðèìà¹ìî

(a+ bvx, b)QP = d(a0 + (b0v − c)x, b0)QP = d(q, 0) = (dq, 0).
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Òîäi

(a, b)

(
1 0
vx 1

)
GP = (dq, 0).

Îòæå, R � åëåìåíòàðíî ãîëîâíå êiëüöå. �

Òåîðåìà 2. Íåõàé R � e-àòîìíå êiëüöå. Òîäi åêâiâàëåíòíi òàêi òâåðäæåííÿ:

1) R � êiëüöå ç åëåìåíòàðíîþ ðåäóêöi¹þ ìàòðèöü;

2) R � êiëüöå Áåçó.

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 2 êiëüöå R ¹ åëåìåíòàðíî ãîëîâíèì, òîìó çà òâåðä-

æåííÿì 2 [6] äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ìàòðèöi âèãëÿäó A =

(
a b
c o

)
∈

M2(R), äå aR + bR + cR = R. Òîäi iñíóþòü x, y, z ∈ R, ùî ax + by + cz = 1. Îòæå,
aR + (by + cz)R = R. Çà óìîâîþ iñíó¹ äåÿêå t ∈ R, ùî a+ (by + cz)t = p, äå p ∈ R i
ïàðà (p, b) ¹ e-àòîìíîþ. Òîìó(

1 zt
0 1

)
A

(
1 0
yt 1

)
=

(
p b
c 0

)
.

Îñêiëüêè (p, b) � e-àòîìíà ïàðà, òî iñíóþòü Q ∈ GE2(R) i d ∈ R, ùî (p, b)Q = (q, d),
äå q ¹ àòîìîì ç R.

Îòæå, (
p b
c 0

)
Q =

(
q d
∗ ∗

)
= C.

Çà òåîðåìîþ 6 [7] ìàòðèöÿ C, à îòæå, i ìàòðèöÿ A âîëîäi¹ åëåìåíòàðíîþ ðåäóêöi¹þ.
Òîìó R � êiëüöå ç åëåìåíòàðíîþ ðåäóêöi¹þ ìàòðèöü.

Íåîáõiäíiñòü î÷åâèäíà. �

ßê íàñëiäîê îòðèìà¹ìî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Íåõàé R � êiëüöå Äiðiõëå. Òîäi åêâiâàëåíòíèìè ¹ òàêi òâåðäæåííÿ:

1) R � êiëüöå ç åëåìåíòàðíîþ ðåäóêöi¹þ ìàòðèöü;

2) R � êiëüöå Áåçó.

Êîìóòàòèâíà îáëàñòü R íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíèì e-àòîìíèì êiëüöåì, ÿêùî äëÿ
áóäü-ÿêèõ a, b ∈ R, ùî aR + bR = R i 0 ̸= c ∈ R õî÷à á îäíà ç ïàð (a, c) àáî (b, c) ¹
e-àòîìíîþ ïàðîþ.

Òâåðäæåííÿ 3. Ëîêàëüíî e-àòîìíå êiëüöå ¹ e-àòîìíèì êiëüöåì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé aR+ bR = R i 0 ̸= c ∈ R. Òîäi ìàòèìåìî äâà âèïàäêè:

1) (a, c) ¹ e-àòîìíîþ ïàðîþ. Òîäi (a+ b · 0, c) ¹ e-àòîìíîþ ïàðîþ;
2) (a, c) íå ¹ e-àòîìíîþ ïàðîþ. Îñêiëüêè aR+(a+b)R = R i (a, c) íå ¹ e-àòîìíîþ

ïàðîþ, òî (a+ b · 1, c) � e-àòîìíà ïàðà. Îòæå, R ¹ e-àòîìíèì êiëüöåì.

�

ßê íàñëiäîê îòðèìà¹ìî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 4. Ëîêàëüíî e-àòîìíå êiëüöå Áåçó ¹ êiëüöåì ç åëåìåíòàðíîþ ðåäóêöi¹þ

ìàòðèöü.
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COMMUTATIVE E-ATOMIC RINGS

Andrij SAGAN

Ivan Franko National University of Lviv,
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A concept of e-atomic ring is introduced. It is shown that any commutative
Dirichlet ring is an e-atomic ring. It is proved that any commutative e-atomic
ring is a ring with elementary reduction of matrices, and that any commutative
local e-atomic ring is a ring with elementary reduction of matrices.

Key words: Euclidean ring, Dirichlet ring, Bezout ring, elementary reducti-
on of matrices, elementary principal ring.


