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Äîâåäåíî êîðåêòíiñòü çàäà÷i Ôóð'¹ äëÿ àíiçîòðîïíèõ åëiïòè÷íî-
ïàðàáîëi÷íèõ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì çi çìiííèìè ïîêàçíèêàìè
íåëiíiéíîñòi áåç îáìåæåíü íà çðîñòàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ i âèõiäíèõ äàíèõ ïðè
ïðÿìóâàííi ÷àñîâî¨ çìiííî¨ äî −∞.

Êëþ÷îâi ñëîâà: çàäà÷à Ôóð'¹, çàäà÷à áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ, ñèñòåìà
åëiïòè÷íî-ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿí-
íÿ.

1. Âñòóï.

Íåõàé n,N � íàòóðàëüíi ÷èñëà, Rn (âiäïîâiäíî, RN ) � ëiíiéíèé ïðîñòið, ñêëàäå-
íèé ç âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ x = (x1, ..., xn) (âiäïîâiäíî, y = col(y1, ..., yN )) äié-
ñíèõ ÷èñåë i íàäiëåíèé íîðìîþ |x| := (|x1|2 + ... + |xn|2)1/2 (âiäïîâiäíî, |y| :=
(|y1|2 + ...+ |yN |2)1/2). Ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåçMN×(n+1)(R) � ëiíiéíèé ïðîñòið, ñêëàäåíèé

ç ìàòðèöü ζ = (ζkl) = (ζkl; k = 1, N, l = 0, n) ðîçìiðíîñòi N × (n + 1) ç äiéñíèìè

åëåìåíòàìè i íàäiëåíèé íîðìîþ |ζ| = (
N∑
i=1

n∑
j=0

|ζij |2)1/2.

Ââàæà¹ìî, ùî Ω � îáìåæåíà îáëàñòü â Rn, à ∂Ω (¨¨ ìåæà) � êóñêîâî-ãëàäêà
ïîâåðõíÿ, ïðè÷îìó ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1, äå Γ0 � çàìèêàííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè íà ∂Ω
(çîêðåìà, Γ0 ìîæå áóòè ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ àáî çáiãàòèñÿ ç ∂Ω), Γ1 := ∂Ω \ Γ0;
ν = (ν1, ..., νn) � îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ äî ∂Ω íîðìàëi.

Ïîçíà÷à¹ìî S := (−∞, 0), Q := Ω × S, Σ0 := Γ0 × S, Σ1 := Γ1 × S, Qt1,t2 :=
Ω× (t1, t2) äëÿ äîâiëüíèõ t1, t2 ∈ R (t1 < t2).
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Ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó : çíàéòè âåêòîðíó ôóíêöiþ u = col(u1 . . . uN ) : Q→ RN , ÿêà
çàäîâîëüíÿ¹ (â ïåâíîìó ñåíñi) ñèñòåìó ðiâíÿíü

(bi(x)ui)t −
n∑
j=1

d

dxj
aij(x, t, δu) + ai0(x, t, δu) +

∫
Ω

ci(x, y, t, u(y, t))dy =

(1) = −
n∑
j=1

∂

∂xj
fij(x, t) + fi0(x, t), (x, t) ∈ Q , i = 1, N ,

òà êðàéîâi óìîâè

(2) ui

∣∣∣
Σ0

= 0,
∂ui
∂νa

∣∣∣
Σ1

= 0, i = 1, N ,

äå bi : Ω → R, (i = 1, N), aij : Q × MN×(n+1)(R) → R (i = 1, N, j = 0, n), ci :

Ω×Ω×S×RN → R (i = 1, N), fij : Q→ R (i = 1, N, j = 0, n) � çàäàíi äiéñíîçíà÷íi

ôóíêöi¨, ïðè÷îìó bi(x) > 0 (i = 1, N) äëÿ ìàéæå âñiõ (ì. â.) x ∈ Ω.
Òóò i äàëi∇u := (ux1 , . . . , uxn) � ìàòðèöÿ, ñêëàäåíà ç ïîõiäíèõ ui,xj (i = 1, N, j =

1, n), δu := (u,∇u), ∂ui(x, t)/∂νa :=
n∑
j=1

aij(x, t, δu) νj(x), (x, t) ∈ Σ1, � ïîõiäíà ïî

�êîíîðìàëi�.

Ïðèêëàäîì ñèñòåì âèãëÿäó (1), ÿêi âèâ÷àþòüñÿ, ¹ ñèñòåìà

ui,t −
n∑
j=1

(
âij(x, t)|ui,xj

|pij(x)−2ui,xj

)
xj

+ âi0(x, t)|ui|pi0(x)−2ui+

(3) +

∫
Ω

N∑
k=1

ĉik(x, y, t)uk(y, t)dy = fi(x, t), (x, t) ∈ Q, i = 1, N,

äå âij (i = 1, N, j = 0, n) � âèìiðíi, îáìåæåíi, äîäàòíi òà âiääiëåíi âiä íóëÿ ôóíêöi¨,

ĉik (i, k = 1, N) � âèìiðíi é îáìåæåíi ôóíêöi¨, fi (i = 1, N) � iíòåãðîâíi ç äåÿêèì
ñòåïåíåì ôóíêöi¨, pij > 1 (i = 1, N, j = 0, n) � âèìiðíi òà îáìåæåíi ôóíêöi¨, ÿêi
íàçèâàþòü ïîêàçíèêàìè íåëiíiéíîñòi.

Â îñòàííi äåñÿòèëiòòÿ äóæå àêòèâíî âèâ÷àþòüñÿ íåëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâ-
íÿííÿ òà ¨õíi ñèñòåìè çi çìiííèìè ïîêàçíèêàìè íåëiíiéíîñòi, ïðèêëàäàìè ÿêèõ ¹ (3)
(äèâ., íàïðèêëàä, [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11]). Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî òàêi ðiâíÿííÿ
i ¨õíi ñèñòåìè âèíèêàþòü ó ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi ðiçíèõ òèïiâ ôiçè÷íèõ ïðî-
öåñiâ, çîêðåìà, îïèñóþòü ïîòîêè åëåêòðîðåîëîãi÷íèõ ðå÷îâèí, ïðîöåñè âiäíîâëåííÿ
çîáðàæåíü, åëåêòðè÷íèé ñòðóì ó êîíäóêòîði ïiä âïëèâîì çìiííîãî òåìïåðàòóðíîãî
ïîëÿ [11].

ßê äîáðå âiäîìî, êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ëiíiéíèõ òà áàãàòüîõ íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷-
íèõ ðiâíÿíü, çàäàíèõ â íåîáìåæåíèõ çíèçó çà ÷àñîâîþ çìiííîþ îáëàñòÿõ (çàäà÷i
Ôóð'¹), ¹ êîðåêòíèìè, ÿêùî íà ¨õíi ðîçâ'ÿçêè òà âèõiäíi äàíi, êðiì êðàéîâèõ óìîâ,
íàêëàäåíi ïåâíi îáìåæåííÿ íà ¨õí¹ çðîñòàííÿ, êîëè ÷àñîâà çìiííà ïðÿìó¹ äî −∞
([12], [16], [17]). Ïðîòå ¹ íåëiíiéíi ïàðàáîëi÷íi ðiâíÿííÿ, çàäà÷i Ôóð'¹ äëÿ ÿêèõ îäíî-
çíà÷íî ðîçâ'ÿçíi áåç áóäü-ÿêèõ óìîâ íà íåñêií÷åííîñòi [1, 4, 5, 13, 15, 18, 19]. Òóò
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ðîçãëÿäàòèìåìî iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíi åëiïòè÷íî-ïàðàáîëi÷íi ñèñòåìè, ÿêi ìàþòü
òàêó ñàìó âëàñòèâiñòü. Ðàíiøå äëÿ òàêèõ ñèñòåì çàäà÷ó Ôóð'¹ íå ðîçãëÿäàëè. Çà-
óâàæèìî, ùî iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíi åëiïòè÷íî-ïàðàáîëi÷íi ðiâíÿííÿ òà ¨õíi ñèñòåìè
øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü ó ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi ñêëàäíèõ ÿâèù â ñó÷àñíîìó
ïðèðîäîçíàâñòâi, åêîíîìiöi òà òåõíiöi (íàïðèêëàä, ó òåîði¨ ÿäåðíèõ ðåàêöié ïiä ÷àñ
âèâ÷åííÿ ïðîöåñó óïîâiëüíåííÿ íåéòðîíiâ ó äèôóçi¨ çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê ó ïëàçìi
òà â iíøèõ ðiçíîìàíiòíèõ çàäà÷àõ). Çîêðåìà òàêi ðiâíÿííÿ äîñëiäæóâàëè â [7, 8].

Çðîáèâøè äîäàòêîâi ïðèïóùåííÿ íà âèõiäíi äàíi, äîâåäåíî îäíîçíà÷íó ðîç-
â'ÿçíiñòü çàäà÷ Ôóð'¹ äëÿ îäíîãî êëàñó ñèñòåì àíiçîòðîïíèõ âèðîäæóâàíèõ ïàðà-
áîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç iíòåãðàëüíèìè ÷ëåíàìè çà âiäñóòíîñòi îáìåæåíü íà ïîâåäiíêó
ðîçâ'ÿçêó òà çðîñòàííÿ âèõiäíèõ äàíèõ ïðè ïðÿìóâàííÿ ÷àñîâî¨ çìiííî¨ äî −∞.
Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ¹ óçàãàëüíåííÿì i äîïîâíåííÿì ðåçóëüòàòiâ, ÿêi îòðèìàëè äëÿ
ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè ïîêàçíèêàìè íåëiíiéíîñòi [14].

2. Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ òà ôàêòè.

Íåõàé r ∈ L∞(Ω), ïðè÷îìó r(x) > 1 äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω. Ïðèïóñòèìî,
ùî àáî G = Ω, àáî G = Ω × I, äå I � iíòåðâàë ÷èñëîâî¨ îñi R. Ïîçíà÷èìî ÷å-
ðåç Lr(·)(G) óçàãàëüíåíèé ïðîñòið Ëåáåãà, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöié v ∈ L1(G)

òàêèõ, ùî ρG,r(v) < ∞, äå ρG,r(v) :=

∫
Ω

|v(x)|r(x) dx, ÿêùî G = Ω, òà ρG,r(v) :=∫
Ω×I

|v(x, t)|r(x) dxdt, ÿêùî G = Ω×I. Íà öüîìó ïðîñòîði ââåäåìî íîðìó ‖v‖Lr(·)(G) :=

inf{λ > 0 | ρG,r(v/λ) 6 1}, ç ÿêîþ âií ¹ áàíàõîâèì [12]. ßêùî ess inf
x∈Ω

r(x) > 1, òî ñïðÿ-

æåíèé ïðîñòið [Lr(·)(G)]′ ìîæå áóòè îòîòîæíåíèì ç Lr′(·)(G), äå r′ ¹ ôóíêöiÿ, ÿêà

âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ 1
r(x) + 1

r′(x) = 1 äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lr(·),loc(Q) ëiíiéíèé ïðîñòið âèìiðíèõ ôóíêöié g : Q → R
òàêèõ, ùî ¨õí¹ çâóæåííÿ g|Qt1,t2

íà Qt1,t2 íàëåæèòü äî Lr(·)(Qt1,t2) äëÿ áóäü-
ÿêèõ t1, t2 ∈ S. Öåé ïðîñòið ¹ ïîâíèì ëîêàëüíî îïóêëèì iç ñèñòåìîþ ïiâíîðì{
‖ · ‖Lr(·)(Qt1,t2 )

∣∣ t1, t2 ∈ S, t1 < t2
}
. Ïîñëiäîâíiñòü {gm} � ñèëüíî çáiæíà (âiä-

ïîâiäíî, ñëàáêî çáiæíà) â Lr(·),loc(Q), ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü {gm|Qt1,t2
} � ñèëüíî

çáiæíà (âiäïîâiäíî, ñëàáêî çáiæíà) â Lr(·)(Qt1,t2) äëÿ áóäü-ÿêèõ t1, t2 ∈ S (t1 < t2).

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹ìî ïðîñòið L∞,loc(Q).

Íåõàé p = (pij ; i = 1, N, j = 0, n) ≡ (pij) � ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó

(P) 26p−ij := ess inf
x∈Ω

pij(x) 6 ess sup
x∈Ω

pij(x) =: p+
ij < +∞, ïðè÷îìó p−i0 > 2 (i = 1, N ,

j = 0, n).

×åðåç p′ = (p′ij ; i = 1, N, j = 0, n) ≡ (p′ij) ïîçíà÷àòèìåìî ìàòðè÷íó ôóíêöiþ

òàêó, ùî 1/pij(x) + 1/p′ij(x) = 1 äëÿ ì. â. x ∈ Ω (i = 1, N, j = 0, n).

Íåõàé W 1
p(·)(Ω;RN ) := {v = col(v1, . . . , vN ) : Ω → RN − âèìiðíà | ∂jvi ∈

Lpij(·)(Ω) (i = 1, N, j = 0, n)} ç íîðìîþ ‖v‖W 1
p(·)(Ω;RN ) :=

N∑
i=1

n∑
j=0

‖ ∂jvi‖Lpij(·)(Ω), äå
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òóò i äàëi ∂0w := w, ∂jw := wxj (j = 1, n) äëÿ w : Ω→ R. Öåé ïðîñòið ¹ áàíàõîâèì i
éîãî íàçèâàþòü óçàãàëüíåíèì ïðîñòîðîì Ñîáîë¹âà.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç W̃ 1
p(·)(Ω;RN ) çàìèêàííÿ ïðîñòîðó

C̃1(Ω;RN ) :=
{
v ∈ C1(Ω;RN )

∣∣ supp v − îáìåæåíà ìíîæèíà, v
∣∣
Γ0

= 0
}

â W 1
p(·)(Ω;RN ). Äëÿ çðó÷íîñòi âèêëàäåííÿ ìàòåðiàëó ïîçíà÷èìî Vp(Ω;RN ) :=

W̃ 1
p(·)(Ω;RN ).

Äëÿ äîâiëüíèõ t1, t2 ∈ R (t1 < t2) ââåäåìî ïðîñòið

W 1,0
p(·)(Qt1,t2 ;RN ) :=

{
w : Qt1,t2→RN | ∂jwi ∈ Lpij(·)(Qt1,t2) (i = 1, N, j = 0, n)

}
ç íîðìîþ ‖w‖W 1,0

p(·)(Qt1,t2
;RN ) :=

N∑
i=1

n∑
j=0

‖∂jwi‖Lpij(·)(Qt1,t2
;RN ).

×åðåç W̃ 1,0
p(·)(Qt1,t2 ;RN ) ïîçíà÷èìî ïiäïðîñòið ïðîñòîðó W 1,0

p(·),(Qt1,t2 ;RN ), ñêëà-

äåíèé ç ôóíêöié w òàêèõ, ùî w(·, t) ∈ Vp(Ω;RN ) äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ [t1, t2].

Ââåäåìî ëiíiéíèé ïðîñòið W̃ 1,0
p(·),loc(Q;RN ), ñêëàäåíèé ç âèçíà÷åíèõ íà Q âè-

ìiðíèõ ôóíêöié, çâóæåííÿ ÿêèõ íà Qt1,t2 íàëåæèòü äî W̃ 1,0
p(·)(Qt1,t2 ;RN ) äëÿ áóäü-

ÿêèõ t1, t2 ∈ S (t1 < t2). Öåé ïðîñòið ¹ ïîâíèì ëîêàëüíî îïóêëèì iç ñiì'¹þ ïiâíîðì{
‖h‖W 1,0

p(·)(Qt1,t2
) :=

∑N
i=1

∑n
j=0 ‖|∂jhi‖Lpij(·)(Qt1,t2 )

∣∣ t1, t2 ∈ S (t1 < t2)
}
.

Äàëi ïðîòÿãîì óñi¹¨ ðîáîòè áóäåìî ââàæàòè, ùî

(B) äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , N} ôóíêöiÿ bi : Ω→ R � âèìiðíà i 0 6 bi(x) 6 1 äëÿ
ì. â. x ∈ Ω.

Íåõàé Ω0,i := {x ∈ Ω
∣∣ bi(x) > 0} i b̃i(x) := bi(x), ÿêùî x ∈ Ω0,i, òà b̃i(x) := 1,

ÿêùî x ∈ Ω \ Ω0,i, äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , N}. Ïîçíà÷èìî b := col(b1, . . . , bN ) i íå-

õàé Hb(Ω;RN ) ëiíiéíèé ïðîñòið ôóíêöié âèãëÿäó w = col(w1 = b̃
−1/2
1 v1, . . . , wN =

b̃
−1/2
N vN ), äå vi ∈ L2(Ω) äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , N}. Ââåäåìî íà Hb(Ω;RN ) ïiâíîðìó

‖wi‖Hb(Ω;RN ) =
( ∫

Ω

N∑
i=1

bi(x)|wi(x)|2dx
)1/2

. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî Hb(Ω;RN ) � ïîïîâ-

íåííÿ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó Vp(Ω;RN ) çà ïiâíîðìîþ ‖ · ‖Hb(Ω;RN ) ([12]).
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C(S;B), äå B � ëiíiéíèé ïðîñòið ç íîðìîþ ÷è ïiâíîðìîþ ‖ · ‖B ,

ïðîñòið ôóíêöié v : S → B òàêèõ, ùî ¨õí¹ çâóæåííÿ íà áóäü-ÿêèé iíòåðâàë [t1, t2] ⊂ S
íàëåæèòü äî C([t1, t2];B). Ïðîñòið C(S;B) ¹ ïîâíèì ëîêàëüíî îïóêëèì ç ñiì'¹þ ïiâ-
íîðì

{
‖v‖C([t1,t2];B) := maxt∈[t1,t2] ‖v(t)‖B

∣∣ t1, t2 ∈ S (t1 < t2)
}
. Ó öüîìó ïðîñòîði ïî-

ñëiäîâíiñòü {gm} ¹ çáiæíîþ, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü {gm|[t1,t2]} ¹ çáiæíîþ â C([t1, t2];B)
äëÿ áóäü-ÿêèõ t1, t2 ∈ S (t1 < t2).

Âèçíà÷èìî ïðîñòið

Ubp,loc(Q;RN ) := W̃ 1,0
p(·),loc(Q;RN ) ∩ C(S;Hb(Ω;RN )),

ÿêèé ¹ ïîâíèì ëiíiéíèì ëîêàëüíî îïóêëèì ç ñiì'¹þ ïiâíîðì{ N∑
i=1

n∑
j=0

‖∂jhi‖Lpij(·)(Qt1,t2
) + ‖h‖C([t1,t2];Hb(Ω;RN ))

∣∣ t1, t2 ∈ S, t1 < t2

}
.
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3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ïåðåäóñiì äàìî îçíà÷åííÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)�(2), à äëÿ öüî-
ãî ââåäåìî âiäïîâiäíi îáìåæåííÿ íà âèõiäíi äàíi, òîáòî âèçíà÷èìî êëàñè âèõiäíèõ
äàíèõ.

Ïiä Ap ðîçóìiòèìåìî ìíîæèíó ìàòðè÷íèõ ôóíêöié (aij ; i = 1, N, j = 0, n) ≡
(aij), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

(A1) äëÿ êîæíèõ i ∈ {1, . . . , N} òà j ∈ {0, . . . , n} ôóíêöiÿ aij(x, t, ξ), (x, t) ∈ Q,
ξ = (ξkl) ∈MN×(n+1)(R), ¹ êàðàòåîäîðiâñüêîþ, òîáòî äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈
Q ôóíêöiÿ aij(x, t, ·) : MN×(n+1)(R)→ R � íåïåðåðâíà, à äëÿ áóäü-ÿêîãî ξ ∈
MN×(n+1)(R) ôóíêöiÿ aij(·, ·, ξ) : Q→ R � âèìiðíà; êðiì òîãî, aij(x, t, 0) = 0

äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q (i = 1, N, j = 0, n);
(A2) äëÿ êîæíèõ i ∈ {1, . . . , N} òà j ∈ {0, . . . , n}, ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q i áóäü-ÿêèõ

ξ ∈MN×(n+1)(R) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|aij(x, t, ξ)| 6 hij(x, t)
( N∑
k=1

n∑
l=0

|ξkl|pkl(x)/p′ij(x)
)

+ gij(x, t),

äå hij ∈ L∞,loc(Q), gij ∈ Lp ′ij(·), loc(Q).

(A3) äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q òà äîâiëüíèõ ξ1, ξ2 ∈ MN×(n+1)(R) âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

N∑
i=1

n∑
j=0

(aij(x, t, ξ
1)− aij(x, t, ξ2))(ξ1

ij − ξ2
ij) >

> K1

N∑
k=1

|ξ1
k0 − ξ2

k0|2 +K2

N∑
k=1

n∑
l=0

|ξ1
kl − ξ2

kl|pkl(x),

äå K1 > 0, K2 > 0 � ñòàëi.

Íåõàé C �� ìíîæèíà âåêòîðíèõ ôóíêöié col(c1 . . . cN ), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü òàêi
óìîâè:

(C1) äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , N} ôóíêöiÿ ci(x, y, t, η), (x, y, t, η) ∈ Ω×Ω× S ×RN ,
¹ êàðàòåîäîðiâñüêîþ, òîáòî äëÿ ìàéæå âñiõ (x, y, t) ∈ Ω × Ω × S ôóíêöiÿ
ci(x, y, t, ·) : RN → R � íåïåðåðâíà, à äëÿ âñiõ s ∈ R ôóíêöiÿ ci(·, ·, ·, η) :
Ω×Ω× S → R âèìiðíà çà Ëåáåãîì; ci(x, y, t, 0) = 0 äëÿ ìàéæå âñiõ (x, y, t) ∈
Ω× Ω× S.

(C2) äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , N}, äîâiëüíèõ η1, η2 ∈ RN òà ìàéæå âñiõ (x, y, t) ∈
Ω× Ω× S âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|ci(x, y, t, η1)− ci(x, y, t, η2)| ≤ L|η1 − η2|,
äå L > 0 � ñòàëà.

×åðåç Fp′,loc ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó ìàòðè÷íèõ ôóíêöié (fij ; i = 1, N, j =

0, n) ≡ (fij) òàêèõ, ùî fij ∈ Lp′ij(·),loc(Q) (i = 1, N, j = 0, n) i äëÿ êîæíèõ i ∈
{1, . . . , N}, j ∈ {1, . . . , n} ôóíêöiÿ fij çàíóëÿ¹òüñÿ â îêîëi Σ1.

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé b = col(b1, . . . , bN ) i p = (pij) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè, âiäïîâiä-
íî, (B) òà (P), (aij) ∈ Ap, col(c1, . . . , cN ) ∈ C, (fij) ∈ Fp′,loc. Óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì
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çàäà÷i (1)�(2) íàçâåìî âåêòîðíó ôóíêöiþ u ∈ Ubp,loc(Q;RN ), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ iíòå-
ãðàëüíó òîòîæíiñòü ∫∫

Q

N∑
i=1

{ n∑
j=0

aij(x, t, δu)∂jviϕi+

(4) +viϕi

∫
Ω

ci(x, y, t, u(y, t)) dy − bi(x)uiviϕi
′
}
dxdt =

∫∫
Q

N∑
i=1

n∑
j=0

fij∂jviϕi dxdt

∀v = col(v1, . . . , vN ) ∈ Vp(Ω;RN ), ∀ϕ = col(ϕ1, . . . , ϕN ) ∈ C1
c ((−∞, 0);RN ).

Òóò i äàëi ïiä C1
c (I;RN ), äå I � iíòåðâàë ÷èñëîâî¨ îñi, ðîçóìi¹ìî ëiíiéíèé ïðîñ-

òið âåêòîðíèõ ôóíêöié ϕ = col(ϕ1, . . . , ϕN ), êîìïîíåíòè ÿêèõ ¹ ôiíiòíèìè íåïåðåðâ-
íî äèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè.

Òåîðåìà 1. Íåõàé b = col(b1, . . . , bN ) i p = (pij) çàäîâîëüíÿþòü, âiäïîâiäíî, óìîâè

(B) òà (P), (aij) ∈ Ap, col(c1, . . . , cN ) ∈ C, (fij) ∈ Fp′,loc i, êðiì òîãî, âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

(5) K1 > LmesnΩ.

Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1)�(2), ïðè÷îìó äëÿ áóäü-ÿêèõ

R,R0, t0 òàêèõ, ùî R0 > 0, R > max{1, 2R0}, t0 < 0, ïðàâèëüíà îöiíêà

max
t∈[t0−R0,t0]

∫
Ω

N∑
i=1

bi(x)|ui(x, t)|2 dx+

t0∫
t0−R0

∫
Ω

N∑
i=1

[ n∑
j=1

|∂jui(x, t)|pij(x)+|ui(x, t)|2
]
dxdt 6

(6) 6 C1

{ N∑
i=1

R−2/(p+i0−2) +

t0∫
t0−R

∫
Ω

N∑
i=1

n∑
j=0

|fij |p
′
ij(x) dxdt

}
,

äå C1 > 0 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä K1,K2, L,mesnΩ i p−ij (i = 1, N, j = 0, n).

4. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ. Ñôîðìóëþ¹ìî òà äîâåäåìî òâåðäæåííÿ, ÿêi âè-
êîðèñòà¹ìî äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.

Ëåìà 1. Íåõàé b = col(b1, . . . , bN ) i p = (pij) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè, âiäïîâiäíî, (B)
òà (P), à t1, t2 ∈ R � äîâiëüíi ÷èñëà, ïðè÷îìó t1 < t2. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ

w ∈ W̃m,0
p(·) (Qt1,t2) çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü

t2∫
t1

∫
Ω

{ N∑
i=1

n∑
j=0

gij∂jviϕi−biwiviϕ′i
}
dxdt=0 ∀v ∈ Vp(Ω;RN ), ∀ϕ ∈ C1

c ((t1, t2);RN )(7)

äëÿ äåÿêèõ gij ∈ Lp′ij(·), loc(Q) (i = 1, N, j = 0, n). Òîäi w ∈ C
(
[t1, t2];Hb(Ω;RN )

)
i

äëÿ áóäü-ÿêèõ θ ∈ C1([t1, t2]), v ∈ Vp(Ω;RN ) i τ1, τ2 ∈ [t1, t2] (τ1 < τ2) âèêîíóþòüñÿ
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ðiâíîñòi

θ(τ2)

∫
Ω

N∑
i=1

bi(x)wi(x, τ2)vi(x) dx− θ(τ1)

∫
Ω

N∑
i=1

bi(x)wi(x, τ1)vi(x) dx+

+

τ2∫
τ1

∫
Ω

N∑
i=1

{( n∑
j=0

gijvi,xj

)
θ − biwiviθ′

}
dxdt = 0,(8)

1

2
θ(t2)‖w(·, t2)‖2Hb(Ω;RN ) −

1

2
θ(t1)‖w(·, t1)‖2Hb(Ω;RN ) −

− 1

2

t2∫
t1

N∑
i=1

‖w(·, t)‖2Hb(Ω;RN )θ
′(t) dt+

t2∫
t1

∫
Ω

( N∑
i=1

n∑
j=0

gij∂jwi

)
θ dxdt = 0.(9)

Öå òâåðäæåííÿ äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî ÿê ëåìà 2 [6].

Ëåìà 2. Íåõàé b = col(b1, . . . , bN ) i p = (pij) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè, âiäïîâiäíî,

(B) òà (P), (aij) ∈ Ap, col(c1, . . . , cN ) ∈ C i äëÿ êîæíîãî l ∈ {1, 2} ôóíêöi¨ ul ∈
Ubp,loc(Q;RN ), (f lij) ∈ Fp′,loc òàêi, ùî ïðàâèëüíà òîòîæíiñòü∫∫

Q

N∑
i=1

{ n∑
j=0

aij(x, t, δu
l)∂jviϕi + viϕi

∫
Ω

ci(x, y, t, u
l(y, t)) dy − bi(x)uliviϕ

′
i

}
dxdt =

(10) =

∫∫
Q

N∑
i=1

n∑
j=0

f lij∂jviϕidxdt ∀v ∈ Vp(Ω;RN ), ∀ϕ ∈ C1
c ((−∞, 0);RN ).

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë R, R0, t0 òàêèõ, ùî R0 > 0, R > max{1, 2R0}, t0 6 0,
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

max
t∈[t0−R0,t0]

∫
Ω

N∑
i=1

bi(x)|u1
i (x, t)− u2

i (x, t)|2 dx+

+

t0∫
t0−R0

∫
Ω

N∑
i=1

[ n∑
j=0

|∂ju1
i − ∂ju2

i |pij(x) + |u1
i − u2

i |2
]
dxdt 6 C1

{ N∑
i=1

R−2/(p+i0−2)+

(11) +

t0∫
t0−R

∫
Ω

N∑
i=1

n∑
j=0

|f1
ij − f2

ij |p
′
ij(x)dxdt

}
,

äå C1 > 0 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä K1,K2, L,mesnΩ i p−ij(i = 1, N, j = 0, n).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé R,R0, t0 òàêi, ÿê ó ôîðìóëþâàííi ëåìè, i η(t) := t− t0 +R, t ∈ R.
Äëÿ çàäàíèõ v ∈ Vp(Ω;RN ) i ϕ ∈ C1

c ((−∞, 0);RN ) ðîçãëÿíåìî òîòîæíiñòü (10) ïðè
l = 1 òà öþ ñàìó òîòîæíiñòü ïðè l = 2 i âiäíiìåìî öi òîòîæíîñòi. Ïðèéíÿâøè äëÿ
ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q



116
Ìèêîëà ÁÎÊÀËÎ, Iðèíà ÑÊIÐÀ

ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2017. Âèïóñê 83

u12
i (x, t) := u1

i (x, t)− u2
i (x, t) (i = 1, N),

a12
ij (x, t) := aij(x, t, δu

1(x, t))− aij(x, t, δu2(x, t)) (i = 1, N, j = 0, n),

c12
i (x, y, t) := ci(x, y, t, u

1(y, t))− ci(x, y, t, u2(y, t)) (i = 1, N),
f12
ij (x, t) := f1

ij(x, t)− f2
ij(x, t) (i = 1, N, j = 0, n),

ó ïiäñóìêó îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü∫∫
Q

N∑
i=1

{ n∑
j=0

a12
ij ∂jviϕi + viϕi

∫
Ω

c12
i dy − biu

12
i viϕ

′
i

}
dxdt =

(12) =

∫∫
Q

N∑
i=1

n∑
j=0

f12
ij (x, t)∂jviϕi dxdt,

äî ÿêî¨ çàñòîñó¹ìî ëåìó 1 ç τ1 = t0−R, τ2 = τ ∈ (t0−R, t0], wi = u12
i , gij = a12

ij − f12
ij

(i = 1, N, j = 0, N), θ = ηs, s := max
i={1,...,N}

p−i0/(p
−
i0−2). Ó ïiäñóìêó çäîáóäåìî ðiâíiñòü

ηs(τ)

∫
Ω

N∑
i=1

bi(x)|u12
i (x, τ)|2dx+ 2

τ∫
t0−R

∫
Ω

N∑
i=1

( n∑
j=0

a12
ij ∂ju

12
i + u12

i

∫
Ω

c12
i dy

)
ηs dxdt =

(13) = s

τ∫
t0−R

∫
Ω

N∑
i=1

bi|u12
i |2ηs−1 dxdt+ 2

τ∫
t0−R

∫
Ω

N∑
i=1

n∑
j=0

f12
ij ∂ju

12 ηs dxdt.

Çðîáèìî âiäïîâiäíi îöiíêè ÷ëåíiâ ðiâíîñòi (13). Çãiäíî ç óìîâîþ (A3) ìà¹ìî

τ∫
t0−R

∫
Ω

N∑
i=1

n∑
j=0

a12
ij ∂ju

12
i η

s dxdt >

(14) > K1

τ∫
t0−R

∫
Ω

N∑
i=1

|u12
i |2ηs dxdt+K2

τ∫
t0−R

∫
Ω

N∑
i=1

n∑
j=0

|∂ju12
i |pij(x)ηs dxdt.

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó (C2) i íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî, îòðèìó¹ìî îöiíêó∣∣∣∣∣∣
τ∫

t0−R

∫
Ω

N∑
i=1

u12
i (x, t)

(∫
Ω

c12
i (x, y, t) dy

)
ηs(t) dxdt

∣∣∣∣∣∣ 6
6

N∑
i=1

τ∫
t0−R

∫
Ω

∣∣u12
i (x, t)

∣∣ ( ∫
Ω

∣∣c12
i (x, y, t)

∣∣ dy)ηs(t) dxdt 6
6 L

N∑
i=1

τ∫
t0−R

∫
Ω

∣∣u12
i (x, t)

∣∣ ( ∫
Ω

∣∣u12
i (y, t)

∣∣ dy)ηs(t) dxdt =
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= L

N∑
i=1

τ∫
t0−R

(∫
Ω

∣∣u12
i (x, t)

∣∣ dx)2

ηs(t) dt 6

6 LmesnΩ

τ∫
t0−R

∫
Ω

∣∣u12(x, t)
∣∣2 η(t)s dxdt.

Çâiäñè ìàòèìåìî

(15)

τ∫
t0−R

∫
Ω

N∑
i=1

u12
i

(∫
Ω

c12
i dy

)
ηs dxdt > −LmesnΩ

τ∫
t0−R

∫
Ω

|u12|2ηs dxdt.

Äàëi âèêîðèñòîâóâàòèìåìî íåðiâíiñòü

(16) ad 6 ε|a|r(x) + ε−1/(r(x)−1) |d| r
′(x)

äëÿ ì. â. x ∈ Ω i áóäü-ÿêèõ a, d ∈ R, ε > 0, äå r ∈ L∞(Ω), r(x) > 1, 1/r(x)+1/r′(x) = 1

äëÿ ì. â. x ∈ Ω, ÿêà ¹ íàñëiäêîì ñòàíäàðòíî¨ íåðiâíîñòi Þíãà: a d 6 |a|q/q+ |d|q′/q′,
a, d ∈ R, q > 1, 1/q + 1/q′ = 1.

Âèáèðàþ÷è (äëÿ ìàéæå êîæíîãî x ∈ Ω) r(x) = pi0(x)/2, r′(x) = pi0(x)/(pi0(x)−
2), a = bi(x)|u12|2ηs/r(x), d = ηs/r

′(x)−1, ε = ε1 ∈ (0, 1), íà ïiäñòàâi (16) îòðèìà¹ìî

τ∫
t0−R

∫
Ω

N∑
i=1

bi|u12
i |2ηs−1dxdt 6 ε1

τ∫
t0−R

∫
Ω

N∑
i=1

|u12
i |pi0(x)ηs dxdt+

(17) +

τ∫
t0−R

∫
Ω

N∑
i=1

ε
−2/(p−i0−2)
1 ηs−pi0(x)/(pi0(x)−2) dxdt,

äå ε1 ∈ (0, 1) � äîâiëüíå ÷èñëî. Òóò ìè âèêîðèñòàëè óìîâó: 0 6 b(x) 6 1 äëÿ ì. â.
x ∈ Ω.

Çíîâó âèêîðèñòàâøè íåðiâíiñòü (16), îäåðæó¹ìî

(18)

τ∫
t0−R

∫
Ω

N∑
i=1

n∑
j=0

f12
ij ∂ju

12
i η

s dxdt 6 ε2

τ∫
t0−R

∫
Ω

N∑
i=1

n∑
j=0

|∂ju12
i |pij(x)ηs dxdt+

+

τ∫
t0−R

∫
Ω

N∑
i=1

n∑
j=0

ε
−1/(p−ij−1)

2 |f12
ij |p

′
ij(x)ηs dxdt,

äå ε2 ∈ (0, 1) � äîâiëüíå ÷èñëî.
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Ç (13) íà ïiäñòàâi (14), (15), (17) i (18) çà äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ε1 i ε2

îòðèìà¹ìî

(19) ηs(τ)

∫
ΩR

N∑
i=1

bi(x)|u12
i (x, τ)|2 dx+

τ∫
t0−R

∫
Ω

N∑
i=1

[ n∑
j=1

|∂ju12
i |pij(x) + |u12|2

]
ηs dxdt 6

6 C2

{ τ∫
t0−R

∫
Ω

N∑
i=1

ηs−pi0(x)/(pi0(x)−2) dxdt+

+

τ∫
t0−R

∫
Ω

N∑
i=1

n∑
j=0

|f12
ij |p

′
ij(x)ηs dxdt

}
,

äå C2 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä K1,K2, L,mesnΩ i p−ij (i = 1, N, j = 1, n), à

τ ∈ (t0 −R, t0] � äîâiëüíå ÷èñëî.
Îñêiëüêè 0 6 η(t) 6 R , êîëè t ∈ [t0−R, t0], i η(t) > R−R0, êîëè t ∈ [t0−R0, t0],

òî ç íåðiâíîñòi (19) îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

(20) (R−R0)s
∫
Ω

N∑
i=1

bi(x)|u12
i (x, τ)|2 dx+

+ (R−R0)s
τ∫

t0−R0

∫
Ω

N∑
i=1

[ n∑
j=0

|∂ju12
i |pij(x) + |u12

i |2
]
dxdt 6

6 C2

{ τ∫
t0−R

∫
Ω

N∑
i=1

Rs−pi0(x)/(pi0(x)−2)dxdt+

+Rs
τ∫

t0−R

∫
Ω

N∑
i=1

n∑
j=0

|f12
ij |p

′
ij(x) dxdt

}
.

Ïîäiëèìî îòðèìàíó íåðiâíiñòü íà (R − R0)s. Çàóâàæèìî òàêå: îñêiëüêè R >
max{1; 2R0}, òî ìà¹ìî R/(R−R0) = 1+R0/(R−R0) 6 2. Âðàõóâàâøè öå òà íåðiâíiñòü

R−pi0(x)/(pi0(x)−2) 6 R−p
+
i0/(p

+
i0−2) (ïðàâèëüíó ÷åðåç òå, ùî R > 1 i −pi0(x)/(pi0(x) −

2) 6 −p+
i0/(p

+
i0 − 2) äëÿ ì. â. x ∈ Ω), îòðèìà¹ìî

∫
ΩR

N∑
i=1

bi(x)|u12
i (x, τ)|2 dx+

τ∫
t0−R0

∫
Ω

N∑
i=1

[ n∑
j=0

|∂ju12
i |pij(x) + |u12

i |2
]
dxdt 6

(21) 6 C3

{ N∑
i=1

R−p
+
i0/(p

+
i0−2)

τ∫
t0−R

∫
Ω

dxdt+

τ∫
t0−R

∫
Ω

N∑
i=1

n∑
j=0

|f12
ij |p

′
ij(x) dxdt

}
,
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äå C3 > 0 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü âiä K1,K2, L,mesnΩ i p−ij (i = 1, N, j = 1, n), à

τ ∈ (t0 − R, t0] � äîâiëüíå ÷èñëî. Çâiäñè, âðàõóâàâøè, ùî

t0∫
t0−R

∫
Ω

dxdt = R ·mesnΩ,

îòðèìà¹ìî (11). �

5. Îá ðóíòóâàííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó.

Äîâåäåìî òåîðåìó 1. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî çàäà÷à (1)�(2) ìà¹
íå áiëüøå îäíîãî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Íåõàé u1 =
col(u1

1, . . . , u
1
N ), u2 = col(u2

1, . . . , u
2
N ) � (ðiçíi) óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè öi¹¨ çàäà÷i. Òîäi

íà ïiäñòàâi ëåìè 2 ìàòèìåìî

(22)

t0∫
t0−R0

∫
Ω

N∑
i=1

|u1
i (x, t)− u2

i (x, t)|2 dxdt 6 C1

N∑
i=1

R−2/(p+i0
−2),

äå R, R0, t0 � äîâiëüíi ÷èñëà òàêi, ùî R0 > 0, R > max{1, 2R0}, t0 ∈ R.
Çàôiêñó¹ìî ÷èñëà R0 > 0 i t0 ∈ R òà ïåðåéäåìî â (22) äî ãðàíèöi ïðè R→ +∞.

Ó ïiäñóìêó îòðèìà¹ìî, ùî u1 = u2 ìàéæå ñêðiçü íà Qt0−R0,t0 . Îñêiëüêè R0, t0 �
äîâiëüíi ÷èñëà, òî çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî u1 = u2 ìàéæå âñþäè íà Q. Îòðèìàíå
ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü íàøå òâåðäæåííÿ.

Òåïåð ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)�
(2). Äëÿ öüîãî äëÿ êîæíîãî m ∈ N ðîçãëÿíåìî ìiøàíó çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìè (1)
â îáëàñòi Qm = Ω × (−m, 0) ç îäíîðiäíîþ ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ i êðàéîâèìè óìî-

âàìè òèïó (2), à òî÷íiøå, çàäà÷ó íà çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨ um ∈ W̃ 1,0
p(·)(Qm;RN ) ∩

C([−m, 0];Hb(Ω;RN )), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó

umi |t=−m = 0, i = 1, N,

òà iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü∫∫
Qm

N∑
i=1

{ n∑
j=0

aij(x, t, δu
m)∂jviϕi + viϕi

∫
Ω

ci(x, y, t, u
m(y, t)) dy − umi viϕ′i

}
dxdt =

(23) =

∫∫
Qm

N∑
i=1

n∑
j=0

fmij ∂jviϕi dxdt ∀v ∈ Vp(Ω;RN ), ∀ϕ ∈ C1
c ((−m, 0);RN ),

äå fmij (x, t) := fij(x, t), ÿêùî (x, t) ∈ Qm, i fmij (x, t) := 0, ÿêùî (x, t) ∈ Q \ Qm, äëÿ
êîæíèõ i ∈ {1, . . . , N}, j ∈ {0, 1, . . . , n}.

Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ôóíêöi¨ um ìîæíà äîâåñòè àíàëîãi÷íî, ÿê öå çðîáëåíî â
[6] ó âèïàäêó ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó. Äëÿ êîæíîãî m ∈ N ïðîäîâæèìî um íóëåì
íà Q i çà öèì ïðîäîâæåííÿì çáåðåæåìî ïîçíà÷åííÿ um. Äîâåäåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü
{um} çáiãà¹òüñÿ â Up,loc(Q;RN ) äî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)�(2). Äëÿ öüîãî
ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî m ∈ N ôóíêöiÿ um ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì
çàäà÷i, ÿêà âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä çàäà÷i (1)�(2) òiëüêè òèì, ùî çàìiñòü fij ñòîÿòü fmij
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(i = 1, N, j = 0, n). Îòîæ, íà ïiäñòàâi ëåìè 2 äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m i
k ìàòèìåìî

max
t∈[t0−R0,t0]

∫
Ω

N∑
i=1

bi(x)|umi (x, t)− uki (x, t)|2 dx+

+

t0∫
t0−R0

∫
Ω

N∑
i=1

[ n∑
j=0

|∂j(umi − uki )|pij(x) + |umi − uki |2
]
dxdt 6 C1

{ N∑
i=1

R−2/(p+i0−2)+

(24) +

t0∫
t0−R

∫
Ω

N∑
i=1

n∑
j=0

|fmij (x, t)− fkij(x, t)|pij
′(x) dxdt

}
,

äå R,R0, t0 � äîâiëüíi ÷èñëà òàêi, ùî t0 6 0, R0 > 0, R > max{1; 2R0}.
Ïîêàæåìî, ùî ïðè ôiêñîâàíèõ t0 i R0 ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (24) ïðÿìó¹ äî

íóëÿ ïðè m → +∞, k → +∞. Ñïðàâäi, íåõàé ε > 0 � äîâiëüíå ÿê çàâãîäíî ìàëå
÷èñëî. Âèáåðåìî R > max{1, 2R0} íàñòiëüêè âåëèêèì, ùîá âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü

(25) C1

N∑
i=1

R−2/(p+i0−2) < ε.

Öå ìîæíà çðîáèòè, îñêiëüêè p+
i0− 2 > 0 ∀i ∈ {1, . . . , N}. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ m, k ∈ N

òàêèõ, ùî max{−m,−k} 6 t0 − R, ìà¹ìî fmij = fkij (i = 1, N , j = 0, n) ìàé-
æå âñþäè íà Ω × (t0 − R, t0), à îòæå, ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (24) íà ïiäñòàâi
(25) ¹ ìåíøîþ çà ε. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî çâóæåííÿ ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi {um} íà
Qt0−R0,t0 óòâîðþ¹ ôóíäàìåíòàëüíó ïîñëiäîâíiñòü ó ïðîñòîði W̃ m,0

p(·) (Qt0−R0,t0 ;RN ) ∩
C([t0 − R0, t0];Hb(Ω;RN )). Îòæå, íà ïiäñòàâi äîâiëüíîñòi t0 i R0 iñíó¹ ôóíêöiÿ u ∈
Up,loc(Q;RN ) òàêà, ùî um → u â Up,loc(Q;RN ). Çàóâàæèìî, ùî â òîòîæíîñòi (23)
ìîæíà çàìiíèòè iíòåãðóâàííÿ ïî Qm íà iíòåãðóâàííÿ ïî Q. Çðîáèâøè öå, ïåðåéäå-
ìî â îòðèìàíié ðiâíîñòi äî ãðàíèöi ïðè m → ∞. Ó ïiäñóìêó îòðèìà¹ìî (4) äëÿ
äîâiëüíèõ v ∈ Vp(Ω;RN ) i ϕ ∈ C1

c ((−∞; 0);RN ). Öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ u ¹ óçàãàëü-
íåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)�(2). Îöiíêà (6) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ëåìè 2 äëÿ
u1 = u, u2 = 0, f1

ij = fij , f
2
ij = 0 (i = 1, N, j = 0, n).
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The existence and uniqueness of a weak solution of the Fourier problem
for nonlinear integro-di�erential elliptic-parabolic systems are investigated wi-
thout any assumptions on the solution behavior and growth of the initial data
as time variable tends to −∞.
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