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Äîñëiäæåíî ìiøàíi çàäà÷i äëÿ íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çi
çìiííèìè ïîêàçíèêàìè íåëiíiéíîñòi â íåîáìåæåíèõ îáëàñòÿõ áåç óìîâ íà
íåñêií÷åííîñòi. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ
òàêèõ çàäà÷ ó âiäïîâiäíèõ óçàãàëüíåíèõ ïðîñòîðàõ Ëåáåãà òà Ñîáîë¹âà.
Îòðèìàíî àïðiîðíi îöiíêè óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ äîñëiäæóâàíèõ çàäà÷.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ, çìiííèé ïîêàçíèê íåëiíiéíîñòi,
íåîáìåæåíà îáëàñòü, ìåòîä ìîíîòîííîñòi.

1. Âñòóï. Íåõàé Ω � íåîáìåæåíà îáëàñòü â Rn (n ∈ N), äå Rn � ëiíiéíèé ïðîñòið,
ñêëàäåíèé ç âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ x = (x1, ..., xn) äiéñíèõ ÷èñåë i íàäiëåíèé íîðìîþ
|x| := (|x1|2 + ...+ |xn|2)1/2. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ∂Ω (ìåæà îáëàñòi Ω) � êóñêîâî-ãëàäêà
ïîâåðõíÿ i ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1, äå Γ0 � çàìèêàííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè íà ∂Ω (çîêðåìà,
Γ0 ìîæå áóòè ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ àáî çáiãàòèñÿ ç ∂Ω), Γ1 := ∂Ω \ Γ0. Íåõàé
ν = (ν1, ..., νn) � îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ äî ∂Ω íîðìàëi; Q := Ω× (0, T ), Σ0 :=
Γ0 × (0, T ), Σ1 := Γ1 × (0, T ), äå T > 0 � äîâiëüíî çàäàíå ÷èñëî.

Ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó: çíàéòè ôóíêöiþ u : Q → R, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (â ïåâíîìó

ñåíñi) ðiâíÿííÿ

(1) ut −
n∑
i=1

d

dxi
ai(x, t, u,∇u) + a0(x, t, u,∇u) = f(x, t), (x, t) ∈ Q ,

êðàéîâi óìîâè

(2) u
∣∣∣
Σ0

= 0,
∂u

∂νa

∣∣∣
Σ1

= 0

òà ïî÷àòêîâó óìîâó

(3) u(x, 0) = u0(x) , x ∈ Ω,
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äå aj : Q×R×Rn → R (j = 0, n), f : Q→ R, u0 : Ω→ R � çàäàíi äiéñíîçíà÷íi ôóíêöi¨,

∂u(x, t)/∂νa :=
n∑
i=1

ai(x, t, u,∇u) νi(x), (x, t) ∈ Σ1, � ïîõiäíà ïî �êîíîðìàëi�.

Ìè ââàæà¹ìî, ùî ïðîñòîðîâà ÷àñòèíà äèôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó â ëiâié ÷àñòèíi
ðiâíÿííÿ (1) ¹ åëiïòè÷íîþ, òîáòî ðiâíÿííÿ (1) � ïàðàáîëi÷íå.

Ïðèêëàäîì ðiâíÿíü òèïó (1), ÿêi òóò âèâ÷àþòüñÿ, ¹ ðiâíÿííÿ

(4) ut −
n∑
i=1

(
âi(x, t)|uxi |pi(x)−2uxi

)
xi

+ â0(x, t)|u|p0(x)−2u = f(x, t),

äå âi (i = 0, n) � äåÿêi âèìiðíi, äîäàòíi òà âiääiëåíi âiä íóëÿ ôóíêöi¨, pi > 1 (i = 0, n) �
âèìiðíi é îáìåæåíi ôóíêöi¨, ÿêi íàçèâàþòü ïîêàçíèêàìè íåëiíiéíîñòi.

Ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (4) çi ñòàëèìè ïîêàçíèêàìè íåëiíiéíîñòi ðîçãëÿäàëèñÿ ó áà-
ãàòüîõ ïðàöÿõ, çîêðåìà, â [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]. Â îñòàííi äåñÿòèëiòòÿ äóæå àêòèâíî
âèâ÷àþòü íåëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè ïîêàçíèêàìè íåëiíiéíîñòi,
ïðèêëàäîì ÿêèõ ¹ ðiâíÿííÿ (4), [9, 10, 11, 13, 12, 14, 15]. Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî òàêi
ðiâíÿííÿ âèíèêàþòü ó ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi ðiçíèõ òèïiâ ôiçè÷íèõ ïðîöå-
ñiâ i, çîêðåìà, îïèñóþòü ïîòîêè åëåêòðîðåîëîãi÷íèõ ðå÷îâèí, ïðîöåñè âiäíîâëåííÿ
çîáðàæåíü, åëåêòðè÷íèé ñòðóì ó êîíäóêòîði ïiä âïëèâîì çìiííîãî òåìïåðàòóðíîãî
ïîëÿ [11].

ßê äîáðå âiäîìî, êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ó íåîáìå-
æåíèõ îáëàñòÿõ ¹ êîðåêòíèìè, ÿêùî íà ¨õíi ðîçâ'ÿçêè òà âèõiäíi äàíi äîäàòêîâî äî
êðàéîâèõ óìîâ íàêëàäåíî ïåâíi îáìåæåííÿ íà ¨õ çðîñòàííÿ íà íåñêií÷åííîñòi. Òàêà
ñàìà ñèòóàöiÿ ç êðàéîâèìè çàäà÷àìè â íåîáìåæåíèõ îáëàñòÿõ i äëÿ íåëiíiéíèõ ïà-
ðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç ïåâíèõ êëàñiâ [3, 4]. Ïðîòå ¹ ðiâíÿííÿ, êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ÿêèõ
îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíi áåç áóäü-ÿêèõ óìîâ íà íåñêií÷åííîñòi [1, 2, 5, 6, 7, 8, 12, 14].
Âïåðøå òàêèé ðåçóëüòàò äëÿ ðiâíÿííÿ (4) ïðè p0 = const > 2 i p1 = . . . = pn = 2
îòðèìàíî â ïðàöi [1].

Çðîáèâøè äîäàòêîâi ïðèïóùåííÿ íà âèõiäíi äàíi, äîâåäåíî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿç-
íiñòü ìiøàíèõ çàäà÷ áåç îáìåæåíü íà íåñêií÷åííîñòi äëÿ îäíîãî êëàñó íåëiíiéíèõ
àíiçîòðîïíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çi çìiííèìè ïîêàçèêàìè íåëiíiéíîñòi. Îòðèìàíi
òóò ðåçóëüòàòè ¹ óçàãàëüíåííÿì i äîïîâíåííÿì ðåçóëüòàòiâ [12] ñòîñîâíî ðiâíÿíü çi
ñòàëèìè ïîêàçíèêàìè íåëiíiéíîñòi.

Ïðàöÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç øåñòè ðîçäiëiâ. Ó äðóãîìó ðîçäiëi ââåäåíî îñíîâíi ïîçíà-
÷åííÿ òà äîïîìiæíi ôàêòè. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i é îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó ìiñòèòü
òðåòié ðîçäië. Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi íàâåäåíî äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ. Ó ï'ÿòîìó ðîç-
äiëi îá ðóíòîâàíî îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Øîñòèé ðîçäië ìiñòèòü âèñíîâêè.

2. Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ òà ôàêòè. Ñïî÷àòêó ââåäåìî ôóíêöiéíi ïðîñòîðè,
ÿêi áóäóòü ïîòðiáíi äëÿ îçíà÷åííÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)�(3).

Ïiä Lr(·)(Ω
′), äå Ω′ � äîâiëüíà îáìåæåíà îáëàñòü â ïðîñòîði Rn, à r : Ω′ → R �

âèìiðíà òà îáìåæåíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî r(x) > 1 äëÿ ìàéæå âñiõ (ì.â.) x ∈ Ω′,
ðîçóìi¹ìî ëiíiéíèé ïðîñòið (êëàñiâ) âèìiðíèõ ôóíêöié v : Ω′ → R, äëÿ ÿêèõ ôóíê-

öiîíàë ρΩ′,r(v) :=

∫
Ω′

|v(x)|r(x) dx ïðèéìà¹ ñêií÷åíi çíà÷åííÿ, ç íîðìîþ ‖v‖Lr(·)(Ω′) :=

inf{λ > 0 | ρΩ′,r(v/λ) 6 1}. Öåé ïðîñòið ¹ áàíàõîâèì i éîãî íàçèâàþòü óçàãàëüíåíèì
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ïðîñòîðîì Ëåáåãà (äèâ., íàïðèêëàä, [9]). Çàóâàæèìî òàêå: êîëè r(x) = r0 = const > 1
äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω′, òî ‖ · ‖Lr(·)(Ω′) = ‖ · ‖Lr0 (Ω′). Âiäîìî òàêå: ÿêùî ess inf

x∈Ω′
r(x) > 1,

òî ñïðÿæåíèé äî Lr(·)(Ω
′) ìîæíà îòîòîæíèòè ç Lr′ (·)(Ω

′), äå r′(x), x ∈ Ω′, � ôóíêöiÿ,

ÿêà âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ 1
r(x) + 1

r′(x) = 1 äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω′. Àíàëîãi÷íî ÿê Lr(·)(Ω
′)

âèçíà÷à¹ìî ïðîñòið Lr(·)(Q
′), äå Q′ = Ω′ × (0, T ), Ω′ � äîâiëüíà îáìåæåíà îáëàñòü

â ïðîñòîði Rn, âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöiîíàë ρQ′,r(w) :=

∫∫
Q′

|w(x, t)|r(x) dxdt çàìiñòü

ôóíêöiîíàëà ρΩ′,r(v).
Äàëi âñþäè ïiä Bd(Ω) ðîçóìiòèìåìî ìíîæèíó âñåìîæëèâèõ îáìåæåíèõ ïiä-

îáëàñòåé îáëàñòi Ω. Íåõàé r : Ω → R � âèìiðíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî r(x) > 1 äëÿ
ìàéæå âñiõ x ∈ Ω. ×åðåç Lr(·), loc(Ω) ïîçíà÷àòèìåìî ëiíiéíèé ïðîñòið (êëàñiâ) âè-
ìiðíèõ ôóíêöié v : Ω → R, çâóæåííÿ ÿêèõ v|Ω′ íà äîâiëüíó îáëàñòü Ω′ ∈ Bd(Ω)
íàëåæàòü äî Lr(·)(Ω

′), iç ñèñòåìîþ ïiâíîðì {‖ · ‖Lr(·)(Ω′) |Ω′ ∈ Bd(Ω′)}. Öåé ïðîñ-

òið ¹ ïîâíèì ëîêàëüíî îïóêëèì ïðîñòîðîì. Çàóâàæèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {vl}∞l=1

ñèëüíî (âiäïîâiäíî, ñëàáêî) çáiãà¹òüñÿ äî v â Lr(·), loc(Ω), ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ îáëà-
ñòi Ω′ ∈ Bd(Ω) ïîñëiäîâíiñòü {vl|Ω′}∞l=1 ñèëüíî (âiäïîâiäíî, ñëàáêî) çáiãà¹òüñÿ äî

v|Ω′ â Lr(·)(Ω′). Òàê ñàìî ÿê Lr(·), loc(Ω) ââîäèìî ïîâíèé ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið

Lr(·), loc(Q) iç ñèñòåìîþ ïiâíîðì {‖ · ‖Lr(·)(Ω′×(0,T )) |Ω′ ∈ Bd(Ω)}.
Íåõàé p = (p0, p1, . . . , pn) : Ω→ R1+n � âåêòîð-ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:

(P) äëÿ êîæíîãî i ∈ {0, 1, . . . , n} ôóíêöiÿ pi : Ω→ R � âèìiðíà i ess inf
x∈Ω′

pi(x) > 1,

ess sup
x∈Ω′

pi(x) <∞ äëÿ áóäü-ÿêî¨ Ω′ ∈ Bd(Ω).

×åðåç p′ = (p′0, p
′
1, . . . , p

′
n) ïîçíà÷èìî âåêòîð-ôóíêöiþ, êîìïîíåíòè ÿêî¨ âèçíà-

÷àþòüñÿ ç ðiâíîñòåé 1
pi(x) + 1

p′i(x) = 1 äëÿ ì.â. x ∈ Ω (i = 0, n). Î÷åâèäíî, ùî ôóíêöiÿ

p′ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (P) iç çàìiíîþ pi íà p
′
i (i = 0, n).

Äëÿ äîâiëüíî¨ îáëàñòi Ω′ ∈ Bd(Ω) âèçíà÷èìî ïðîñòið

W 1
p(·)(Ω

′) := {v : Ω′ → R − âèìiðíà | v ∈ Lp0(·)(Ω
′), vxi ∈ Lpi(·)(Ω

′) (i = 1, n)}

ç íîðìîþ

‖v‖W 1
p(·)(Ω

′) := ‖v‖Lp0(·)(Ω′) +

n∑
i=1

‖vxi‖Lpi(·)(Ω′).

Öåé ïðîñòið ¹ áàíàõîâèì i éîãî íàçèâàþòü óçàãàëüíåíèì ïðîñòîðîì Ñîáîë¹âà. Ïiä
W 1
p(·), loc(Ω) ðoçóìiòèìåìî ïîâíèé ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið, ñêëàäåíèé ç ôóíêöié

v ∈ Lp0(·), loc(Ω) òàêèõ, ùî vxi ∈ Lpi(·), loc(Ω) äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , n}, iç ñèñòå-

ìîþ ïiâíîðì
{
‖v‖W 1

p(·)(Ω
′)) | Ω′ ∈ Bd(Ω)

}
. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç W̃ 1

p(·), loc(Ω) çàìèêàííÿ
ïðîñòîðó

C̃1(Ω) :=
{
v ∈ C1(Ω)

∣∣ supp v − îáìåæåíà ìíîæèíà, v
∣∣
Γ0

= 0
}

âW 1
p(·), loc(Ω). Íåõàé W̃ 1

p(·), c(Ω) � ïiäïðîñòið ïðîñòîðó W̃ 1
p(·), loc(Ω), ñêëàäåíèé ç ôóíê-

öié ç îáìåæåíèìè íîñiÿìè.
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Äëÿ îáëàñòi Q′ = Ω′ × (0, T ), äå Ω′ ∈ Bd(Ω), ðîçãëÿíåìî áàíàõiâ ïðîñòið

W 1,0
p(·)(Q

′) := {w : Q′ → R − âèìiðíà |w ∈ Lp0(·)(Q
′), wxi ∈ Lpi(·)(Q

′) (i = 1, n)}
ç íîðìîþ

‖w‖W 1,0
p(·)(Q

′) := ‖w‖Lp0(·)(Q′) +

n∑
i=1

‖wxi‖Lpi(·)(Q′).

Ïiä W 1,0
p(·), loc(Q) ðoçóìi¹ìî ïîâíèé ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið, ñêëàäåíèé ç ôóíê-

öié w ∈ Lp0(·), loc(Q) òàêèõ, ùî wxi ∈ Lpi(·), loc(Q) (i = 1, n) iç ñèñòåìîþ ïiâíîðì{
‖w‖W 1,0

p(·)(Ω
′×(0,T )) | Ω′ ∈ Bd(Ω)

}
. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç W̃ 1,0

p(·), loc(Q)) ïiäïðîñòið ïðîñòîðó

W 1,0
p(·), loc(Q), ñêëàäåíèé ç ôóíêöié w ∈ W 1,0

p(·), loc(Q) òàêèõ, ùî äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈
(0, T ) ôóíêöiÿ w(·, t) íàëåæèòü äî W̃ 1

p(·), loc(Ω)).

Òàêîæ âèçíà÷èìî ïîâíèé ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið

C([0, T ];L2,loc(Ω)) := {w : [0, T ]→ L2,loc(Ω) |w ∈ C([0, T ];L2(Ω′)) ∀Ω′ ∈ Bd(Ω)}
iç ñèñòåìîþ ïiâíîðì

{‖w‖C([0,T ];L2(Ω′)) := max
t∈[0,T ]

‖w(·, t)‖L2(Ω′) | Ω′ ∈ Bd(Ω) }.

Ââåäåìî ïîâíèé ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið

Up,loc := W̃ 1,0
p(·), loc(Q) ∩ C([0, T ];L2, loc(Ω))

ç òîïîëîãi¹þ, ÿêà ïîðîäæåíà ñèñòåìîþ ïiâíîðì{
‖w‖W 1,0

p(·)(Ω
′×(0,T )) + ‖w‖C([0,T ];L2(Ω′)) | Ω′ ∈ Bd(Ω)

}
.

Íåõàé
Hloc := L2, loc(Ω), Fp′, loc := Lp0′(·), loc(Q).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C1
c (0, T ) ïðîñòið íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâèõ ôóíêöié íà (0, T )

ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì.

3. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i òà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó. Ðîçãëÿäàòèìåìî óçà-
ãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (1)�(3). Äëÿ ¨õ îçíà÷åííÿ ñïî÷àòêó ââåäåìî âiäïîâiäíi
êëàñè âèõiäíèõ äàíèõ.

Íåõàé p = (p0, p1, . . . , pn) � âåêòîð-ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (P).
Ïiä Ap ðîçóìiòèìåìî ìíîæèíó âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié
(a0, a1, . . . , an), ÿêi âèçíà÷åíi íà Q× R1+n i çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

(A1) äëÿ êîæíîãî i ∈ {0, 1, . . . , n} ôóíêöiÿ ai(x, t, ρ, ξ), (x, t, ρ, ξ) ∈ Q× R1+n, ¹ êà-
ðàòåîäîðiâñüêîþ, òîáòî äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Qôóíêöiÿ ai(x, t, ·, ·) : R1+n →
R � íåïåðåðâíà, à äëÿ áóäü-ÿêèõ (ρ, ξ) ∈ R1+n ôóíêöiÿ ai(·, ·, ρ, ξ) : Q → R �
âèìiðíà; êðiì òîãî, ai(x, t, 0, 0) = 0 (i = 0, n) äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q;

(A2) äëÿ êîæíîãî i ∈ {0, 1, . . . , n}, ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q i áóäü-ÿêèõ (ρ, ξ) ∈ R1+n

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|ai(x, t, ρ, ξ)| 6 h1,i(x, t)
(
|ρ|p0(x)/p′i(x) +

n∑
j=1

|ξj |pj(x)/p′i(x)
)

+ h2,i(x, t),

äå h1,i ∈ L∞, loc(Q), h2,i ∈ Lp ′i(·), loc(Q).
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Òåïåð ïîäàìî îçíà÷åííÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)�(3).

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé p çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (P), (a0, a1, . . . , an)∈Ap, f ∈Fp′, loc, u0 ∈
Hloc. Óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)�(3) íàçèâà¹ìî ôóíêöiþ u ∈ Up,loc, ÿêà
çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó

(5) u(·, 0) = u0(·) â L2,loc(Ω)

òà iíòåãðàëüíó ðiâíiñòü

(6)

∫∫
Q

{ n∑
i=1

ai(x, t, u,∇u)ψxiϕ+ a0(x, t, u,∇u)ψϕ− uψϕ′
}
dxdt =

∫∫
Q

fψϕdxdt

äëÿ áóäü-ÿêèõ ψ ∈ W̃ 1
p(·), c(Ω), ϕ ∈ C1

c (0, T ).

Ìåòà íàøî¨ ïðàöi � çà äîäàòêîâèõ óìîâ íà âèõiäíi äàíi äîâåñòè îäíîçíà÷íó
ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i (1)�(3).

Äàëi âñþäè, áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi, ââàæà¹ìî, ùî 0 ∈ Ω. Íåõàé k ∈ {1, . . . , n} �
íàéìåíøå ÷èñëî òàêå, ùî ìíîæèíà Ω̃R := Ω ∩ {x ∈ Rn

∣∣ |x1|2 + . . . + |xk|2 < R2} ¹
îáìåæåíîþ äëÿ áóäü-ÿêîãî R > 0. Íàïðèêëàä, êîëè Ω = Ω1×Ω2, äå Ω1 � íåîáìåæåíà
îáëàñòü â Rk, à Ω2 � îáìåæåíà îáëàñòü â Rn−k, òî k � ñàìå òå, ïðî ÿêå ãîâîðèëîñÿ.

Äëÿ áóäü-ÿêîãî R > 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç ΩR çâ'ÿçíó êîìïîíåíòó ìíîæèíè Ω̃R, ùî
ìiñòèòü 0. Î÷åâèäíî, ùî Ω =

⋃
R>0

ΩR.

Íåõàé α > 0 � íàéìåíøå ç ÷èñåë, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(7) mesn ΩR 6 c1R
α ∀R > 1,

äå c1 > 0 � ñòàëà. Òóò i äàëi ÷åðåç mesnG ïîçíà÷åíî ìiðó Ëåáåãà ìíîæèíè G â Rn.
Ïðèéìåìî QR := ΩR × (0, T ) äëÿ êîæíîãî R > 0. Çðîçóìiëî, ùî Q =

⋃
R>0

QR.

Äàëi âñþäè ââàæà¹ìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

(P∗) âåêòîð-ôóíêöiÿ p = (p0, p1, . . . , pn) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (P) i, êðiì òîãî,
p0(x) > 2, max

i∈{1,...,k}
pi(x) 6 2 äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω,

min
i∈{1,...,k}

ess inf
x∈Ω

[
p0(x)− pi(x)

]
> 0.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A∗p ïiäìíîæèíó Ap, åëåìåíòè ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü ùå òàêi óìî-
âè:

(A3) äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q òà äîâiëüíèõ (ρ1, ξ
1), (ρ2, ξ

2) ∈ R1+n âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

n∑
i=1

(ai(x, t, ρ1, ξ
1)− ai(x, t, ρ2, ξ

2))(ξ1
i − ξ2

i )+

+ (a0(x, t, ρ1, ξ
1)− a0(x, t, ρ2, ξ

2))(ρ1 − ρ2) > K1|ρ1 − ρ2|q(x),

äå K1 > 0 � ñòàëà, q : Ω → R � âèìiðíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî 2 6 q(x) 6 p0(x)
äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω òà, êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , k} r−i :=
ess inf
x∈Ω

ri(x) > α, r+
i := ess sup

x∈Ω
ri(x) < +∞, äå α � ñòàëà ç íåðiâíîñòi (7), à

ri(x) := q(x)p i(x)/
(
q(x)− p i(x)

)
, x ∈ Ω;
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(A4) äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q òà áóäü-ÿêèõ (ρ, ξ) ∈ R1+n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
n∑
i=1

ai(x, t, ρ, ξ) ξi + a0(x, t, ρ, ξ) ρ > K2

[ n∑
i=1

|ξi|pi(x) + |ρ|p0(x)
]
− h3(x, t),

äå K2 > 0 � ñòàëà, h3 ∈ L1,loc(Q), h3 > 0;
(A5) äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q òà áóäü-ÿêèõ (ρ1, ξ

1), (ρ2, ξ
2) ∈ R1+n âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

k∑
i=1

|ai(x, t, ρ1, ξ
1)− ai(x, t, ρ2, ξ

2)|p
′
i(x) 6

6 K3

[ n∑
i=1

(ai(x, t, ρ1, ξ
1)− ai(x, t, ρ2, ξ

2))(ξ1
i − ξ2

i )+

+ (a0(x, t, ρ1, ξ
1)− a0(x, t, ρ2, ξ

2))(ρ1 − ρ2)
]
,

äå K3 > 0 � ñòàëà.

Çàóâàæåííÿ 1. Îïèðàþ÷èñü íà ðåçóëüòàòè [14], íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïiäìíî-
æèíîþ A∗p ¹ ìíîæèíà A1

p òèõ åëåìåíòiâ (a0, a1, . . . , an) ç Ap, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìî-
âè:

(A′3) ai(x, t, ρ, ξ) ≡ ai(x, t, ξi), (x, t, ρ, ξ) ∈ Q × R1+n, i äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q
iñíó¹ ïîõiäíà ∂ai(x, t, ξi)/∂ξi, ξi 6= 0, ÿêùî i ∈ {1, . . . , n}, òà, êðiì òîãî, âèêî-
íóþòüñÿ íåðiâíîñòi

Ai|ξi|pi(x)−2 6 ∂ai(x, t, ξi)/∂ξi 6 Ãi|ξi|pi(x)−2, ξi 6= 0,

ÿêùî i ∈ {1, . . . , k}, à ÿêùî i ∈ {k + 1, . . . , n}, òî

∂ai(x, ξi)/∂ξi > Ai|ξi|pi(x)−2, ξi 6= 0,

|ai(x, ξi)| 6 Ãi|ξi|p i(x)−1 + h4,i(x, t), ξi ∈ R,
äå Ai, Ãi � äîäàòíi ñòàëi, h4,i ∈ Lp′i(·),loc(Q);

(A′4) a0(x, t, ρ, ξ) ≡ a0(x, t, ρ), (x, t, ρ, ξ) ∈ Q × R1+n, i äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q
iñíó¹ ïîõiäíà ∂a0(x, t, ρ)/∂ρ, ρ 6= 0, òà âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

∂a0(x, t, ρ)/∂ρ > A0|ρ|p0(x)−2 +A′0, ρ 6= 0,

|a0(x, t, ρ)| 6 Ã0|ρ|p 0(x)−1 + h4,0(x, t), ρ ∈ R,
äå h4,0 ∈ Lp′0(·),loc(Ω), A0, Ã0 � äîäàòíi ñòàëi, A

′
0 � íåâiä'¹ìíà ñòàëà, ïðè÷îìó

A′0 = 0 òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè

min
i∈{1,...,k}

ess inf
x∈Ω

p0(x)p i(x)/
(
p0(x)− p i(x)

)
> α,

äå α � ñòàëà ç íåðiâíîñòi (7).

Ïðèêëàäîì åëåìåíòà ç êëàñó A1
p ¹ íàáið ôóíêöié(

â0(x, t) |ρ|p 0(x)−2 ρ, â1(x, t) |ξ1|p 1(x)−2 ξ1, . . . , ân(x, t) |ξn|pn(x)−2 ξn
)
,

äå âi ∈ L∞(Q) � äîäàòíi òà âiääiëåíi âiä íóëÿ ôóíêöi¨. Ïðè òàêîìó âèáîði êîåôiöi-
¹íòiâ ðiâíÿííÿ (1) íàáóäå âèãëÿäó (4).
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Çàóâàæåííÿ 2. Çàóâàæèìî òàêå: êîëè p1(x) = . . . = pk(x) = 2 äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω,
òî iíøîþ ïiäìíîæèíîþ A∗p ¹ ìíîæèíà A2

p òèõ åëåìåíòiâ (a0, a1, . . . , an) ç Ap, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (A4) òà óìîâè:

(A′′3) äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q i áóäü-ÿêèõ (ρ1, ξ
1), (ρ2, ξ

2) ∈ R1+n âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

k∑
i=1

|ai(x, t, ρ1, ξ1)− ai(x, t, ρ2, ξ2)| ≤ D1

k∑
i=1

|ξ1
i − ξ2

i | + D2 |ρ1 − ρ2|,

äå D1, D2 � íåâiä'¹ìíi ñòàëi;
(A′′4) äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q i áóäü-ÿêèõ (ρ1, ξ

1), (ρ2, ξ
2) ∈ R1+n âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü
n∑
j=1

(ai(x, t, ρ1, ξ
1)− ai(x, t, ρ2, ξ

2))(ξ1
i − ξ2

i )+

+ (a0(x, t, ρ1, ξ
1)− a0(x, t, ρ2, ξ

2))(ρ1 − ρ2) ≥

≥ K4

k∑
i=1

|ξ1
i − ξ2

i |2 +K5 |ρ1 − ρ2|2 +K6 |ρ1 − ρ2|p0(x),

äå K4 > 0,K5 > 0,K6 > 0 � ñòàëi, ïðè÷îìó K5 = 0 òiëüêè â òîìó âèïàäêó,
êîëè D2 = 0, òà min

i∈{1,...,k}
ess inf
x∈Ω

p0(x)/
(
p0(x)−2

)
> α/2, äå α � ñòàëà ç íåðiâ-

íîñòi (7).

Ïðèêëàäîì ðiâíÿíü âèãëÿäó (1), äëÿ ÿêîãî êîåôiöi¹íòè (a0, a1, . . . , an) íàëåæàòü
äî êëàñó A2

p, ¹ ðiâíÿííÿ

ut −
k∑

i,j=1

(
âij(x, t)uxj

)
xi

+

n∑
i=k+1

(
âi(x, t)|uxi |pi(x)−2uxi

)
xi

+

(8) +â0,1(x, t)u+ â0,2(x, t)|u|p0(x)−2u = f(x, t),

äå âi (i = k + 1, n), â0,1, â0,2 � âèìiðíi, äîäàòíi i âiääiëåíi âiä íóëÿ ôóíêöi¨, à

âij (i, j = 1, k) � îáìåæåíi ôóíêöi¨, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó: iñíó¹ λ > 0 òàêå, ùî
k∑

i,j=1

âij(x, t)ξiξj > λ
∑k
i=1 |ξi|2 äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q i áóäü-ÿêèõ ξ1, . . . , ξk ∈ R.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò íàøî¨ ïðàöi � òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé (a0, a1, . . . , an) ∈ A∗p, f ∈ Fp′,loc, u0 ∈ Hloc. Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé óçà-

ãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1)�(3), ïðè÷îìó äëÿ áóäü-ÿêèõ R,R0 òàêèõ, ùî R0 > 0,
R > max{1, 2R0}, ïðàâèëüíà îöiíêà

max
t∈[0,T ]

∫
ΩR0

|u(x, t)|2 dx+

∫∫
QR0

[ n∑
i=1

|uxi(x, t)|pi(x) + |u(x, t)|p 0(x)
]
dxdt 6

(9) 6 C1

{
Rα−ω +

∫
ΩR

|u0(x)|2 dx+

∫∫
QR

|f(x, t)|p0
′(x) dxdt+

∫∫
QR

h3(x, t) dxdt
}
,
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äå ω := min
16i6k

r−i , C1 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä Ki (i = 1, 2, 3), c1, r
+
i (i =

1, k).

4. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ. Íàâåäåìî êiëüêà òåõíi÷íèõ òâåðäæåíü, ÿêi áó-
äóòü ïîòðiáíi äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòîâó¹ìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

aj(v)(x, t) := aj(x, t, v(x, t),∇v(x, t)) (j = 0, n), (x, t) ∈ Q;

∂0v := v, ∂iv := vxi (i = 1, n).

Òâåðäæåííÿ 1. Äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ R, ε > 0, µ > 1 ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

(10) a b 6 ε|a|µ + ε1−µ′ |b|µ
′
,

äå µ′ = µ
µ−1 .

Äîâåäåííÿ. Öå òâåðäæåííÿ ëåãêî âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi Þíãà (äèâ., íàïðèêëàä,

[16]): a b 6 |a|
µ

µ + |b|µ
′

µ′ . �

Òâåðäæåííÿ 2. Äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b, c, ε > 0, µ1 > 1, µ2 > 1, µ3 > 1, 1
µ1

+ 1
µ2

+ 1
µ3

= 1,
ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

(11) a b c 6 ε|a|µ1 + ε|b|µ2 + ε1−µ3 |c|µ3 .

Äîâåäåííÿ. Öå òâåðäæåííÿ ëåãêî îòðèìàòè ç íåðiâíîñòi Þíãà (äèâ., íàïðèêëàä,

[16]): a b c 6 |a|
µ1

µ1
+ |b|µ2

µ2
+ |c|µ3

µ3
. �

Ëåìà 1. Íåõàé R > 0 � äîâiëüíå ôiêñîâàíå ÷èñëî. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ v ∈
W̃ 1,0
p(·), loc(Q) òàêà, ùî ïðàâèëüíà iíòåãðàëüíà òîòîæíiñòü

(12)

T∫
0

∫
ΩR

{ n∑
i=0

gi∂iψϕ−vψϕ′
}
dxdt = 0, ϕ ∈ C1

c (0, T ), ψ ∈ W̃ 1
p(·), c(Ω), suppψ ⊂ ΩR,

äëÿ äåÿêèõ ôóíêöié gj ∈ Lp′j(·), loc(Q) (j = 0, n).

Òîäi v ∈ C([0, T ];L2(ΩR ′)) äëÿ êîæíîãî R′ ∈ (0, R). Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíèõ

ôóíêöié θ ∈ C1([0, T ]), w ∈ C1(Ω), suppw ⊂ ΩR, w > 0, i áóäü-ÿêèõ ÷èñåë t1, t2
òàêèõ, ùî 0 ≤ t1 < t2 ≤ T , âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(13) θ(t)

∫
ΩR

|v(x, t)|2w(x)dx
∣∣∣t=t2
t=t1
−

t2∫
t1

∫
ΩR

|v|2wθ′ dxdt+2

t2∫
t1

∫
ΩR

{ n∑
i=0

gi∂i(vw)
}
θ dxdt = 0.

Äîâåäåííÿ. Öå òâåðäæåííÿ äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, ÿê ëåìà 3 [12]. �

Ëåìà 2. Íåõàé (a0, a1, . . . , an) ∈ A∗p, f ∈ Fp′,loc, u0 ∈ Hloc, u1, u2 ∈ Up,loc i R > 1 �

ÿêå-íåáóäü ôiêñîâàíå ÷èñëî. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíîãî l ∈ {1, 2}
(14) ul(x, 0) = u0(x) äëÿ ì.â. x ∈ ΩR

i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(15)

∫∫
QR

{ n∑
i=0

ai(ul)∂iψϕ− ulψϕ′
}
dxdt =

∫∫
QR

fψϕdxdt
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äëÿ áóäü-ÿêèõ ϕ ∈ C1
c (0, T ) i ψ ∈ W̃ 1

p(·),c(Ω), suppψ ⊂ ΩR.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà R0 ∈ (0, R/2] ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

(16) max
t∈[0,T ]

∫
ΩR0

|u1(x, t)− u2(x, t)|2 dx+

+

∫∫
QR0

[ n∑
i=0

(
ai(u1)− ai(u2)

)(
∂iu1 − ∂iu2

)
+ |u1 − u2|q(x)

]
dxdt 6 C2R

α−ω,

äå α, ω � òàêi ñàìi ÿê â òåîðåìi 1, a C2 > 0 � ñòàëa, ÿêa çàëåæèòü òiëüêè âiä

K1,K3, c1, r
+
i (i = 1, k), q−.

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî òàêó çðiçàþ÷ó ôóíêöiþ:

ζ(x) =

{
(R2 − |x′|2)/R, |x′| < R,

0, |x′| > R,

äå x = (x′, x′′), x′ = (x1, . . . , xk), x′′ = (xk+1, . . . , xn), |x′| = (|x1|2 + . . .+ |xk|2)1/2.

Äëÿ ϕ ∈ C1
c (0, T ), ψ ∈ W̃ 1

p(·),c(Ω) òàêî¨, ùî supp ψ ⊂ ΩR, ðîçãëÿíåìî ðiâíiñòü

(15) ïðè u = u1 é öþ ñâìó ðiâíiñòü ïðè u = u2 i âiäíiìåìî öi ðiâíîñòi. Ó ïiäñóìêó,
ïðèéíÿâøè

u12(x, t) := u1(x, t)− u2(x, t),

ai,12(x, t) := ai(u1)(x, t)− ai(u2)(x, t), (x, t) ∈ Q, i = 0, n,

îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü, äî ÿêî¨ çàñòîñó¹ìî ëåìó 1 ç gi = ai,12 (i = 0, n), w = ζs, θ =
1, äå s := max

16i6k
r+
i , t1 = 0, t2 = τ ∈ (0, T ] � äîâiëüíå ÷èñëî. Âíàñëiäîê ïðîñòèõ

ïåðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü∫
ΩR

|u12(x, τ)|2ζs(x) dx+ 2

∫∫
QτR

{ n∑
i=0

ai,12∂iu12

}
ζs dxdt =

(17) = −2s

∫∫
QτR

( k∑
i=1

ai,12 ∂iζ
)
u12 ζ

s−1 dxdt,

äå QτR := ΩR × (0, τ ] ïðè τ ∈ (0, T ], R > 0.
Çðîáèìî âiäïîâiäíi îöiíêè iíòåãðàëiâ ðiâíîñòi (17). Ç óìîâè (A3) ìàòèìåìî

(18)

∫∫
QτR

{ n∑
i=0

ai,12∂iu12

}
ζsdxdt > K1

∫∫
QτR

|u12|q(x) ζsdxdt.

Íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi (11), âðàõóâàâøè îöiíêó |∂iζ(x)| 6 2 (i = 1, n) ïðè x ∈ Rn
òà âèáðàâøè a = |ai,12|ζs/µ1 , b = |u12|ζs/µ2 , c = ζs/µ3−1, µ1 = p′i(x), µ2 = q(x), µ3 =
ri(x) (äëÿ êîæíîãî i = 1, n i ìàéæå âñiõ x ∈ Ω), îòðèìà¹ìî îöiíêó∫∫

QτR

k∑
i=1

|ai,12| |∂jζ| |u12| ζs−1 dxdt 6 2ε1

∫∫
QτR

[
k∑
i=1

|ai,12|p
′
i(x)

]
ζs dxdt+
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(19) +2ε1k

∫∫
QτR

|u12|q(x)ζs dxdt+ 2

∫∫
QτR

k∑
i=1

ε
1−r+i
1 ζ s−ri(x) dxdt,

äå ε1 ∈ (0, 1) � äîâiëüíå ÷èñëî.
Çãiäíî ç óìîâîþ (A5) ìàòèìåìî

(20)

∫∫
QτR

[ k∑
i=1

|ai,12|p
′
i(x)
]
ζs dxdt 6 K3

∫∫
QτR

[ n∑
i=0

ai,12 ∂iu12

]
ζs dxdt.

Ç (17) íà ïiäñòàâi (18)�(20) çà äîñòàòíüî ìàëîãî çíà÷åííÿ ε îòðèìà¹ìî∫
ΩR

|u12(x, τ)|2ζs(x)dx+

∫∫
QτR

{ n∑
i=0

ai,12∂iu12 + |u12|q(x)
}
ζs dxdt 6

(21) 6 C3

∫∫
QτR

k∑
i=1

ζ s−ri(x) dxdt,

äå C3 � äîäàòíà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä K1,K3, r
+
i (i = 1, k), à τ ∈ (0, T ] �

äîâiëüíå ÷èñëî.
Çàóâàæèìî, ùî 0 6 ζ(x) 6 R, êîëè x ∈ Rk, ζ(x′) > R − R0 ïðè |x′| 6 R0,

äå R0 ∈ (0, R/2] � ÿêå-íåáóäü ÷èñëî. Âðàõîâóþ÷è öå, íåðiâíiñòü R/(R − R0) = 1 +
R0/(R − R0) 6 2, à òàêîæ íåðiâíiñòü (7) i òå, ùî R > 1, ç (21) îòðèìà¹ìî ïîòðiáíå
òâåðäæåííÿ. �

Ëåìà 3. Íåõàé (a0, a1, . . . , an) ∈ A∗p i ôóíêöi¨ ũ ∈ Up,loc, f ∈ Fp′,loc, u0 ∈ Hloc

òàêi, ùî äëÿ äåÿêîãî ÷èñëà R > 1 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (6) ç u = ũ äëÿ áóäü-ÿêèõ

ϕ ∈ C1
c (0, T ), ψ̃ ∈ W 1

p(·),c(Ω), suppψ ⊂ ΩR. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà R0 ∈ (0, R/2]

ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü (9) ç u = ũ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ ïîâòîðþ¹ äîâåäåííÿ ëåìè 2, ÿêùî ïðèéíÿ-
òè u1 := ũ, u2 := 0. Àëå â öüîìó âèïàäêó òðåáà âèêîðèñòàòè óìîâó (A4) òà íåðiâíiñòü∣∣∣ ∫∫

QτR

fũζsdxdt
∣∣∣ 6 ε2

∫∫
QτR

|ũ|p0(x)ζsdxdt+ ε
−1/(p−0 −1)
2

∫∫
QτR

|f |p
′
0(x)ζsdxdt,

äå ε2 ∈ (0, 1) � äîâiëüíå ÷èñëî. �
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5. Îá ðóíòóâàííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Ïåðøèé åòàï (äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó). Äîâåäåìî, ùî
çàäà÷à (1)�(3) ìà¹ íå áiëüøå îäíîãî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó. Ïðèïóñòèìî ïðîòè-
ëåæíå. Íåõàé u1, u2 � (ðiçíi) óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (1)�(3). Ç ëåìè 2 îäåð-
æó¹ìî

(22)

∫∫
QR0

|u1(x, t)− u2(x, t)|q(x) dxdt 6 C2R
α−ω,

äå R0 > 0, R > 1 � äîâiëüíi ÷èñëà òàêi, ùî R0 6 R/2.
Çàôiêñó¹ìî R0 i ïåðåéäåìî â (22) äî ãðàíèöi ïðè R → +∞. Ó ïiäñóìêó îòðè-

ìà¹ìî, ùî u1 = u2 íà QR0 . Îñêiëüêè R0 � äîâiëüíå ÷èñëî, òî çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî
u1 = u2 ìàéæå âñþäè íà Q.

Äðóãèé åòàï (ïîáóäîâà íàáëèæåíü ðîçâ'ÿçêó). Íåõàé R > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî.

Ïîçíà÷èìî Γ0,R := ∂ΩR \ Γ1, Γ1,R := ∂ΩR \ Γ0,R. Ïiä W̃
1
p(·)(ΩR) ðîçóìiòèìåìî çàìè-

êàííÿ C̃1(ΩR) := {v ∈ C1(ΩR) | v|Γ0,R
= 0} â ïðîñòîðiW 1

p(·)(ΩR). Íåõàé à W̃ 1,0
p(·)(QR) �

ïiäïðîñòið ïðîñòîðó W 1,0
p(·)(QR), ñêëàäåíèé ç ôóíêöié w òàêèõ, ùî w(·, t) ∈ W̃ 1

p(·)(ΩR)

äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ (0, T ).
Ââåäåìî òàêîæ ïðîñòið

Up,R := W̃ 1,0
p(·)(QR) ∩ C([0, T ];L2(ΩR))

ç íîðìîþ

‖w‖Up,R := ‖w‖W 1,0
p(·)(QR) + max

t∈[0,T ]
‖w(·, t)‖L2(ΩR).

Äëÿ êîæíîãî l ∈ N ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó: çíàéòè ôóíêöiþ ul ∈ Up,l, ÿêà çàäîâîëü-
íÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó

(23) ul(·, 0) = u0(·) â L2(Ωl),

òà iíòåãðàëüíó ðiâíiñòü

(24)

∫∫
Ql

{ n∑
i=0

ai(ul)∂iψϕ− ulψϕ′
}
dxdt =

∫∫
Ql

fψϕdxdt

äëÿ áóäü-ÿêèõ ψ ∈ W̃ 1
p(·)(Ωl), ϕ ∈ C

1
c (0, T ).

Iñíóâàííÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ul ∈ Up,l öi¹¨ çàäà÷i äîâîäèìî ìåòîäîì Ãà-
ëüîðêiíà (äèâ., íàïðèêëàä, [13, 10, 17]). �äèíiñòü ul âèïëèâà¹ ç óìîâè (A3).

Òðåòié åòàï (äîâåäåííÿ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi íàáëèæåíü ðîçâ'ÿçêó). Äëÿ
êîæíîãî l ∈ N ôóíêöiþ ul ïðîäîâæèìî íóëåì íà Q, çàëèøèâøè çà öèì ïðîäîâæåí-
íÿì ïîçíà÷åííÿ ul. Î÷åâèäíî, ùî ul ∈ Up,loc. Äîâåäåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {ul}∞l=1

ìiñòèòü ïiäïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çáiãà¹òüñÿ â ïåâíîìó ñåíñi äî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó
çàäà÷i (1)�(3).



150
Ìèêîëà ÁÎÊÀËÎ, Íiêîë¹òòà ÃÐßÄIËÜ

ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2017. Âèïóñê 83

Íåõàé l i m � äîâiëüíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, ïðè÷îìó 1 < l < m, R0 > 0, R > 1 �
áóäü-ÿêi äiéñíi ÷èñëà òàêi, ùî 0 < R0 6 R/2 < R 6 l − 1. Òîäi ç ëåìè 2 îòðèìà¹ìî

(25) max
t∈[0,T ]

∫
ΩR0

|ul(x, t)− um(x, t)|2 dx+

∫∫
QR0

|ul(x, t)− um(x, t)|q(x) dxdt 6 C2R
α−ω.

Íåõàé ε>0 � ÿêå-íåáóäü ÷èñëî. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíî âèáðàíå çíà÷åííÿ R0 > 0
i âèáåðåìî R > max{1; 2R0} íàñòiëüêè âåëèêèì, ùîáè ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (25)
áóëà ìåíøîþ çà ε. Öå ìîæíà çðîáèòè, îñêiëüêè ïîêàçíèê ñòåïåíÿ R ó ïðàâié ÷àñòèíi
íåðiâíîñòi (25) âiä'¹ìíèé. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ l > R+ 1 i m > l ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíî-

ñòi (25) ìåíøà çà ε. Öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü
{
ul
∣∣
QR0

}∞
l=1

¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ,

âiäïîâiäíî, â Lq(·)(QR0) i C([0, T ];L2(ΩR0)). Îñêiëüêè R0 � äîâiëüíå ÷èñëî, òî çâiäñè

âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ u ∈ Lq(·), loc(Q) òàêî¨, ùî u ∈ C([0, T ];L2,loc(Ω)) i

(26) ul −→
l→∞

u ñèëüíî â Lq(·), loc(Q),

(27) ul −→
l→∞

u â C([0, T ];L2,loc(Ω)).

Äîâåäåìî îáìåæåíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé
{
∂iul

}∞
l=1

(i = 0, n),
{
aj(ul)

}∞
l=1

(j = 0, n),

âiäïîâiäíî, â Lpi(·), loc(Q) (i = 0, n), Lp′j(·), loc(Q) (j = 0, n). Ñïðàâäi, íåõàé R0 � áóäü-

ÿêå äiéñíå ÷èñëî, à R := 2R0. Íà ïiäñòàâi ëåìè 3 äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
l > R+ 1 îòðèìà¹ìî

(28)

∫∫
QR0

n∑
i=0

|∂iul(x, t)|pi(x)dxdt 6 C4(R0),

äå C4(R0) > 0 � ñòàëà, ÿêà âiä l íå çàëåæèòü, àëå ìîæå çàëåæàòè âiä R0.
Çãiäíî ç óìîâîþ (A2) é îöiíêîþ (28) äëÿ êîæíîãî i ∈ {0, 1, . . . , n} îòðèìà¹ìî∫∫

QR0

|ai(ul)|p
′
i(x) dxdt 6 C5

∫∫
QR0

n∑
j=0

|∂jul(x, t)|pj(x) dxdt+

(29) +C6

∫∫
QR0

|h2,i(x, t)|p
′
i(x) dxdt < C7(R0),

äå C5, C6, C7 � äîäàòíi ñòàëi, ÿêi âiä l íå çàëåæàòü.
Ç (26), (28), (29), âèêîðèñòîâóþ÷è ðåôëåêñèâíiñòü ïðîñòîðiâ Lpi(·)(QR0

) i

Lp′i(·)(QR0
) (i = 0, n) äëÿ äîâiëüíîãî R0 > 0, îòðèìà¹ìî iñíóâàííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi

ïîñëiäîâíîñòi
{
ul
}∞
l=1

(çà ÿêîþ çàëèøèìî òå ñàìå ïîçíà÷åííÿ, ùî i ïîñëiäîâíîñòi)

òà ôóíêöié χi ∈ Lp i(·), loc(Q) (i = 0, n) òàêèõ, ùî

(30) ∂iul−→
l→∞

∂iu ñëàáêî â Lpi(·), loc(Q), i = 0, n,

(31) ai(ul)−→
l→∞

χi ñëàáêî â Lpi(·), loc(Q), i = 0, n.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è (30) i (31), ç (24) îòðèìà¹ìî

(32)

∫∫
Q

{ n∑
i=0

χi∂iψϕ− uψϕ′
}
dxdt =

∫∫
Q

fψϕdxdt

äëÿ áóäü-ÿêèõ ψ ∈ W̃ 1
p(·),c(Ω), ϕ ∈ C1

c (0, T ).

Çàóâàæèìî òàêå: êîëè

(33)

∫
Ω

{ n∑
i=0

χi(x, t)∂iψ(x)
}
dx =

∫
Ω

{ n∑
i=0

aj(u)(x, t)∂iψ(x)
}
dx

äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ (0, T ) i áóäü-ÿêèõ ψ ∈ W̃ 1
p(·),c(Ω), òî çâiäñè i (32) îòðèìà¹ìî

iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü (6) äëÿ ôóíêöi¨ u. Çâiäñè, çîêðåìà, íà ïiäñòàâi ëåìè 1 îòðè-
ìà¹ìî, ùî u ∈ C([0, T ];L2,loc(Ω)). Îòæå, ôóíêöiÿ u íàëåæèòü äî ïðîñòîðó Up,loc. Ç
(23) i (27) âèïëèâà¹, ùî u çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó (3). Îòîæ, ìè äîâåäåìî, ùî
ôóíêöiÿ u ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)�(3), ÿêùî âñòàíîâèìî ïðàâèëüíiñòü
ðiâíîñòi (33).

×åòâåðòèé åòàï (äîâåäåííÿ ïðàâèëüíîñòi ðiâíîñòåé (33)). Âèêîðèñòà¹ìî ìå-

òîä ìîíîòîííîñòi ([17], ðîçäië 2). Íåõàé v ∈ W 1,0
p(·), loc(Q) � ÿêà-íåáóäü ôóíêöiÿ, à

w(x′), x′ = (x1, . . . , xk) ∈ Rk, � äîâiëüíà íåâiä'¹ìía íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâía
ôóíêöiÿ ç îáìåæåíèì íîñi¹ì, θ ∈ C1

c (0, T ), θ > 0.
Íà ïiäñòàâi óìîâè (A3) äëÿ áóäü-ÿêîãî l ∈ N îòðèìà¹ìî

(34)

∫∫
Q

[ n∑
i=0

(ai(ul)− ai(v))(∂iul − ∂iv)
]
wθ dxdt > 0.

Íåðiâíiñòü (34) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿäi:

(35)

∫∫
Q

[ n∑
i=0

ai(ul)∂iul

]
wθ dxdt−

∫∫
Q

[ n∑
i=0

(
ai(ul)∂iv+ ai(v)(∂iul− ∂iv)

)]
wθ dxdt > 0

äëÿ âñiõ l ∈ N.
Çà îçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ ul ìàòèìåìî

(36)

∫∫
Q

[ n∑
i=0

ai(ul)∂iψϕ− fψϕ− ulψϕ′
]
dxdt = 0

äëÿ äîâiëüíèõ ψ ∈ W̃ 1
p(·),c(Ω), suppψ ⊂ Ωl, ϕ ∈ C1

c (0, T ). Íåõàé m òàêå, ùî suppw ⊂
{x′ | |x′| 6 m}. Íà ïiäñòàâi ëåìè 1 ç òîòîæíîñòi (36) ïðè l > m îòðèìà¹ìî∫∫

Q

[ n∑
i=0

ai(ul)∂iul

]
wθ dxdt =

1

2

∫∫
Q

|ul|2wθ′ dxdt−

(37) −
∫∫
Q

[ k∑
i=1

ai(ul)ul∂iw − fulw
]
θ dxdt.
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Ç (35) i (37) îäåðæèìî

1

2

∫∫
Q

|ul|2wθ′ dxdt−
∫∫
Q

[ k∑
i=1

ai(ul)ul∂iw − fulw
]
θ dxdt−

(38) −
∫∫
Q

[ n∑
i=0

(
ai(ul)∂iv + ai(v)(∂iul − ∂iv)

)]
wθ dxdt > 0.

Ïåðåéäåìî â (38) äî ãðàíèöi ïðè l → ∞. Íà ïiäñòàâi (26), (30), (31) i òîãî, ùî
Lq(·)(G) ⊂ L2(G) ⊂ Lpi(·)(G) äëÿ áóäü-ÿêèõ i ∈ {1, . . . , k} òà äîâiëüíî¨ îáìåæåíî¨

îáëàñòi G â Rn+1, îòðèìà¹ìî

1

2

∫∫
Q

|u|2wθ′ dxdt−
∫∫
Q

[ k∑
i=1

χiu∂iw − fuw
]
dxdt−

(39) −
∫∫
Q

[ n∑
i=0

(
χi∂iv + ai(v)(∂iu− ∂iv)

)]
wθ dxdt > 0.

Òåïåð â (36) ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè l→∞. Íà ïiäñòàâi (30), (31) îòðèìà¹ìî

(40)

∫∫
Q

[ n∑
i=0

χi∂iψϕ− fψϕ− uψϕ′
]
dxdt = 0

äëÿ äîâiëüíèõ ψ ∈ W̃ 1
p(·),c(Ω), ϕ ∈ C1

c (0, T ). Çâiäñè íà ïiäñòàâi ëåìè 1 îäåðæó¹ìî

(41)

∫∫
Q

[ n∑
i=0

χi∂iu
]
wθ dxdt =

1

2

∫∫
Q

|u|2wθ′ dxdt−
∫∫
Q

[ k∑
i=1

χiu∂iw − fuw
]
θ dxdt.

Ç (39) òà (41) îòðèìà¹ìî∫∫
Q

[ n∑
i=0

χi ∂iu
]
wθ dxdt−

∫∫
Q

[ n∑
i=0

(
χi∂iv + ai(v)(∂iu− ∂iv)

)]
wθ dxdt > 0,

òîáòî

(42)

∫∫
Q

[ n∑
i=0

(
χi − ai(v)

)(
∂iu− ∂iv

)]
wθ dxdt > 0.

Âiçüìåìî â (42) v = u − λψϕ, äå λ > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî, ψ ∈ W̃ 1
p(·),c(Ω), ϕ ∈

C1
c (0, T ) � áóäü-ÿêi ôóíêöi¨. Ïiñëÿ äiëåííÿ íà λ i âðàõóâàííÿ äîâiëüíîñòi ôóíêöié

ψ ∈ W̃ 1
p(·),c(Ω), ϕ ∈ C1

c (0, T ) îäåðæó¹ìî

(43)

∫∫
Q

[ n∑
i=0

(
χi − ai(u− λg)

)
∂iψ
]
ϕdxdt = 0.
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Â öié ðiâíîñòi ñïðÿìó¹ìî λ äî 0, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Ëåáåãà ïðî ãðàíè÷íèé
ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà. Ó ïiäñóìêó îäåðæèìî

(44)

∫∫
Q

[ n∑
i=0

(
ai(u)− χi

)
∂iψ
]
ϕdxdt = 0,

çâiäêè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (33). �

6. Âèñíîâêè. Ìè äîñëiäèëè ìiøàíi çàäà÷i áåç îáìåæåíü íà íåñêií÷åííîñòi äëÿ
îäíîãî êëàñó íåëiíiéíèõ àíiçîòðîïíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çi çìiííèìè ïîêàçèêàìè
íåëiíiéíîñòi. Ââåëè ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðîçãëÿäó-
âàíèõ ðiâíÿíü, âèêîðèñòàâøè óçàãàëüíåíi ïðîñòîðè Ëåáåãà i Ñîáîë¹âà. Âèçíà÷èëè
óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ äîñëiäæóâàíèõ çàäà÷. Ïiä ÷àñ
äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó âèêîðèñòàíî ìåòîä âè÷åðïóâàííÿ íåîáìåæåíî¨ îáëà-
ñòi òà ìåòîä ìîíîòîííîñòi.
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This paper is devoted to the results of investigation of initial-boundary
value problems for nonlinear parabolic equations with the variable exponents of
nonlinearity in unbounded domains. We consider weak solutions which belong
to the generalized Sobolev and Lebesgue spaces. Under certain conditions on
data-in the uniqueness and existence of the solutions are proved. Also estimates
of the solutions are obtained.
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