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Äîñëiäæó¹ìî íàïiâãðóïó ID∞ âñiõ ÷àñòêîâèõ êîñêií÷åííèõ içîìåòðié
ìíîæèíè öiëèõ ÷èñåë Z. Äîâåäåíî, ùî ôàêòîð-íàïiâãðóïà ID∞/Cmg çà ìiíi-
ìàëüíîþ ãðóïîâîþ êîíãðóåíöi¹þ Cmg içîìîðôíà ãðóïi Iso(Z) óñiõ içîìåòðié
ìíîæèíè Z, ID∞ ¹ F -iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ, à òàêîæ, ùî íàïiâãðóïà ID∞
içîìîðôíà íàïiâïðÿìîìó äîáóòêó Iso(Z) nh P∞(Z) âiëüíî¨ íàïiâ ðàòêè ç
îäèíèöåþ (P∞(Z),∪) ãðóïîþ Iso(Z). Çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè, çà âèêîíàí-
íÿ ÿêèõ, òðàíñëÿöiéíî íåïåðåâííà òîïîëîãiÿ íà ID∞ ¹ äèñêðåòíîþ, à òàêîæ
ïîáóäîâàíî íåäèñêðåòíó ãàóñäîðôîâó íàïiâãðóïîâó òîïîëîãiþ íà ID∞. Äî-
ñëiäæó¹ìî ïðîáëåìó içîìîðôíîãî çàíóðåííÿ äèñêðåòíî¨ íàïiâãðóïè ID∞ ó
ãàóñäîðôîâi òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè áëèçüêi äî êîìïàêòíèõ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: íàïiâãðóïà içîìåòðié, ÷àñòêîâà ái¹êöiÿ, íàïiâòîïîëî-
ãi÷íà íàïiâãðóïà, òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà, êîìïàêòíèé, çëi÷åííî êîìïàêò-
íèé, ñëàáêî êîìïàêòíèé, äèñêðåòíèé ïðîñòið, âêëàäåííÿ.

1. Òåðìiíîëîãiÿ òà îçíà÷åííÿ.
Ìè êîðèñòóâàòèìåìîñÿ òåðìiíîëîãi¹þ ç [14, 16, 32, 35, 37].
Íàäàëi ó òåêñòi ïîòóæíiñòü ìíîæèíè A ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç |A|, ïåðøèé íå-

ñêií÷åííèé êàðäèíàë ÷åðåç ω, i ìíîæèíó öiëèõ ÷èñåë � ÷åðåç Z. ×åðåç clX(A) i
intX(A) ïîçíà÷àòèìåìî çàìèêàííÿ òà âíóòðiøíiñòü ïiäìíîæèíè A â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði X.

ßêùî âèçíà÷åíå ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ α : X ⇀ Y ç ìíîæèíè X ó ìíîæèíó Y ,
òî ÷åðåç domα i ranα áóäåìî ïîçíà÷àòè éîãî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ é îáëàñòü çíà÷åíü,
âiäïîâiäíî, à ÷åðåç (x)α i (A)α � îáðàçè åëåìåíòà x ∈ domα òà ïiäìíîæèíè A ⊆
domα ïðè ÷àñòêîâîìó âiäîáðàæåííi α, âiäïîâiäíî. ×àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ α : X ⇀
Y íàçèâà¹òüñÿ êî-ñêií÷åííèì, ÿêùî ìíîæèíè X \ domα òà Y \ ranα � ñêií÷åííi.

Ðåôëåêñèâíå, àíòèñèìåòðè÷íå òà òðàíçèòèâíå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi X íàçè-
âà¹òüñÿ ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà X. Ìíîæèíà X iç çàäàíèì íà íié ÷àñòêîâèì ïîðÿä-
êîì 6 íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ (X,6).
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Åëåìåíò x ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (X,6) íàçèâà¹òüñÿ:

• ìàêñèìàëüíèì (ìiíiìàëüíèì) â (X,6), ÿêùî ç âiäíîøåííÿ x 6 y (y 6 x) â
(X,6) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü x = y;

• íàéáiëüøèì (íàéìåíøèì) â (X,6), ÿêùî y 6 x (x 6 y) äëÿ âñiõ y ∈ X.

Ó âèïàäêó, ÿêùî (X,6) � ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà i x 6 y, äëÿ äåÿêèõ
x, y ∈ X, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî åëåìåíòè x òà y � ïîðiâíÿëüíi â (X,6). ßêùî æ äëÿ
åëåìåíòiâ x 6 y íå âèêîíó¹òüñÿ æîäíå ç âiäíîøåíü x 6 y àáî y 6 x, òî ãîâîðèòèìåìî,
ùî åëåìåíòè x òà y � íåïîðiâíÿëüíi ó ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíié ìíîæèíi (X,6).
×àñòêîâèé ïîðÿäîê 6 íà X íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì, ÿêùî äîâiëüíi äâà åëåìåíòè â
(X,6) � ïîðiâíÿëüíi.

Âiäîáðàæåííÿ h : X → Y ç ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (X,6) â ÷àñòêîâî
âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó (Y,6) íàçèâà¹òüñÿ ìîíîòîííèì, ÿêùî ç x 6 y âèïëèâà¹
(x)h 6 (y)h.

ßêùî S � íàïiâãðóïà, òî ¨¨ ïiäìíîæèíà iäåìïîòåíòiâ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç E(S).
Íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ¨¨ åëåìåíòà x iñíó¹ ¹äèíèé
åëåìåíò x−1 ∈ S òàêèé, ùî xx−1x = x òà x−1xx−1 = x−1. Â iíâåðñíié íàïiâãðóïi S
âèùåîçíà÷åíèé åëåìåíò x−1 íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñíèì äî x. Â'ÿçêà � öå íàïiâãðóïà
iäåìïîòåíòiâ, à íàïiâ ðàòêà � öå êîìóòàòèâíà â'ÿçêà. Íàäàëi ÷åðåç (P∞(R),∪) ïî-
çíà÷àòèìåìî âiëüíó íàïiâ ðàòêó ç îäèíèöåþ íàä ìíîæèíîþ äiéñíèõ ÷èñåë, òîáòî
ìíîæèíó óñiõ ñêií÷åííèõ (ðàçîì ç ïîðîæíüîþ) ïiäìíîæèí ìíîæèíè R ç îïåðàöi¹þ
îá'¹äíàííÿ.

Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi K íà íàïiâãðóïi S íàçèâà¹òüñÿ êîíãðóåíöi¹þ, ÿêùî
äëÿ åëåìåíòiâ a i b íàïiâãðóïè S ç òîãî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (a, b) ∈ K âèïëèâà¹, ùî
(ca, cb), (ad, bd) ∈ K, äëÿ âñiõ c, d ∈ S. Âiäíîøåííÿ (a, b) ∈ K ìè òàêîæ áóäåìî çàïèñó-
âàòè aKb, i â öüîìó âèïàäêó ãîâîðèòèìåìî, ùî åëåìåíòè a i b ¹ K-åêâiâàëåíòíèìè.

ßêùî S � íàïiâãðóïà, òî íà E(S) âèçíà÷åíî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê

e 6 f òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ef = fe = e.

Òàê îçíà÷åíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà E(S) íàçèâà¹òüñÿ ïðèðîäíèì.
Îçíà÷èìî âiäíîøåííÿ 6 íà iíâåðñíié íàïiâãðóïi S òàê:

s 6 t òîäi i ëèøå òîäi, êîëè s = te,

äëÿ äåÿêîãî iäåìïîòåíòà e ∈ S. Òàê îçíà÷åíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íàçèâà¹òüñÿ ïðè-
ðîäíèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà iíâåðñíié íàïiâãðóïi S [32]. Î÷åâèäíî, ùî çâóæåííÿ
ïðèðîäíîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó 6 íà iíâåðñíié íàïiâãðóïi S íà ¨¨ â'ÿçêó E(S) ¹ ïðè-
ðîäíèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà E(S). Iíâåðñíà íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðè-
çîâíîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà s ∈ S iñíó¹ åëåìåíò g ãðóïè îäèíèöü íàïiâãðóïè
S òàêèé, ùî s 6 g ñòîñîâíî ïðèðîäíîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó 6 íà S.

Âiäîìî, ùî ãðóïà Iso(Z) içîìåòðié ìíîæèíè öiëèõ ÷èñåë Z içîìîðôíà íàïiâ-
ïðÿìîìó äîáóòêó Z(+) o Z2 àäèòèâíî¨ ãðóïè öiëèõ ÷èñåë Z(+) öèêëi÷íîþ ãðóïîþ
äðóãîãî ïîðÿäêó Z2.

×åðåç ID∞ ïîçíà÷èìî íàïiâãðóïó âñiõ ÷àñòêîâèõ êîñêií÷åííèõ içîìåòðié ìíî-
æèíè öiëèõ ÷èñåë Z. Íàïiâãðóïà ID∞ îçíà÷åíà â ïðàöi Áåçóùàê [8], äå îïèñàíî ¨¨
òâiðíi òà äîâåäåíî, ùî âîíà ìà¹ åêñïîíåíöiàëüíèé ðiñò. Çàóâàæèìî, ùî íàïiâãðóïà
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ID∞ ¹ iíâåðñíîþ i, î÷åâèäíî, ¹ ïiäíàïiâãðóïîþ íàïiâãðóïè âñiõ ÷àñòêîâèõ êîñêií÷åí-
íèõ ái¹êöié ìíîæèíè öiëèõ ÷èñåë Z, à åëåìåíòè íàïiâãðóïè ID∞ � öå ñàìå çâóæåííÿ
içîìåòðié ìíîæèíè öiëèõ ÷èñåë Z íà êîñêií÷åííi ïiäìíîæèíè â ðîçóìiííi Ëîóñîíà
(äèâ. [32, ñ. 9]). Ó ïðàöi [9] îïèñàíi âiäíîøåííÿ �ðiíà òà ãîëîâíi iäåàëè íàïiâãðóïè
ID∞.

Ïiäìíîæèíà A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ:

• ùiëüíîþ â X, ÿêùî clX(A) = X;
• êîùiëüíîþ â X, ÿêùî X \A � ùiëüíà â X;
• íiäå íå ùiëüíîþ â X, ÿêùî clX(A) � êîùiëüíà â X;
• Fσ-ìíîæèíîþ, ÿêùî A ¹ çëi÷åííèì îá'¹äíàííÿì çàìêíåíèõ ìíîæèí.

Êîìïàêòèôiêàöi¹þ Ñòîóíà-×åõà òèõîíîâñüêîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ êîì-
ïàêòíèé ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið βX, ÿêèé ìiñòèòüX ÿê ùiëüíèé ïiäïðîñòið òàêèé, ùî
äîâiëüíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y â êîìïàêòíèé ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið
Y ïðîäîâæó¹òüñÿ äî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : βX → Y [16].

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ:

• êâàçiðåãóëÿðíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨ âiäêðèòî¨ ïiäìíîæèíè U
â X iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà V ⊆ U òàêà, ùî clX(V ) ⊆ U ;

• êîìïàêòíèì, ÿêùî äîâiëüíå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó X ìiñòèòü ñêií-
÷åííå ïiäïîêðèòòÿ;

• ñåêâåíöiàëüíî êîìïàêòíèì, ÿêùî äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü âX ìiñòèòü çáiæíó
ïiäïîñëiäîâíiñòü;

• çëi÷åííî êîìïàêòíèì, ÿêùî äîâiëüíå çëi÷åííå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó
X ìiñòèòü ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ;

• ñëàáêî êîìïàêòíèì, ÿêùî äîâiëüíà ëîêàëüíî ñêií÷åííà ñiì'ÿ âiäêðèòèõ íå-
ïîðîæíiõ ïiäìíîæèí â X ¹ ñêií÷åííîþ [4];

• d-ñëàáêî êîìïàêòíèì àáî DFCC-ïðîñòîðîì, ÿêùî äîâiëüíà äèñêðåòíà ñiì'ÿ
âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí â X ¹ ñêií÷åííîþ (äèâ. [33]);

• ïñåâäîêîìïàêòíèì, ÿêùî X ¹ öiëêîì ðåãóëÿðíèì i êîæíà íåïåðåðâíà äié-
ñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ íà X ¹ îáìåæåíîþ;

• ëîêàëüíî êîìïàêòíèì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X iñíó¹ âiäêðèòèé îêië
U(x) òî÷êè x â X ç êîìïàêòíèì çàìèêàííÿì clX(U(x));

• ïîâíèì çà ×åõîì, ÿêùî X ¹ öiëêîì ðåãóëÿðíèì i íàðiñò βX \ X ¹ Fσ-
ìíîæèíîþ â βX;

• áåðiâñüêèì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi A1, A2, . . . , An, . . . íiäå íåùiëüíèõ
ìíîæèí ç X îá'¹äíàííÿ

⋃∞
i=1Ai ¹ êîùiëüíîþ ïiäìíîæèíîþ â X;

• ñïàäêîâî áåðiâñüêèì, ÿêùî äîâiëüíà íåïîðîæíà çàìêíåíà ïiäìíîæèíà â X ¹
áåðiâñüêèì ïðîñòîðîì.

Çà òåîðåìîþ 3.10.22 ç [16], öiëêîì ðåãóëÿðíèé ïðîñòið X ¹ ñëàáêî êîìïàêòíèì òîäi i
ëèøå òîäi, êîëè X ¹ ïñåâäîêîìïàêòíèì. Êîæåí êîìïàêíèé òà êîæåí ñåêâåíöiàëüíî
êîìïàêòíèé ïðîñòið ¹ çëi÷åííî êîìïàêòíèì, êîæåí çëi÷åííî êîìïàêòíèé ïðîñòið ¹
ñëàáêî êîìïàêòíèì, à êîæåí ñëàáêî êîìïàêòíèé ïðîñòið ¹ d-ñëàáêî êîìïàêòíèì.
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Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X iç çàäàíîþ íà íüîìó íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ íàçèâà-
¹òüñÿ íàïiâòîïîëîãi÷íîþ (òîïîëîãi÷íîþ) íàïiâãðóïîþ, ÿêùî öÿ íàïiâãðóïîâà îïå-
ðàöiÿ íà X ¹ íàðiçíî (ñóêóïíî) íåïåðåðâíîþ. Iíâåðñíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà ç íå-
ïåðåðâíîþ iíâåðñi¹þ íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ. Òîïîëîãiÿ
τ íà [iíâåðñíié] íàïiâãðóïi S íàçèâà¹òüñÿ [iíâåðñíîþ] íàïiâãðóïîâîþ, ÿêùî (S, τ) �
òîïîëîãi÷íà [iíâåðñíà] íàïiâãðóïà. Òàêîæ, òîïîëîãiÿ τ íà íàïiâãðóïi S íàçèâà¹òüñÿ
òðàíñëÿöiéíî íåïåðåðâíîþ, (S, τ) � íàïiâòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà

Âèâ÷åííÿ íàïiâãðóïîâèõ íåäèñêðåòíèõ òîïîëîëîãiçàöié íàïiâãðóï ïî÷èíà¹òüñÿ
ç êëàñè÷íî¨ ïðàöi Åáåðãàðòà òà Ñåëäåíà [15], ó ÿêié äîâåäåíî, ùî êîæíà íàïiâãðóïî-
âà ãàóñäîðôîâà òîïîëîãiÿ íà áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äi C (p, q) ¹ äèñêðåòíîþ. Ó ïðàöi [7]
Áåðòìàí i Óåñò äîâåëè, ùî êîæíà ãàóñäîðôîâà òðàíñëÿöiéíî íåïåðåðâíà òîïîëîãiÿ
íà C (p, q) ¹ òàêîæ äèñêðåòíîþ. Ó ïðàöÿõ [17, 23] çãàäàíi ðåçóëüòàòè áóëè ïîøèðå-
íi íà ðîçøèðåíó áiöèêëi÷íó íàïiâãðóïó CZ òà íà iíòåðàñîöiàòèâíîñòi áiöèêëi÷íîãî
ìîíî¨äà. Òàêîæ Òàéìàíîâ ó [38] ïîáóäóâàâ ïðèêëàä íàïiâãðóïè, ÿêà äîïóñêà¹ ëè-
øå äèñêðåòíó íàïiâãðóïîâó ãàóñäîðôîâó òîïîëîãiþ òà â [39] âií âèçíà÷èâ äîñòàòíi
îçíàêè íåäèñêðåòíî¨ íàïiâãðóïîâî¨ òîïîëîãiçàöi¨ êîìóòàòèâíî¨ íàïiâãðóïè. Íàïiâ-
ãðóïà T íàçèâà¹òüñÿ Òàéìàíîâîþ, ÿêùî âîíà ìiñòèòü äâi ðiçíi òî÷êè 0T ,∞T òàêi,
ùî xy = ∞T äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ òî÷îê x, y ∈ T \ {0T ,∞T } i xy = ∞T ó âñiõ
iíøèõ âèïàäêàõ [20]. Ó ïðàöi [20] äîâåäåíî, ùî äîâiëüíà Òàéìàíîâà íàïiâãðóïà ìà¹
òàêi òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi: (i) êîæíà T1-òîïîëîãiÿ ç íåïåðåðâíèìè çñóâàìè íà T
¹ äèñêðåòíîþ; (ii) T çàìêíåíà â äîâiëüíié T1-òîïîëîãi÷íié íàïiâãðóïi, ùî ìiñòèòü
T ÿê ïiäíàïiâãðóïó; (iii) êîæåí íåiçîìîðôíèé ãîìîìîðôíèé îáðàç Z íàïiâãðóïè T
¹ íàïiâãðóïîþ ç íóëüîâèì ìíîæåííÿì i, îòæå, ¹ òîïîëîãi÷íîþ íàïiâãðóïîþ â äî-
âiëüíié òîïîëîãi¨ íà Z. Äèñêðåòíi òà íåäèñêðåòíi òîïîëîãiçàöi¨ íàïiâãðóï ïåðåòâî-
ðåíü çà ìîäóëåì áåðiâñüêîãî ÷è ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó âèâ÷àëè â ïðàöÿõ
[5, 6, 12, 13, 19, 22, 26, 28, 29].

Ïðîáëåìà içîìîðôíîãî çàíóðåííÿ íàïiâãðóï ó ãàóñäîðôîâi òîïîëîãi÷íi íàïiâ-
ãðóïè áëèçüêi äî êîìïàêòíèõ äîñëiäæóâàëè â [1, 2, 3, 6, 12, 13, 18, 21, 23, 24, 25, 27].

Ìè äîâîäèìî, ùî ôàêòîð-íàïiâãðóïà ID∞/Cmg çà ìiíiìàëüíîþ ãðóïîâîþ êîí-
ãðóåíöi¹þ Cmg içîìîðôíà ãðóïi Iso(Z) óñiõ içîìåòðié ìíîæèíè Z; íàïiâãðóïà ID∞
¹ F -iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ, à òàêîæ, ùî íàïiâãðóïà ID∞ içîìîðôíà íàïiâïðÿìîìó
äîáóòêó Iso(Z)nh P∞(Z) âiëüíî¨ íàïiâ ðàòêè ç îäèíèöåþ (P∞(Z),∪) ãðóïîþ Iso(Z).
Âèçíà÷åíî äîñòàòíi óìîâè, çà âèêîíàííÿ ÿêèõ òðàíñëÿöiéíî íåïåðåðâíà òîïîëîãiÿ
íà ID∞ ¹ äèñêðåòíîþ, à òàêîæ ïîáóäîâàíî íåäèñêðåòíó ãàóñäîðôîâó íàïiâãðóïî-
âó òîïîëîãiþ íà ID∞. Äîñëiäæó¹òüñÿ ïðîáëåìà içîìîðôíîãî çàíóðåííÿ äèñêðåòíî¨
íàïiâãðóïè ID∞ ó ãàóñäîðôîâi òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè áëèçüêi äî êîìïàêòíèõ.

2. Ñòðóêòóðíà òåîðåìà äëÿ íàïiâãðóïè ID∞.
Íàéìåíøà ãðóïîâà êîíãðóåíöiÿ Cmg íà iíâåðñíié íàïiâãðóïi S âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

(äèâ. [35, III.5]):

sCmgt â S òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ iäåìïîòåíò e ∈ S òàêèé, ùî es = et.

Ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïè ID∞ âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà α íàïiâ-
ãðóïè ID∞ iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò γα ãðóïè îäèíèöü H(1) òàêèé, ùî α 6 γα, à îòæå,
îçíà÷åíî âiäîáðàæåííÿ

(1) G : ID∞ → H(1) : α 7→ γα.
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Ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïè ID∞ âèïëèâà¹, ùî òàê îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ G ¹ ñþð'¹ê-
òèâíèì ãîìîìîðôiçìîì, i òèì áiëüøå äëÿ α, β ∈ ID∞ ìà¹ìî, ùî

αCmgβ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè (α)G = (β)G.

Îòîæ, ìè äîâåëè òàêó òåîðåìó

Òåîðåìà 1. Ôàêòîð-íàïiâãðóïà ID∞/Cmg içîìîðôíà ãðóïi Iso(Z) óñiõ içîìåòðié

ìíîæèíè Z, ïðè÷îìó ïðèðîäíèé ãîìîìîðôiçì C\mg : ID∞ → Iso(Z) âèçíà÷à¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ (1).

Íàãàäà¹ìî, ùî iíâåðñíà íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ F -iíâåðñíîþ, ÿêùî Cmg-êëàñ
sCmg êîæíîãî åëåìåíòà s ìà¹ íàéáiëüøèé åëåìåíò ñòîñîâíî ïðèðîäíîãî ÷àñòêîâîãî
ïîðÿäêó â S [34]. Î÷åâèäíî, ùî êîæíà F -iíâåðñíà íàïiâãðóïà ìiñòèòü îäèíèöþ.

Ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïè ID∞ âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíîãî åëåìåíòà α íàïiâãðóïè
ID∞ iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò γα ãðóïè îäèíèöü H(1) òàêèé, ùî α 6 γα, à îòæå, âèêî-
íó¹òüñÿ

Íàñëiäîê 1. ID∞ ¹ F -iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ.

Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà s iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè S ïîçíà÷èìî

↓s = {x ∈ S : x 6 s},

äå 6 � ïðèðîäíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà S.
Íåõàé S � äîâiëüíà F -iíâåðñíà íàïiâãðóïà. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà s íà-

ïiâãðóïè S ÷åðåç es ïîçíà÷èìî iäåìïîòåíò ss−1 ∈ S, ÷åðåç ts � íàéáiëüøèé åëåìåíò
ñòîñîâíî ïðèðîäíîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó íà S â Cmg-êëàñi sCmg åëåìåíòà s, i íåõàé
TS = {ts : s ∈ S}. Òîäi íàïiâãðóïà S ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì ìíîæèí ↓t, äå t ∈ TS
[34].

Ñòðóêòóðà F -iíâåðñíèõ íàïiâãðóï âèêëàäåíà ó [34], íàäàëi ìè äàëi âèêîðèñòà-
¹ìî òàêi äâà òâåðäæåííÿ äëÿ îïèñàííÿ íàïiâãðóïè ID∞.

Ëåìà 1 ([34, ëåìà 3]). Íåõàé S � F -iíâåðñíà íàïiâãðóïà ç îäèíèöåþ 1S. Òîäi:

(i) 1S � îäèíèöÿ íàïiâ ðàòêè E(S);
(ii) ìíîæèíà TS ç áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ

u ∗ v = tuv, u, v ∈ TS ,

¹ ãðóïîþ ç íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì 1S, i t
−1 ¹ îáåðíåíèì äî åëåìåíòà t â

ãðóïi (TS , ∗);
(iii) äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà t ∈ TS âiäîáðàæåííÿ Ft : E(S) → ↓et, îçíà÷åíå çà

ôîðìóëîþ

(f)Ft = tft−1, f ∈ E(S),

¹ ñþð'¹êòèâíèì ãîìîìîðôiçìîì, ïðè÷îìó F1S ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì
íà E(S);

(iv) (1S)Ft = et é (et)Ft−1 = et−1 , äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà t ∈ TS;
(v) äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ u, v ∈ S âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

((1S)Fu)Fv · (f)Fu∗v = ((f)Fu)Fv, äëÿ äîâiëüíîãî iäåìïîòåíòà f ∈ S;
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(vi) ÿêùî u, v ∈ TS, òî
f · (g)Fu 6 eu∗v,

äëÿ âñiõ iäåìïîòåíòiâ f 6 eu òà g 6 ev íàïiâãðóïè S.

Òåîðåìà 2 ([34, òåîðåìà 3]). Íåõàé S � F -iíâåðñíà íàïiâãðóïà òà S=
⋃
t∈TS

(↓et×{t}).

Îçíà÷èìî íà S áiíàðíó îïåðàöiþ ◦ òàê: ÿêùî u, v ∈ TS, òî äëÿ iäåìïîòåíòiâ
f 6 eu òà g 6 ev ïðèéìåìî

(2) (f, u) ◦ (g, v) = (f · (g)Fu, u ∗ v) .
Òîäi ◦ � íàïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ íà S i íàïiâãðóïà (S , ◦) içîìîðôíà íàïiâãðóïi S
ñòîñîâíî âiäîáðàæåííÿ H : S → S : s 7→

(
ss−1, ts

)
.

Íåõàé A òà B � íàïiâãðóïè, End(B) � íàïiâãðóïà åíäîìîðôiçìiâ íàïiâãðóïè B
i âèçíà÷åíî ãîìîìîðôiçì h : A → End(B) : b 7→ hb. Òîäi ìíîæèíà A × B ç áiíàðíîþ
îïåðàöi¹þ

(a1, b1) · (a2, b2) = (a1a2, (b1)ha2b2) , a1, a2 ∈ A, b1, b2 ∈ B
íàçèâà¹òüñÿ íàïiâïðÿìèì äîáóòêîì íàïiâãðóïè A íàïiâãðóïîþ B ñòîñîâíî ãîìîìîð-
ôiçìó h i ïîçíà÷à¹òüñÿ A nh B [32]. Ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî âèçíà÷åíà ïðàâà
äiÿ íàïiâãðóïè A íà íàïiâãðóïi B åíäîìîðôiçìiâ (ãîìîìîðôiçìiâ). Çàóâàæèìî, ùî
íàïiâïðÿìèé äîáóòîê iíâåðñíèõ íàïiâãðóï íå çàâæäè ¹ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ (äèâ.
[32, ðîçäië 5.3]).

Ëåìà 2. Âiäîáðàæåííÿ h : H(1) → End (E(ID∞)) : γ 7→ hγ , äå (α)hγ = γ−1αγ �
àâòîìîðôiçì íàïiâ ðàòêè E(ID∞), ¹ ãîìîìîðôiçìîì, ïðè÷îìó h1 � òîòîæíèé
àâòîìîðôiçì íàïiâ ðàòêè E(ID∞).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíèõ γ ∈ H(1), ε, ι ∈ E(ID∞) îòðèìà¹ìî, ùî

(ει)hγ = γ−1ειγ = γ−1εγγ−1ιγ = (ε)hγ(ι)hγ ,

à îòæå, hγ � ãîìîìîðôiçì íàïiâ ðàòêè E(ID∞). Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ γ ∈ H(1)
òà ε ∈ E(ID∞) åëåìåíò γεγ−1 ¹ iäåìïîòåíòîì íàïiâãðóïè ID∞ i

(γεγ−1)hγ = γ−1(γεγ−1)γ = ε,

òî ãîìîìîðôiçì hγ � ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî h1 � òîòîæíå âiä-
îáðàæåííÿ íàïiâ ðàòêè E(ID∞).

Ïðèïóñòèìî, ùî (ε)hγ = (ι)hγ , äëÿ äåÿêèõ γ ∈ H(1), ε, ι ∈ E(ID∞). Îñêiëüêè
H(1) � ãðóïà îäèíèöü íàïiâãðóïè ID∞, òî ç ðiâíîñòåé

γ−1εγ = (ε)hγ = (ι)hγ = γ−1ιγ

âèïëèâà¹, ùî
ε = 1ε1 = γγ−1εγγ−1 = γγ−1ιγγ−1 = 1ι1 = ι,

à îòæå, hγ � àâòîìîðôiçì íàïiâ ðàòêè E(ID∞).
Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi γ, δ ∈ H(1). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî iäåìïîòåíòà ε ∈ ID∞

ìà¹ìî, ùî

(ε)hγδ = (γδ)−1εγδ = δ−1γ−1εγδ = δ−1(ε)hγδ = ((ε)hγ) hδ = (ε) (hγ · hδ) ,
à îòæå, òàê îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ h : H(1)→ End (E(ID∞)) ¹ ãîìîìîðôiçìîì. �



ÏÐÎ ÍÀÏIÂÃÐÓÏÓ ID∞
ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2017. Âèïóñê 83 11

Íàñòóïíà òåîðåìà îïèñó¹ ñòðóêòóðó íàïiâãðóïè ID∞.

Òåîðåìà 3. Íàïiâãðóïà ID∞ içîìîðôíà íàïiâïðÿìîìó äîáóòêó Iso(Z) nh P∞(Z)
âiëüíî¨ íàïiâ ðàòêè ç îäèíèöåþ (P∞(Z),∪) ãðóïîþ Iso(Z) óñiõ içîìåòðié ìíîæèíè
öiëèõ ÷èñåë Z.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ãðóïà îäèíèöü H(1) íàïiâãðóïè ID∞ içîìîðôíà ãðóïi Iso(Z)
óñiõ içîìåòðié ìíîæèíè Z, òî íàì äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî íàïiâãðóïà ID∞ içîìîðô-
íà íàïiâïðÿìîìó äîáóòêó H(1) nh E(ID∞) íàïiâ ðàòêè E(ID∞) ãðóïîþ îäèíèöü
H(1) íàïiâãðóïè ID∞ ñòîñîâíî ãîìîìîðôiçìó h : H(1) → End (E(ID∞)) : γ 7→ hγ ,
äå (α)hγ = γ−1αγ.

Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ T : ID∞ → H(1)nh E(ID∞) çà ôîðìóëîþ

(α)T =
(
γα, α

−1α
)
,

äå åëåìåíò γα ãðóïè îäèíèöü H(1) íàïiâãðóïè ID∞, âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (1).
Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà α íàïiâãðóïè ID∞ iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò γα ãðó-
ïè îäèíèöü H(1) òàêèé, ùî α 6 γα, òî ç íàñëiäêó 1 âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ
T : ID∞ → H(1) nh E(ID∞) îçíà÷åíå êîðåêòíî, i âîíî ¹ ñþð'¹êòèâíèì. Ïðèïóñ-
òèìî, ùî iñíóþòü åëåìåíòè α òà β íàïiâãðóïè ID∞ òàêi, ùî (α)T = (β)T. Òîäi(
γα, α

−1α
)
=
(
γβ , β

−1β
)
i, âèêîðèñòàâøè âëàñòèâiñòü, ùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà α

íàïiâãðóïè ID∞ iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò γα ãðóïè îäèíèöü H(1) òàêèé, ùî α 6 γα, i
ëåìó 1.4.6 ç [32], îòðèìó¹ìî

α = γαα
−1α = γββ

−1β = β,

à îòæå, âiäîáðàæåííÿ T : ID∞ → H(1)nh E(ID∞) ¹ ñþð'¹êòèâíèì.
Íåõàé α òà β � äîâiëüíi åëåìåíòè íàïiâãðóïè ID∞. Òîäi ç ôîðìóëè (1) i òåî-

ðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî αβCmgγαγβ , i îñêiëüêè γα, γβ ∈ H(1), òî îòðèìó¹ìî, ùî γαγβ =
γαβ . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

(α)T(β)T =
(
γα, α

−1α
) (
γβ , β

−1β
)
=

=
(
γαγβ , γ

−1
β α−1αγββ

−1β
)
=

=
(
γαβ , γ

−1
β α−1αγββ

−1β
)
.

Çà ëåìîþ 2 âiäîáðàæåííÿ hγ : E(ID∞) → E(ID∞) : α 7→ γ−1αγ ¹ àâòîìîðôiçìîì
íàïiâ ðàòêè E(ID∞), à îòæå îòðèìó¹ìî, ùî åëåìåíò γ−1β α−1αγβ ¹ iäåìïîòåíòîì íà-
ïiâãðóïè ID∞. Îñêiëüêè ID∞ � iíâåðñíà íàïiâãðóïà, òî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà α
íàïiâãðóïè ID∞ iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò γα ãðóïè îäèíèöü H(1) òàêèé, ùî α 6 γα. Ç
ëåìè 1.4.6 ç [32] âèëèâà¹, ùî β = γββ

−1β, à îòæå,

γ−1β α−1αγββ
−1β =

(
γ−1β α−1αγβ

) (
β−1β

) (
β−1β

)
=

=
(
β−1βγ−1β

) (
α−1α

) (
γββ

−1β
)
=

=
(
γββ

−1β
)−1 (

α−1α
) (
γββ

−1β
)
=

= β−1
(
α−1α

)
β =

=
(
β−1α−1

)
(αβ) =

= (αβ)
−1

(αβ) .
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Îòîæ, îòðèìó¹ìî

(αβ)T =
(
γαβ , (αβ)

−1αβ
)
= (α)T(β)T,

à îòæå, âiäîáðàæåííÿ T : ID∞ → H(1) nh E(ID∞) ¹ ãîìîìîðôiçìîì, ùî i çàâåðøó¹
äîâåäåííÿ òåîðåìè. �

Ïîçàÿê ãðóïà Iso(Z) içîìîðôíà íàïiâïðÿìîìó äîáóòêó Z(+)oZ2, òî ç òåîðåìè 3
âèïëèâà¹ íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2. Íàïiâãðóïà ID∞ içîìîðôíà íàïiâïðÿìîìó äîáóòêó

(Z(+)o Z2)nh P∞(Z).

Íàäàëi íàì áóäå ïîòðiáíå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. Äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ ID∞ ìíîæèíà

↑α = {β ∈ ID∞ : α 6 β}

ñêií÷åííà.

Äîâåäåííÿ. Ç ëåìè 1.4.6 [32] âèïëèâà¹, ùî

↑α =
{
β ∈ ID∞ : α = αα−1β

}
,

i, âèêîðèñòàâøè òå, ùî ó íàïiâãðóïi ID∞ óñi iäåìïîòåíòè ¹ ÷àñòêîâèìè òîòîæíè-
ìè âiäîáðàæåííÿìè êîñêií÷åííèõ ó Z ïiäìíîæèí, îòðèìó¹ìî, ùî ïiäìíîæèíà ↑α ¹
ñêií÷åííîþ â ID∞. �

Òâåðäæåííÿ 2. Äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ ID∞ ìíîæèíè

R(α|β) = {χ ∈ ID∞ : αχ = β} i L(α|β) = {χ ∈ ID∞ : χα = β}

ñêií÷åííi. Ïðè÷îìó, ÿêùî R(α|β) 6= ∅ (L(α|β) 6= ∅), òî |R(α|β) ∩H(1)| = 1
(|L(α|β) ∩H(1)| = 1).

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, î÷åâèäíî, ùî R(α|β) ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè

R =
{
χ ∈ ID∞ : α−1αχ = α−1β

}
,

îñêiëüêè α−1α ¹ iäåìïîòåíòîì íàïiâãðóïè ID∞, òî îòðèìó¹ìî, ùî R ⊆ ↑α−1β. Òîäi
çà òâåðäæåííÿì 1 îòðèìó¹ìî, ùî R � ñêií÷åííà, à îòæå, R(α|β) � ñêií÷åííà ïiä-
ìíîæèíà â ID∞. Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ID∞ ¹ F -íàïiâãðóïîþ.
Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ ó âèïàäêó ìíîæèíè L(α|β) ¹ àíàëîãi÷íèì. �

3. Ïðî (íàïiâ)òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó ID∞.

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé τ � T1-òîïîëîãiÿ íà íàïiâãðóïi ID∞ ñòîñîâíî ÿêî¨ ëiâi
(ïðàâi) çñóâè â (ID∞, τ) ¹ íåïåðåðâíèìè âiäîáðàæåííÿìè òà òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
(ID∞, τ) ìiñòèòü içîëüîâàíó òî÷êó. Òîäi ãðóïà îäèíèöü H(1) ¹ äèñêðåòíèì ïiä-
ïðîñòîðîì â (ID∞, τ).



ÏÐÎ ÍÀÏIÂÃÐÓÏÓ ID∞
ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2017. Âèïóñê 83 13

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiâi çñóâè â (ID∞, τ) ¹ íåïåðåðâíèìè âiäîáðàæåííÿìè.
Íåõàé α0 � içîëüîâàíà òî÷êà â (ID∞, τ). Òîäi ç íåïåðåðâíîñòi ëiâèõ çñóâiâ ó (ID∞, τ)
âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà ↑α0 � âiäêðèòî-çàìêíåíà, ÿê ïîâíèé ïðîîáðàç âiäêðèòî-
çàìêíåíî¨ ìíîæèíè ïðè íåïåðåðâíîìó ëiâîìó çñóâi íà iäåìïîòåíò α0α

−1
0 . Ïîçàÿê

τ � T1-òîïîëîãiÿ íà íàïiâãðóïi ID∞, òî çà òâåðäæåííÿì 2 ãðóïà îäèíèöü H(1) íà-
ïiâãðóïè ID∞ ìiñòèòü içîëüîâàíó òî÷êó â (ID∞, τ). Àëå â êîæíié ãðóïi ðiâíÿííÿ
ax = b ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê i ìíîæèíà ID∞ \H(1) ¹ äâîái÷íèì iäåàëîì â íàïiâãðóïi
ID∞, òî ç íåïåðåðâíîñòi ëiâèõ çñóâiâ ó (ID∞, τ) âèïëèâà¹, ùî êîæåí åëåìåíò ãðóïè
îäèíèöü H(1) ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ â ïðîñòîði (ID∞, τ).

Äëÿ ïðàâèõ çñóâiâ äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå. �

Òåîðåìà 4. Íåõàé τ � áåðiâñüêà T1-òîïîëîãiÿ íà íàïiâãðóïi ID∞, ñòîñîâíî ÿêî¨
ëiâi (ïðàâi) çñóâè â (ID∞, τ) ¹ íåïåðåðâíèìè âiäîáðàæåííÿìè. Òîäi ãðóïà îäèíèöü
H(1) ¹ äèñêðåòíèì ïiäïðîñòîðîì â (ID∞, τ).

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiâi çñóâè â (ID∞, τ) ¹ íåïåðåðâíèìè âiäîáðàæåííÿìè.
Ïîçàÿê íàïiâãðóïà ID∞ çëi÷åííà, òî ç áåðîâîñòi T1-ïðîñòîðó (ID∞, τ) âèïëèâà¹, ùî
õî÷à á îäèí åëåìåíò ñiì'¨ {{α} : α ∈ ID∞} ìà¹ íåïîðîæíþ âíóòðiøíiñòü â (ID∞, τ),
à îòæå, ïðîñòið (ID∞, τ) ìiñòèòü içîëüîâàíó òî÷êó. Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ òâåðäæåí-
íÿì 3. �

Êàæóòü, ùî òîïîëîãiÿ τ íà íàïiâãðóïi S ¹ ëiâî (ïðàâî) E-áåðiâñüêîþ, ÿêùî äëÿ
äîâiëüíîãî iäåìïîòåíòà e ∈ S ïiäïðîñòið eS (Se) â S ¹ áåðiâñüêèì.

Òåîðåìà 5. Êîæíà ëiâî (ïðàâî) E-áåðiâñüêà T1-òîïîëîãiÿ τ íà íàïiâãðóïi ID∞,
ñòîñîâíî ÿêî¨ ïðàâi (ëiâi) çñóâè â (ID∞, τ) ¹ íåïåðåðâíèìè âiäîáðàæåííÿìè, äèñ-
êðåòíà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé τ � ëiâî E-áåðiâñüêà T1-òîïîëîãiÿ íà íàïiâãðóïi ID∞, ñòîñîâíî
ÿêî¨ ëiâi (ïðàâi) çñóâè â (ID∞, τ) ¹ íåïåðåðâíèìè âiäîáðàæåííÿìè. Îñêiëüêè ID∞ �
iíâåðñíà íàïiâãðóïà, òî αID∞ = αα−1ID∞ äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà α ∈ ID∞, à îòæå,
αID∞ � áåðiâñüêèé ïiäïðîñòið â (ID∞, τ). Òîäi ç áåðîâîñòi T1-ïðîñòîðó αID∞ âèïëè-
âà¹, ùî õî÷à á îäèí åëåìåíò ñiì'¨ {{β} : β ∈ αID∞} ìà¹ íåïîðîæíþ âíóòðiøíiñòü â
αID∞, à îòæå, ïðîñòið αID∞ ìiñòèòü içîëüîâàíó òî÷êó. Íåõàé α0 � içîëüîâàíà òî÷-
êà â αID∞ i αβ = α0 äëÿ äåÿêîãî β ∈ ID∞. Òîäi ç íåïåðåðâíîñòi ïðàâèõ çñóâiâ ó
(ID∞, τ) òà òâåðäæåííÿ 2 âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà

{χ ∈ ID∞ : χβ = α0}

¹ ñêií÷åííîþ òà âiäêðèòîþ â (ID∞, τ) ÿê ïîâíèé ïðîîáðàç âiäêðèòî¨ ìíîæèíè ïðè
íåïåðåðâíîìó ïðàâîìó çñóâi íà åëåìåíò β, i, êðiì òîãî, âîíà ìiñòèòü åëåìåíò α.
Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî α � içîëüîâàíà òî÷êà â (ID∞, τ). Ç äîâiëüíîñòi âèáîðó åëåìåíòà
α ∈ ID∞ âèïëèâà¹, ùî óñi òî÷êè ïðîñòîðó (ID∞, τ) içîëüîâàíi. �

Ïîçàÿê â ãàóñäîðôîâié íàïiâòîïîëîãi÷íié íàïiâãðóïi S ìíîæèíè eS i Se � çàìê-
íåíi äëÿ äîâiëüíîãî iäåìïîòåíòà e ∈ S, òî ç òåîðåìè 5 âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê

Íàñëiäîê 3. Êîæíà ãàóñäîðôîâà òðàíñëÿöiéíî íåïåðåðâíà ñïàäêîâî áåðiâñüêà òî-
ïîëîãiÿ τ íà íàïiâãðóïi ID∞ ¹ äèñêðåòíîþ.
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Îñêiëüêè êîæåí ãàóñäîðôîâèé ëîêàëüíî êîìïàêòíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ¹
ïîâíèì çà ×åõîì, à êîæåí ïîâíèé çà ×åõîì ¹ ñïàäêîâî áåðiâñüêèì (äèâ. [16]), òî ç
íàñëiäêó 3 âèïëèâà¹ íàñëiäîê 4.

Íàñëiäîê 4. Êîæíà ãàóñäîðôîâà òðàíñëÿöiéíî íåïåðåðâíà ïîâíà çà ×åõîì (à îò-
æå, i ëîêàëüíî êîìïàêòíà) òîïîëîãiÿ τ íà íàïiâãðóïi ID∞ ¹ äèñêðåòíîþ.

Ç íàñòóïíîãî ïðèêëàäó âèïëèâà¹, ùî íà íàïiâãðóïi ID∞ iñíó¹ íåäèñêðåòíà íåáå-
ðiâñüêà ãàóñäîðôîâà òîïîëîãiÿ τNB òàêà, ùî (ID∞, τNB) ¹ òîïîëîãi÷íîþ íàïiâãðóïîþ.

Ïðèêëàä 1. Âiäîìî, ùî ãðóïà içîìåòðié Iso(T1) îäèíè÷íîãî êîëà

T1 = {z ∈ C : |z| = 1}
íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi içîìîðôíà íàïiâïðÿìîìó äîáóòêó T1 oZ2 òà âiäîáðàæåííÿ

θ : Z(+)o Z2 → T1 o Z2 : (z, a) 7→ (eiz, a)

¹ içîìîðôíèì (àëãåáðè÷íèì) çàíóðåííÿì ãðóïè Iso(Z) â ãðóïó Iso(T1). Íåõàé íà
îäèíè÷íîìó êîëi T1 çàäàíî êîìïàêòíó òîïîëîãiþ, iíäóêîâàíó ç C, äå íà C âèçíà÷åíà
çâè÷àéíà åâêëiäîâà òîïîëîãiÿ, à íà ãðóïi Z2 âèçíà÷åíà äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ. Òîäi
T1oZ2 ç òîïîëîãi¹þ äîáóòêó ¹ êîìïàêòíîþ òîïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ (äèâ. [36, ïðèêëàä
6.22]), ÿêà iíäóêó¹ íà ïiäãðóïi Iso(Z) íåäèñêðåòíó ãðóïîâó òîïîëîãiþ.

Íåõàé íà íàïiâ ðàòöi P∞(Z) çàäàíà äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ. Òîäi çà òåîðåìîþ 2.10
ç [11, òîì 1, ñ. 67] íàïiâãðóïà (Z(+)o Z2)nh P∞(Z) ç òîïîëîãi¹þ äîáóòêó ¹ òîïîëî-
ãi÷íîþ íàïiâãðóïîþ, ÿêà, î÷åâèäíî, íå ¹ äèñêðåòíèì ïðîñòîðîì.

Ëåìà 3. ßêùî A � äèñêðåòíèé ùiëüíèé ïiäïðîñòið T1-òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
X, òî A � âiäêðèòèé ïiäïðîñòið â X.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: iñíó¹ òî÷êà x ∈ A òàêà, ùî êîæåí ¨¨ âiäêðèòèé
îêië U(x) ïåðåòèíà¹ ìíîæèíóX\A. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé âiäêðèòèé îêië U0(x) òî÷-
êè x â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X òàêèé, ùî U0(x)∩A = {x}. Òîäi U0(x) ¹ âiäêðèòèì
îêîëîì äåÿêî¨ òî÷êè y ∈ U0(x) ∩ X \ A â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, à îòæå, U0(x)
ìiñòèòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü òî÷îê ìíîæèíè A, ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó îêîëó U0(x).
Ç îòðèìàíî¨ ñóïåðå÷íîñòi âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè. �

Òåîðåìà 6. Íåõàé äèñêðåòíà íàïiâãðóïà ID∞ ¹ ùiëüíîþ ïiäíàïiâãðóïîþ T1-
íàïiâòîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè S é I = S \ ID∞ 6= ∅. Òîäi I ¹ äâîái÷íèì iäåàëîì
â S.

Äîâåäåííÿ. Ç ëåìè 3 âèïëèâà¹, ùî ID∞ ¹ âiäêðèòèì ïiäïðîñòîðîì â S.
Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò y ∈ I, ÿêùî x · y = z /∈ I äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà

x ∈ ID∞, òî iñíó¹ âiäêðèòèé îêië U(y) òî÷êè y â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði S òàêèé,
ùî {x} · U(y) = {z} ⊂ ID∞. Îêië U(y) ìiñòèòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ
íàïiâãðóïè ID∞, ùî ñóïåðå÷èòü òâåðäæåííþ 2. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹,
ùî x · y ∈ I äëÿ âñiõ x ∈ ID∞ and y ∈ I. Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ, ùî y ·x ∈ I äëÿ âñiõ
x ∈ ID∞ òà y ∈ I ¹ àíàëîãi÷íèì.

Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: x · y = w /∈ I, äëÿ äåÿêèõ x, y ∈ I. Òîäi w ∈ ID∞ i
ç íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â S âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü âiäêðèòi
îêîëè U(x) òà U(y) òî÷îê x òà y â ïðîñòîði S, âiäïîâiäíî, òàêi, ùî {x} · U(y) = {w}
and U(x) · {y} = {w}. Îäíàê îáèäâà îêîëè U(x) i U(y) ìiñòÿòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü
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åëåìåíòiâ íàïiâãðóïè ID∞, à îòæå, îáèäâi ðiâíîñòi {x}·U(y) = {w} é U(x)·{y} = {w}
ñóïåðå÷àòü ïîïåðåäíié ÷àñòèíi äîâåäåííÿ òåîðåìè, îñêiëüêè {x} · (U(y) ∩ ID∞) ⊆ I.
Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî x · y ∈ I. �

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé ãàóñäîðôîâà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà S ìiñòèòü äèñêðåòíó
íàïiâãðóïó ID∞ ÿê ùiëüíó ïiäíàïiâãðóïó. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ ID∞ ìíîæèíà

Dc = {(x, y) ∈ ID∞ × ID∞ : xy = c}

âiêðèòî-çàìêíåíà â S × S.

Äîâåäåííÿ. Ç ëåìè 3 âèïëèâà¹, ùî ID∞ ¹ âiäêðèòèì ïiäïðîñòîðîì â S. Òîäi ç íå-
ïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â íàïiâãðóïi S îòðèìó¹ìî, ùî Dc � âiäêðèòà
ïiäìíîæèíà â ïðîñòîði S × S äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà c ∈ ID∞.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò c ∈ ID∞, ùî Dc ¹ íåçàìêíåíîþ ïiäìíîæè-
íîþ â S×S. Òîäi iñíó¹ òî÷êà íàêîïè÷åííÿ (a, b) ∈ S×S ìíîæèíè Dc. Ç íåïåðåðâíîñòi
íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â S âèïëèâà¹, ùî a · b = c. Àëå ID∞ × ID∞ ¹ äèñêðåòíèì ïiä-
ïðîñòîðîì â S×S, à îòæå, çà òåîðåìîþ 6 òî÷êè a i b íàëåæàòü äî äâîái÷íîãî iäåàëó
I = S \ ID∞, à çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äîáóòîê a · b ∈ S \ ID∞ íå ìîæå äîðiâíþâàòè
åëåìåíòîâi c. �

Òåîðåìà 7. ßêùî ãàóñäîðôîâà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà S ìiñòèòü íàïiâãðóïó ID∞
ÿê ùiëüíó äèñêðåòíó ïiäíàïiâãðóïó, òî êâàäðàò S × S íå ¹ ñëàáêî êîìïàêòíèì
ïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ. Ç òâåðäæåííÿì 4 äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà c ∈ ID∞ êâàäðàò S × S ìi-
ñòèòü âiäêðèòî-çàìêíåíèé äèñêðåòíèé ïiäïðîñòið Dc. Ó âèïàäêó, êîëè c ¹ îäèíèöåþ
ãðóïè îäèíèöü íàïiâãðóïè ID∞, òî ìíîæèíà Dc ìiñòèòü íåñêií÷åííó ïiäìíîæèíó{(
x, x−1

)
: x ∈ H(1)

}
, à îòæå, ìíîæèíà Dc ¹ íåñêií÷åííîþ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïðî-

ñòið S × S íå ¹ ñëàáêî êîìïàêòíèì. �

Ç iíøîãî áîêó, êîæåí çëi÷åííî êîìïàêòíèé ïðîñòið ¹ ñëàáêî êîìïàêòíèì i çà
òåîðåìîþ 3.10.4 ç [16] çàìêíåíèé ïiäïðîñòið çëi÷åííî êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó ¹ çíîâó
çëi÷åííî êîìïàêòíèì, òî ç òåîðåìè 7 âèïëèâà¹ íàñëiäîê 5.

Íàñëiäîê 5. ßêùî ãàóñäîðôîâà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà S ìiñòèòü äèñêðåòíó íà-
ïiâãðóïó ID∞, òî ¨¨ êâàäðàò S × S íå ¹ çëi÷åííî êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.

Âiäîìî, ùî êîìïàêòíiñòü i ñåêâåíöiàëüíà êîìïàêòíiñòü çáåðiãà¹òüñÿ ñêií÷åííè-
ìè äîáóòêàìè (äèâ. [16, ðîçäië 3]), à îòæå, ç íàñëiäêó 5 âèïëèâàþòü òàêi äâà íàñëiäêè

Íàñëiäîê 6. Äèñêðåòíà íàïiâãðóïà ID∞ íå çàíóðþ¹òüñÿ òîïîëîãi÷íî içîìîðôíî â
æîäíó ãàóñäîðôîâó êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó.

Íàñëiäîê 7. Äèñêðåòíà íàïiâãðóïà ID∞ íå çàíóðþ¹òüñÿ òîïîëîãi÷íî içîìîðôíî â
æîäíó ãàóñäîðôîâó ñåêâåíöiàëüíî êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó.

Òåîðåìà 8. ßêùî ãàóñäîðôîâà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà S ìiñòèòü íàïiâãðóïó ID∞
ç içîëüîâàíîþ òî÷êîþ â ID∞, òî êâàäðàò S×S íå ¹ çëi÷åííî êîìïàêòíèì ïðîñòî-
ðîì.
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Äîâåäåííÿ. ßêùî íàïiâãðóïà ID∞ ìiñòèòü içîëüîâàíó òî÷êó, òî çà òâåðäæåííÿì 3
ãðóïà îäèíèöü H(1) ¹ äèñêðåòíèì ïiäïðîñòîðîì â ID∞. Òîäi çà òâåðäæåííÿì 2.3.3
ç [16] îòðèìà¹ìî, ùî clS×S(H(1) × H(1)) = clS(H(1)) × clS(H(1)), à òîäi ç òåîðå-
ìè 3.10.4 ç [16] âèïëèâà¹, ùî clS×S(H(1) × H(1)) � çëi÷åííî êîìïàêòíèé ïðîñòið.
Îäíàê clS×S(H(1)×H(1)) � çàìêíåíà ïiäíàïiâãðóïà â S×S (äèâ. [11, ò. 1, ñ. 9�10]),
òî ç àíàëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü (ÿê i â äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 4 i òåîðåìè 7) îòðèìó¹ìî,
ùî clS×S(H(1) × H(1)) íå ¹ ñëàáêî êîìïàêòíèì ïiäïðîñòîðîì â S × S, à îòæå, çà
òåîðåìîþ 3.10.4 ç [16] ïðîñòið S × S íå ¹ çëi÷åííî êîìïàêòíèì. �

Òåîðåìà 9. Ñëàáêî êîìïàêòíà êâàçi-ðåãóëÿðíà T1-òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà
íå ìiñòèòü íàïiâãðóïó ID∞ ÿê ùiëüíó ïiäíàïiâãðóïó.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: iñíó¹ ñëàáêî êîìïàêòíà êâàçi-ðåãóëÿðíà T1-
òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà S, ÿêà ìiñòèòü íàïiâãðóïó ID∞ ÿê ùiëüíó ïiäíà-
ïiâãðóïó. Òîäi ç òåîðåìè 2.8 ìîíîãðàôi¨ [31] âèïëèâà¹, ùî ïðîñòið íàïiâãðóïè S ¹
áåðiâñüêèì, à îòæå, õî÷à á îäèí åëåìåíò ñiì'¨ U = {s : s ∈ ID∞} ∪ {S \ ID∞} ìà¹
íåïîðîæíþ âíóòðiøíiñòü. Ïîçàÿê óñi òî÷êè ìíîæèíè S \ ID∞ ¹ òî÷êàìè äîòèêó äî
ìíîæèíè ID∞ ó ïðîñòîði S, òî intS (S \ ID∞) = ∅, à îòæå, íàïiâãðóïà ID∞ ìiñòèòü
içîëüîâàíó òî÷êó â ïðîñòîði S. Òîäi çà òâåðäæåííÿì 3 ãðóïà îäèíèöü H(1) íàïiâ-
ãðóïè ID∞ ¹ äèñêðåòíèì ïiäïðîñòîðîì ó íàïiâãðóïi ID∞, à îòæå, i ó ïðîñòîði S.
Ïðèïóñòèìî, ùî ãðóïà îäèíèöü H(1) íàïiâãðóïè ID∞ íå ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì
ó òîïîëîãi÷íié iíâåðñíié íàïiâãðóïi S. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò s ∈ S òàêèé,
ùî s ∈ clS (H(1)) \ H(1). Äîâåäåìî, ùî ss−1 6= 1 6= s−1s. Íåõàé U(1) � äîâiëüíèé
âiäêðèòèé îêië îäèíèöi 1 íàïiâãðóïè ID∞ ó òîïîëîãi÷íié iíâåðñíié íàïiâãðóïi S òà-
êèé, ùî U(1)∩ID∞ = {1}. Îäíàê S � òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà, à îòæå, iñíó¹
âiäêðèòèé îêië V (s) åëåìåíòà s ó ïðîñòîði S òàêèé, ùî

V (s) · (V (s))
−1 ∪ (V (s))

−1 · V (s) ⊆ U(1).

Àëå îêië V (s) åëåìåíòà s ìiñòèòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ãðóïè îäèíèöü
H(1) íàïiâãðóïè ID∞, òî(

V (s) · (V (s))
−1 ∪ (V (s))

−1 · V (s)
)
∩ ID∞ 6= {1},

à öå ñóïåðå÷èòü âèáîðó îêîëó U(1). Ç îòðèìàíî¨ ñóïåðå÷íîñòi âèïëèâà¹, ùî ãðóïà
îäèíèöü H(1) íàïiâãðóïè ID∞ ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ó òîïîëîãi÷íié iíâåðñíié
íàïiâãðóïi S, i áiëüøå òîãî, ãðóïà îäèíèöü H(1) íàïiâãðóïè ID∞ ¹ ãðóïîþ îäèíèöü
íàïiâãðóïè S.

Äàëi çàóâàæèìî, ùî ãðóïà îäèíèöü H(1) íàïiâãðóïè ID∞ ¹ âiäêðèòèì ïiäïðîñ-
òîðîì â ïðîñòîði S. Ñïðàâäi, ç íàâåäåíèõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî íàïiâãðóïà S
ìiñòèòü içîëüîâàíó òî÷êó s0 ∈ ID∞ â ïðîñòîði S. Ïîçàÿê S � òîïîëîãi÷íà iíâåðñ-
íà íàïiâãðóïà, òî ïîâíèé ïðîîáðàç ({s0})ρ−1s0 ñòîñîâíî ïðàâîãî çñóâó ρs0 : S → S :
s 7→ s · s0 ¹ âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ â S. Ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïè ID∞ âèïëèâà¹, ùî
({s0})ρ−1s0 ∩ H(1) = {1}. Äîâåäåìî, øî ìíîæèíà ({s0})ρ−1s0 ñêií÷åííà. Ïðèïóñòèìî
ïðîòèëåæíå. Íåõàé ({s0})ρ−1s0 � íåñêií÷åííà ìíîæèíà â S. Òîäi ç òâåðäæåííÿ 2 âè-
ïëèâà¹, ùî âiäêðèòà ïiäìíîæèíà ({s0})ρ−1s0 ìiñòèòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ
ç íàðîñòó S \ ID∞, à îòæå, âîíà ¹ âiäêðèòèì îêîëîì äåÿêî¨ òî÷êè x ∈ S \ ID∞. Àëå
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äîâiëüíèé âiäêðèòèé îêië òî÷êè x ∈ S \ ID∞ ìiñòèòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü åëåìåí-
òiâ íàïiâãðóïè ID∞, à öå ñóïåðå÷èòü òâåðäæåííþ 2, îñêiëüêè

(
({s0})ρ−1s0

)
ρs0 = {s0}.

Îòîæ, ìè îòðèìàëè, ùî ìíîæèíà ({s0})ρ−1s0 âiäêðèòà òà ñêií÷åííà, i, êðiì òîãî, âîíà
ìiñòèòü îäèíèöþ 1 ãðóïè îäèíèöü H(1). Îòæå, îäèíèöÿ 1 ãðóïè îäèíèöü H(1) íà-
ïiâãðóïè ID∞ ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ â ïðîñòîði S. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò x0
ãðóïè îäèíèöü H(1). Ïîçàÿê S � òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà, òî ïîâíèé ïðî-
îáðàç ({1})ρ−1

x−1
0

ñòîñîâíî ïðàâîãî çñóâó ρx−1
0

: S → S : s 7→ s ·x−10 ¹ âiäêðèòîþ ïiäìíî-

æèíîþ â S. Òîäi ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïè ID∞ âèïëèâà¹, ùî ({1})ρ−1
x−1
0

∩ ID∞ = {x0}.
Âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 2, îòðèìó¹ìî, ùî ({1})ρ−1

x−1
0

∩ S = {x0}. Îòîæ, ãðóïà
îäèíèöü H(1) íàïiâãðóïè ID∞ ¹ âiäêðèòî-çàìêíåíèì äèñêðåòíèì ïiäïðîñòîðîì ó òî-
ïîëîãi÷íié iíâåðñíié íàïiâãðóïi S, à öå ñóïåðå÷èòü ñëàáêié êîìïàêòíîñòi ïðîñòîðó S.
Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. �

Òåîðåìà 10. Íàïiâãðóïà ID∞ íå çàíóðþ¹òüñÿ â æîäíó çëi÷åííî êîìïàêòíó T3-
òîïîëîãi÷íó iíâåðñíó íàïiâãðóïó.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ çëi÷åííî êîìïàêòíà T3-òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íà-
ïiâãðóïà S, ÿêà ìiñòèòü íàïiâãðóïó ID∞. Òîäi ç òåîðåì 2.1.6 i 3.10.4 ç [16] âèïëèâà¹,
ùî çàìèêàííÿ clS (ID∞) ¹ çëi÷åííî êîìïàêòíèì T3-ïðîñòîðîì, à ç òâåðäæåííÿ II.2 ç
[15], ùî clS (ID∞) � òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà. Îòæå, T3-òîïîëîãi÷íà iíâåð-
ñíà íàïiâãðóïà clS (ID∞) ìiñòèòü ùiëüíó íàïiâãðóïó, à öå ñóïåðå÷èòü òåîðåìi 9. Ç
îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. �
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ON THE SEMIGROUP ID∞
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We study the semigroup ID∞ of all partial isometries of the set of integers Z.
It is proved that the quotient semigroup ID∞/Cmg, where Cmg is the minimum
group congruence, is isomorphic to the group Iso(Z) of all isometries of Z, ID∞
is an F -inverse semigroup, and ID∞ is isomorphic to the semidirect product
Iso(Z) nh P∞(Z) of the free semilattice with unit (P∞(Z),∪) by the group
Iso(Z). We give the su�cient conditions on a shift-continuous topology τ on
ID∞ when τ is discrete. A non-discrete Hausdor� semigroup topology on ID∞
is constructed. Also, the problem of an embedding of the discrete semigroup
ID∞ into Hausdor� compact-like topological semigroups is studied.

Key words: semigroup of isometries, partial bijection, semitopological semi-
group, topological semigroup, compact, countably compact, feebly compact,
discrete space, embedding.
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