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Ñåðåä òðèíàäöÿòè îñiá, ÿêi â ïåðiîä 1920�1939 ðîêiâ îòðèìàëè ñòóïiíü äîêòîðà
ôiëîñîôi¨ ó ãàëóçi ìàòåìàòèêè ó Ëüâiâñüêîìó óíiâåðñèòåòi, áóëà îäíà æiíêà � Ñàëÿ
Âàéíëüîñ (Sala Weinl�os). Âîíà ñòàëà ïåðøîþ æiíêîþ äîêòîðîì ôiëîñîôi¨ ó ãàëóçi
ìàòåìàòèêè â iñòîði¨ Ëüâiâñüêîãî óíiâåðñèòåòó [1].

Ñàëÿ Âàéíëüîñ íàðîäèëàñÿ 6 ëþòîãî 1903 ð. â Ðîãàòèíi íà Ñòàíiñëàâùèíi. �¨ áà-
òüêîì áóâ Içðàåëü, ìàòè Ðåááåêà ç äîìó Äàì. Äî 1940 ð. áàòüêî ïðàöþâàâ ñëóæáîâ-
öåì ó ïðèâàòíèõ ïiäïðè¹ìñòâàõ. Âiâ òàêîæ iñòîðè÷íi òà áiáëiîãðàôi÷íi äîñëiäæåííÿ
ó ñôåði ¹âðåéñüêî¨ ëiòåðàòóðè. Ç ïðèõîäîì ðàäÿíñüêî¨ âëàäè ñòàâ ÷ëåíîì ñïiëêè ïè-
ñüìåííèêiâ Ëüâîâà. Ó 1940�1941 ðîêàõ ïðàöþâàâ áiáëiîãðàôîì ó Íàóêîâié áiáëiîòåöi
iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà [2]. Ç 1909 ð. Ñ. Âàéíëüîñ ïî÷àëà âiäâiäóâàòè íàðîäíó øêî-
ëó ó Ëüâîâi. Ó 1913-14 í.ð. âîíà íàâ÷àëàñü ó ïðèâàòíié æiíî÷ié ãiìíàçi¨ iì. Þëióøà
Ñëîâàöüêîãî, äå çàêií÷èëà ïåðøèé êëàñ. Äàëi ïðîäîâæóâàëà íàâ÷àííÿ â ãiìíàçi¨
ïàíi Êàìåðëiíã, ó ÿêié 1921 ð. îòðèìàëà àòåñòàò çðiëîñòi ç îöiíêîþ �âiäìiííî�.

Öÿ ïðèâàòíà ãiìíàçiÿ áóëà çàñíîâàíà ó 1899 ð. Þçåôîþ Ñ. Ãîëäáëàòò-Êàìåðëiíã
(Juzefa S. Goldblatt-Kamerling). Öå áóëà ïåðøà ïðèâàòíà æiíî÷à ãiìíàçiÿ íå ëèøå
ó Ëüâîâi, à é â Ãàëè÷èíi. Ãiìíàçiÿ ìiñòèëàñü ó áóäèíêó íà âóë. Ñàêðàìåíòåê 16,
òåïåð öå âóëèöÿ Òóãàí�Áàðàíîâñüêîãî. Ó ïîâî¹ííèé ÷àñ â öüîìó áóäèíêó áóëà ôàá-
ðèêà, à ç 2005 � íîâèé áóäèíîê. Ãiìíàçiÿ áóëà çìiøàíîãî òèïó � êëàñè÷íîãî òà
ìàòåìàòè÷íî-ïðèðîäíè÷îãî, ìàëà ïîâíi ïóáëi÷íi ïðàâà. Äî öi¹¨ ãiìíàçi¨ õîäèëè äiâ-
÷àòà ç çàìîæíèõ ¹âðåéñüêèõ ñiìåé, ÿêi ïðàãíóëè áiëüøî¨ àñèìiëÿöi¨. Ç 1905 ð. òóò
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áóëî ïîâíèõ 8 êëàñiâ ãiìíàçi¨. Âiä çàñíóâàííÿ äî 1939 ð. äèðåêòîðîì ãiìíàçi¨ áó-
ëà ¨¨ âëàñíèöÿ ïàíi Êàìåðëiíã, ÿêà íàâ÷àëàñÿ â óíiâåðñèòåòàõ Öþðiõà òà Âiäíÿ, i
îòðèìàëà äèïëîì iñòîðèêà.

Ç æîâòíÿ 1921 ð. Ñ. Âàéíëüîñ áóëà ñòóäåíòêîþ ôiëîñîôñüêîãî ôàêóëüòåòó
Ëüâiâñüêîãî óíiâåðñèòåòó ßíà Êàçèìèðà, à ç 1924 ìàòåìàòè÷íî-ïðèðîäíè÷îãî,
ÿêèé áóâ óòâîðåíèé ïiä ÷àñ ïîäiëó ôiëîñîôñüêîãî ôàêóëüòåòó. Ó ïåðøîìó ñåìåñòði
Ñ. Âàéíëüîñ âèáðàëà êóðñè Ê. Òâàðäîâñüêîãî �Âñòóï äî ïñèõîëîãi¨�, �Ñèëîãiñòèêà�,
Ì. Âàðòåíáåðãà �Âñòóï äî ôiëîñîôi¨�, �. Æèëiíñüêîãî �Àëãåáðà�, �Âñòóï äî ìàòå-
ìàòèêè�, Ñ. Ðóçåâi÷à �Ìàòåìàòèêà äëÿ ôiëîñîôiâ i ïðèðîäíè÷íèêiâ�, Ð. Íåãðóñà
�Åêñïåðèìåíòàëüíà ôiçèêà�, à òàêîæ êóðñ ñòåíîãðàôi¨. Êîëîêâióì ç �Ñèëîãiñòèêè�
ñêëàëà íà �äóæå äîáðå�, à ç ìàòåìàòèêè ó Ñ. Ðóçåâi÷à íà �âiäìiííî� [3]. Äàëi êî-
æíîãî ðîêó âîíà çàïèñóâàëàñü íà êóðñè Ê. Òâàðäîâñüêîãî ç ëîãiêè òà ôiëîñîôi¨,
íà ìàòåìàòè÷íi êóðñè Ñ. Áàíàõà, �. Æèëiíñüêîãî, Ñ. Ðóçåâi÷à òà Ã. Øòàéíãàó-
çà. Ó 1924 ð. Ã. Øòàéíãàóç ÷èòàâ êóðñ �Îñíîâè ãåîìåòði¨� òà âiâ ñåìiíàð ç öüîãî
êóðñó. Ñ. Âàéíëüîñ âiäâiäóâàëà öåé êóðñ i áðàëà ó÷àñòü ó ñåìiíàði Ã. Øòàéíãàóçà.
Ó öüîìó êóðñi âií ñôîðìóëþâàâ äåêiëüêà ïðîáëåì, ÿêi çàöiêàâèëè Ñ. Âàéíëüîñ.
Ãóðòîê ìàòåìàòè÷íî-ôiçè÷íèé ñòóäåíòiâ óíiâåðñèòåòó â 1925 ð. âèäàâ òåêñò ëåêöié
�Podstawy geometrji� [4]. Ó âñòóïi Ã. Øòàéíãàóç, çãàäóþ÷è ïðî âêëàä Ä. Ãiëüáåðòà,
íàïèñàâ �Ïiñëÿ Ãiëüáåðòà îñíîâè ãåîìåòði¨ âèêëàäàëè â Ãåòiíãåíi: Ëàíäàó i Áåðíàóñ.
Íîòàòêè ç òèõ ëåêöié, ÿêi âåëèñÿ ñòóäåíòîì Áàñêîâi÷åì îáäóìàííi íèì i âèêëàäà÷åì
áóëè âèêëàäåíi ó ìàíóñêðèïòi�.

Ãóãî Øòàéíãàóç (1887-1972) ñâîþ óíiâåðñèòåòñüêó îñâiòó ïî÷àâ ó Ëüâiâñüêîìó
óíiâåðñèòåòi âîñåíè 1905 ð. Òóò ó ïåðøîìó ïiâði÷÷i âií âèáðàâ ëåêöi¨ ç ôiëîñîôi¨ òà
åòèêè Ê. Òâàðäîâñüêîãî òà Ì. Âàðòåíáåðãà, ç ìàòåìàòèêè Þ. Ïóçèíè, ç åêñïåðèìåí-
òàëüíî¨ ôiçèêè I. Çàêøåâñüêîãî òà ç ìåòîäîëîãi¨ ñóñïiëüíèõ íàóê Ñ. Ãðàáñüêîãî. ×å-
ðåç ðiê âií ïðîäîâæèâ íàâ÷àííÿ ó Ãåòiíãåíñüêîìó óíiâåðñèòåòi, äå ó 1911 ð. îòðèìàâ
ñòóïiíü äîêòîðà ôiëîñîôi¨ íà ïiäñòàâi ïðàöi �Neue Anwendungen des Dirichlet`schen
Prinzips�. Ïiñëÿ ãàáiëiòàöi¨ ó Ëüâiâñüêîìó óíiâåðñèòåòi 1917 ð. Ã. Øòàéíãàóç ÷èòàâ
ëåêöi¨ ÿê ïðèâàò-äîöåíò i ìàâ øòàòíó ïîñàäó àñèñòåíòà. Ó 1920 ð. âií îòðèìàâ ïî-
ñàäó íàäçâè÷àéíîãî, à ç 1923 � çâè÷àéíîãî ïðîôåñîðà i êåðiâíèêà II-î¨ êàôåäðè
ìàòåìàòèêè.

Ñ. Âàéíëüîñ çâåðíóëàñÿ ç çàÿâîþ äî Ðàäè ìàòåìàòè÷íî-ïðèðîäíè÷îãî ôàêóëü-
òåòó ïðî äîïóñê äî äîêòîðñüêèõ iñïèòiâ 3 áåðåçíÿ 1926 ð.: ìàòåìàòèêè, ÿê ãîëîâíî¨
äèñöèïëiíè i êðèñòàëîãðàôi¨, ÿê äðóãî¨ äèñöèïëiíè òà ôiëîñîôi¨. Ðàçîì ç çàÿâîþ
ïîäàëà äîêòîðñüêó ïðàöþ �O niezale
zno�sci I, II, IV grupy aksiomat�ow geometrji eukli-
desowej tr�ojwymiarowej�, ÿêà, çàçíà÷åíà â çàÿâi, áóëà âèêîíàíà íà ñåìiíàði Ã. Øòàéí-
ãàóçà [5]. Âèáið äðóãî¨ äèñöèïëiíè áóâ ïîâ'ÿçàíèé, ìàáóòü ç òèì, ùî ó 1925/26 íà-
â÷àëüíîìó ðîöi âîíà ñëóõàëà êóðñè �Çàãàëüíà ìiíåðîëîãiÿ� òà �Ãåîìåòðè÷íà êðèñòà-
ëîãðàôiÿ� ó Ç. Âåéáåðãà [6].

Ðåöåíçåíòàìè äîêòîðñüêî¨ ïðàöi ïðèçíà÷åíî Ã. Øòàéíãàóçà òà �. Æèëiíñüêîãî.
Ã. Øòàéíãàóç óæå 23 áåðåçíÿ íàïèñàâ ñâîþ îöiíêó ïðàöi, �. Æèëiíñüêèé, âçÿâøè
äîêòîðñüêó ïðàöþ, ñâîþ îöiíêó íàïèñàâ 20 ãðóäíÿ 1926 ð. Îáèäâà ðåöåíçåíòè ââàæà-
ëè, ùî íà ïiäñòàâi öi¹¨ ïðàöi Ñ. Âàéíëüîñ ìîæíà äîïóñòèòè äî äîêòîðñüêèõ iñïèòiâ.
Çàóâàæèìî, ùî ó âñiõ iíøèõ âèïàäêàõ íàïèñàííÿ îöiíîê äîêòîðñüêèõ ïðàöü ó öåé
(1920-39 pp.) ïåðiîä ðåöåíçåíòè ïèñàëè ñïiëüíó îöiíêó [7].
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Iñïèò ç ìàòåìàòèêè òà êðèñòàëîãðàôi¨ Ñ. Âàéíëüîñ ñêëàëà 13 ÷åðâíÿ 1927 ð. �¨
âiäïîâiäü Ç. Âàéáåðã îöiíèâ �âiäìiííî�, iíøi ÷ëåíè êîìiñi¨ �. Æèëiíñüêèé, Ã. Øòàéí-
ãàóç i äåêàí Ñ. Ëîðià �çàäîâiëüíî�. Êîìiñiÿ îäíîãîëîñíî ïðèéíÿëà îöiíêó �çàäîâiëü-
íî�. Âiäïîâiäü íà iñïèòi ç ôiëîñîôi¨ 13 æîâòíÿ 1927 ð. êîìiñiÿ, äî ÿêî¨ âõîäèëè
Ê. Òâàðäîâñüêèé i Ì. Âàðòåíáåðã, îöiíèëè íà �âiäìiííî�. Îôiöiéíà äîêòîðñüêà ïðî-
ìîöiÿ Ñ. Âàéíëüîñ âiäáóëàñü 17 æîâòíÿ 1927 ð. Ïðîìîòîðîì áóâ Ã. Øòàéíãàóç [7].

Óæå â 1926 ð. Ñ. Âàéíëüîñ áóëà ÷ëåíîì Ëüâiâñüêîãî âiääiëåííÿ Ïîëüñüêîãî
ìàòåìàòè÷íîãî òîâàðèñòâà. Ó 1927 ð. áóëà ó÷àñíèêîì Ïåðøîãî ïîëüñüêîãî ìàòå-
ìàòè÷íîãî ç'¨çäó ó Ëüâîâi. Ó æóðíàëi �Fundamenta Mathematica� îïóáëiêóâàëà äâi
ñòàòòi ([8, 9]).

Ç 1926 äî 1930 ð. Ñ. Âàéíëüîñ ïðàöþâàëà â÷èòåëüêîþ ìàòåìàòèêè ó ïðèâàòíèõ
øêîëàõ Ëüâîâà. Âîíà ïðîäîâæóâàëà íàóêîâî ñïiâïðàöþâàòè ç Ã. Øòàéíãàóçîì. Â
1932-1933 ðîêàõ çàéìàëàñü ïiäãîòîâêîþ äî äðóêó ëåêöié ç îñíîâ ãåîìåòði¨ Ã. Øòàéí-
ãàóçà. Ïiäãîòóâàëà i ïîäàëà äî æóðíàëó �Fundamenta Mathematica� ñòàòòþ �Beitrage
zur Axiomatik der Euklidischen dreidimensionelen Geometrie�, ÿêà ìàëà âèéòè ó 1940 ð.

Ç 1934 äî 1941 ð. Ñ. Âàéíëüîñ ïðàöþâàëà â ñåðåäíié øêîëi (�29 ó ðàäÿíñüêèé
ïåðiîä) ó Ëüâîâi. Ñåðåäíÿ øêîëà �29 áóëà ðîçòàøîâàíà â ìîíàñòèði, íà ïëîùi Þðà
1. Òåïåð òàì òðåòié íàâ÷àëüíèé êîðïóñ �Ëüâiâñüêî¨ ïîëiòåõíiêè�. Ó 1939-1940 ðð.
âèêëàäàëà ìàòåìàòèêó íà îáëàñíèõ ïåäàãîãi÷íèõ êóðñàõ äëÿ â÷èòåëiâ.

Ó 1940 ð. Ñ. Âàéíëüîñ ïîäàëà çàÿâó ïðî âñòóï äî àñïiðàíòóðè Ëüâiâñüêîãî
äåðæàâíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà [10]. Âñòóïíi iñïèòè ñêëàëà óñïiøíî:
ñïåöiàëüíiñòü � �äîáðå�, îñíîâè ìàðêñèçìó-ëåíiíiçìó � �äîáðå�, iíîçåìíà ìîâà �
�âiäìiííî�. Îäíàê, íå áóëà çàðàõîâàíà çà êîíêóðñîì.

Äîëÿ Ñàëi Âàéíëüîñ â ÷àñ âiéíè àâòîðàì íåâiäîìà.

Ìè çãàäóâàëè, ùî â 1925 ð. âèéøîâ ç äðóêó ìàíóñêðèïò ïðîôåñîðà Ã. Øòàéí-
ãàóçà �Podstawy geometrji�. Â íüîìó âèêëàäåíi îñíîâè ãåîìåòði¨ íà ïiäñòàâi ïåâíî¨
ñèñòåìè àêñiîì, ÿêà ïîêëèêàíà ñèñòåìàòèçóâàòè òiëüêè ëîãi÷íèì øëÿõîì ñòðóêòóðó
åâêëiäîâî¨ ãåîìåòði¨. Öþ ïðîãðàìó ðàíiøå ðåàëiçóâàâ Ä. Ãiëüáåðò ó éîãî êëàñè÷íié
ìîíîãðàôi¨ [11], ïåðøå âèäàííÿ ÿêî¨ ç'ÿâèëîñü 1899 ð.

Ãiëüáåðòîì çàïðîïîíîâàíî ðîçáèòòÿ ñèñòåìè àêñiîì ãåîìåòði¨ íà ï'ÿòü ãðóï:

(I) I1�I8 àêñiîìè ñïîëó÷åííÿ (íåçàëåæíîñòi);
(II) II1�II4 àêñiîìè ïîðÿäêó;
(III) III1-III5 àêñiîìè êîíãðóåíòíîñòi;
(IV) àêñiîìè ïàðàëåëüíîñòi;
(V) V1, V2 àêñiîìè íåïåðåðâíîñòi.

Ó ìàíóñêðèïòi Ã. Øòàéíãàóçà �Podstawy geometrji� [4] (äàëi PG) ïîäië íà ãðó-
ïè ñèñòåìè àêñiîì òàêèé ñàìèé ÿê ó Ä. Ãiëüáåðòà. Çóïèíèìîñü íà ïîðiâíÿííi öèõ
ñèñòåì àêñiîì, áåðó÷è çà áàçîâó ñèñòåìó Ãiëüáåðòà. Àêñiîìè Ãiëüáåðòà ìè ïîçíà÷à-
òèìåìî ëiòåðîþ H ç âiäïîâiäíîþ íóìåðàöi¹þ ãðóïè i ïîðÿäêîâèì íîìåðîì àêñiîìè,
íàïðèêëàä, HI1 � îçíà÷à¹ ïåðøó àêñiîìó ïåðøî¨ ãðóïè, HII2 � äðóãó àêñiîìó äðóãî¨
ãðóïè i ò.ä. Äëÿ ïîçíà÷åííÿ àêñiîì ñèñòåìè Øòàéíãàóçà, âèêëàäåíî¨ â PG, âæèâàòè-
ìåìî ëiòåðó S, íîìåð ãðóïè i íîìåð âiäïîâiäíî¨ àêñiîìè. Íàïðèêëàä, SI2 � öå äðóãà
àêñiîìà ïåðøî¨ ãðóïè àêñiîì ñïîëó÷åííÿ.

ßêi æ âiäìiííîñòi ìiæ àêñiîìàòèêîþ (H) Ãiëüáåðòà òà (S) � Øòàéíãàóçà. Çàïèñ
SI1≡HI1 îçíà÷à¹ iäåíòè÷íiñòü âiäïîâiäíèõ àêñiîì 1: �Äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ òî÷îê A,
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B iñíó¹ ïðÿìà a, ùî íàëåæèòü äî öèõ äâîõ òî÷îê� â îáîõ ñèñòåìàõ (H) i (S). Çàïèñ
HI4⇒SI4 îçíà÷à¹, ùî ç àêñiîìè HI4 âèïëèâà¹ àêñiîìà SI4. À çàïèñ HI4≡SI4+SI32,
âiäïîâiäíî, îçíà÷à¹, ùî àêñiîìà HI4 åêâiâàëåíòíà êîí'þíêöi¨ àêñiîì SI4 i SI32.

Ïîðiâíÿííÿ ñèñòåìè àêñiîì ïåðøî¨ ãðóïè â ñèñòåìàõ (H) i (S).
Â ñèñòåìi (S) àêñiîìè SI1�SI8 ôîðìóëþþòüñÿ òàê:

SI1: ÷åðåç äâi ðiçíi òî÷êè çàâæäè ïðîõîäèòü ïðÿìà;
SI2: ÷åðåç äâi ðiçíi òî÷êè ïðîõîäèòü ùîíàéáiëüøå îäíà ïðÿìà;
SI31: íà ïðÿìié ëåæàòü ïðèíàéìíi äâi ðiçíi òî÷êè;
SI32: íà ïëîùèíi ëåæèòü ïðèíàéìíi îäíà òî÷êà;
SI4: ÷åðåç òðè ðiçíi òî÷êè çàâæäè ïðîõîäèòü ïëîùèíà;
SI5: ÷åðåç òðè ðiçíi òî÷êè, ÿêi íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié, ïðîõîäèòü ùîíàé-

áiëüøå îäíà ïëîùèíà;
SI6: ÿêùî äâi ðiçíi òî÷êè ïðÿìî¨ ëåæàòü íà ïëîùèíi α, òî êîæíà òî÷êà öi¹¨

ïðÿìî¨ ëåæèòü íà ïëîùèíi α;
SI7: ÿêùî äâi ðiçíi ïëîùèíè ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó, òî âîíè ìàþòü iíøó ñïiëüíó

òî÷êó;
SI8: iñíóþòü ïðèíàéìíi ÷îòèðè ðiçíi òî÷êè, ÿêi íå ëåæàòü íà îäíié ïëîùèíi.

Îñêiëüêè HI1≡SI1, HI2≡SI2, HI5�HI8≡SI5�SI8, òî ôîðìóëþâàòè âiäïîâiäíi
àêñiîìè Ãiëüáåðòà íå òðåáà. Ðîçãëÿíåìî àêñiîìè

HI4: Äëÿ áóäü-ÿêèõ òðüîõ òî÷îê A, B, C, ùî íå ëåæàòü íà òié ñàìié ïðÿìié,
iñíó¹ ïëîùèíà α, ùî íàëåæèòü êîæíié ç öèõ òðüîõ òî÷îê A, B, C. Äëÿ äî-
âiëüíî¨ ïëîùèíè çàâæäè iñíó¹ òî÷êà, ùî ¨é íàëåæèòü.

HI3: Íà ïðÿìié iñíóþòü ïðèíàéìíi äâi òî÷êè. Iñíóþòü ïðèíàéìíi òðè òî÷êè,
ÿêi íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié.

Ùîäî àêñiîìè HI4, òî î÷åâèäíî

HI4 ≡ SI4+ SI32.

Â ëåìi 1 äîâîäèòüñÿ, ùî

HI3 ≡ SI31 + SI4+ SI6+ SI8.

Îòîæ, ñèñòåìè àêñiîì ñïîëó÷åííÿ HI òà SI åêâiâàëåíòíi.
Â ïîäàëüøîìó ðîçãëÿäi äîêòîðñüêî¨ ïðàöi Ñàëi Âàéíëüîñ àêñiîìà SI31 ìàòèìå

âèçíà÷àëüíå çíà÷åííÿ.
Ïðîñòà ïåðåâiðêà àêñiîì äðóãî¨, òðåòüî¨, ÷åòâåðòî¨ òà ï'ÿòî¨ ãðóïè àêñiîì â îáîõ

ñèñòåìàõ (H) i (S) ñâiä÷èòü ïðî ¨õíþ åêâiâàëåíòíiñòü. Îòæå, ñèñòåìè (H) i (S) åêâi-
âàëåíòíi òà ñòàíîâëÿòü àêñiîìàòè÷íó îñíîâó åâêëiäîâî¨ ãåîìåòði¨.

Ïåðåéäåìî äî âèêëàäó îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äîêòîðñüêî¨ ïðàöi �Ïðî íåçàëåæ-
íiñòü I, II i IV ãðóï àêñiîì òðèâèìiðíî¨ åâêëiäîâî¨ ãåîìåòði¨� Ñàëi Âàéíëüîñ.

Äîêòîðñüêà ïðàöÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, äâîõ ðîçäiëiâ i âèñíîâêiâ.



ÑÀËß ÂÀÉÍËÜÎÑ ÒÀ �� ÏÐÀÖß Ç ÎÑÍÎÂ ÃÅÎÌÅÒÐI�
ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2017. Âèïóñê 83 29

�O niezale
zno�sci I, II i IV grupy aksjomat�ov geomrtrji euklidowej tr�ojwymiarowej�
Weinl�os�owna Sala
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Ó âñòóïi àâòîð ñôîðìóëþâàâ ìåòó ïðàöi, à ñàìå, äîâåäåííÿ íåçàëåæíîñòi àêñiîì
ãðóï I, II, IV.

Â ïåðøîìó ðîçäiëi ïiñëÿ âèêëàäó ñèñòåìè àêñiîì Ã. Øòàéíãàóçà (S) àâòîð ðîç-
ãëÿäàâ òàêå:

Çàëåæíiñòü àêñiîì SI31 âiä àêñiîì SI1, SI2, SI4, SI6, SI8, II2, II33, IV.

Ëåìà 1. Iñíóþòü òðè ðiçíi òî÷êè, ÿêi íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié.

Äîâåäåííÿ. Ç àêñiîìè I8 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ÷îòèðüîõ ðiçíèõ òî÷îê A, B, C, D, ÿêi
íå ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi. Ñòâåðäæó¹ìî, ùî äîâiëüíi òðè ç íèõ, íàïðèêëàä, A, B, C
íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié. ßêùî á öi òî÷êè A, B, C ëåæàëè íà îäíié ÿêiñü ïðÿìié,
òî ïëîùèíà α, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè A, B, D (òàêà ïëîùèíà iñíó¹ çàâäÿêè
àêñiîìi I4), ïðîõîäèëà á òàêîæ (çà àêñiîìîþ I6) ÷åðåç òî÷êó C, ùî ñóïåðå÷èòü òîìó,
ùî òî÷êè A, B, C, D íå íàëåæàòü îäíié ïëîùèíi. �

Ëåìà 2. Äëÿ çàäàíî¨ òî÷êè iñíóþòü äâi ðiçíi òî÷êè, ÿêi íå ëåæàòü ç íåþ íà

îäíié ïðÿìié.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî òðè ðiçíi òî÷êè A, B, C, ÿêi íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié (iñíó-
âàííÿ òàêèõ òî÷îê âèïëèâà¹ ç ëåìè 1). ßêùî äîâiëüíi äâi ç íèõ, íàïðèêëàä, A, B, íå
ëåæàòü ç òî÷êîþ X íà îäíié ïðÿìié, òî ëåìà äîâåäåíà. ßêùî æ ÷åðåç òî÷êè A, B,
X ïðîõîäèòü ïðÿìà l, òî âæå òî÷êà C íà öié ïðÿìié l íå ëåæèòü (áî òîäi á òî÷êè A,
B, C ëåæàëè íà îäíié ïðÿìié, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ), îäíàê ïðÿìà l ¹ ¹äèíîþ
ïðÿìîþ, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç A, X, òîìó òî÷êè A, C, X íå ëåæàòü íà æîäíié ïðÿìié.
Âiçüìåìî òåïåð äîâiëüíó ïðÿìó a. Äëÿ íå¨ ìîæëèâi òðè âèïàäêè:

1◦ Íà ïðÿìié a íåìà¹ æîäíî¨ òî÷êè.
2◦ Íà ïðÿìié a ëåæèòü òiëüêè îäíà òî÷êà .
3◦ Íà ïðÿìié a ëåæèòü ïðèíàéìíi äâi ðiçíi òî÷êè.

Ó âèïàäêó 3◦ íi÷îãî íå òðåáà äîâîäèòè.
Ó âèïàäêó 1◦ ïðîâåäåìî ÷åðåç òðè ðiçíi òî÷êè A, B, C, ÿêi íå ëåæàòü íà îäíié

ïðÿìié ïëîùèíó α (I4). Ïðÿìà a ëåæèòü â ïëîùèíi α, i ÿê òàêà, ùî íå ìiñòèòü æîäíî¨
òî÷êè, ëåæèòü â êîæíié ïëîùèíi. Ðîçãëÿíåìî ïðÿìi AB i BC (I1), ÿêi ëåæàòü (çà
àêñiîìîþ I6) â ïëîùèíi α. Âñóïåðå÷ òîìó, ùî âîíè ðiçíi i ïðîõîäÿòü îáèäâi ÷åðåç
òî÷êó B, ìàþòü, ïðèíàéìíi îäíà ç íèõ, ïåðåòèíàòè, � íà ïiäñòàâi àêñiîìè IV �
ïðÿìó a. Îòæå, ìà¹ìî íà ïðÿìié a ÿêóñü òî÷êó X. ßêùî íà íié iñíó¹ ùå îäíà òî÷êà
Y , âiäìiííà âiä X, òî òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. Âèïàäîê, êîëè X ¹ ¹äèíîþ òî÷êîþ
ïðÿìî¨ a, àíàëîãi÷íèé äî âèïàäêó 2◦. Ó öüîìó âèïàäêó âiçüìåìî äî òî÷êè X äâi
ðiçíi âiä íå¨ òî÷êè A, B, ÿêi íå ëåæàòü ç íåþ íà îäíié ïðÿìié i ïðîâåäåìî ÷åðåç
òî÷êè A, B, X ïëîùèíó α (I4), ïðÿìà a, ÿêà ìiñòèòü ëèøå òî÷êó X, ëåæàòèìå
â ïëîùèíi α. Ðîçãëÿíåìî íà ïëîùèíi α ïðÿìi AB i AM , ïðè÷îìó M � öå òî÷êà
ïðÿìî¨ BX, ùî çàäîâîëüíÿ¹ âiäíîøåííÿ BXM . Òàêà òî÷êà M iñíó¹ çàâäÿêè àêñiîìi
II2. Ñòâåðäæó¹ìî, ùî ïðÿìi AB i AM � ðiçíi.

Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó òî÷êà M íàëåæàëà á ïðÿìié AB, ùî îçíà÷àëî á,
ùî ïðÿìi AB i BX ìàëè á äâi ðiçíi ñïiëüíi òî÷êè: B, M (B 6= M çà àêñiîìîþ II33 i
âiäíîøåííÿìBXM), òîìó âîíè á çáiãàëèñÿ, ùî îçíà÷àëî á, ùî òî÷êèA,B,X ëåæàëè
á íà îäíié ïðÿìié, âñóïåðå÷ ïðèïóùåííþ. Îäíàê äàëi, îáèäâi ïðÿìi AB, AM ëåæàòü
â ïëîùèíi α i ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó A i íå ìîæóòü îáèäâi áóòè ïàðàëåëüíèìè äî
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ïðÿìî¨ a � (àêñiîìà IV), òîìó ïðèíàéìíi îäíà ç öèõ ïðÿìèõ ïåðåòèíà¹ ïðÿìó à â
òî÷öi Y .

M

X

Y

A B

a

Ñòâåðäæó¹ìî, ùî òî÷êà Y âiäìiííà âiä òî÷êè X. ßêùî á òî÷êè X i Y áóëè
iäåíòè÷íèìè, òî òî÷êà X ëåæàëà á àáî íà ïðÿìié AB, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
àáî ëåæàëà á íà AM , çâiäêè âèïëèâàëî á, ùî ïðÿìi AM i BM çáiãàþòüñÿ (áî ìàþòü
äâi ñïiëüíi ðiçíi òî÷êè: M i X) âñóïåðå÷ ïîïåðåäíüîìó òâåðäæåííþ.

Ìà¹ìî â êîæíîìó ç âèïàäêiâ, ùî íà ïðÿìié a iñíóþòü ðiçíi òî÷êè, ùî é òðåáà
áóëî äîâåñòè. �

Äàëi àâòîð ïðîïîíó¹ îðèãiíàëüíå äîâåäåííÿ íåçàëåæíîñòi àêñiîìè IV ïàðàëåëü-
íîñòi â àêñiîìàòèöi ñèñòåìè S ≡ S− I31.

Íåçàëåæíiñòü àêñiîìè IV â ñèñòåìi S.
Äîâiâøè çàëåæíiñòü àêñiîìè I31 â ñèñòåìi S, ìè ìîæåìî ¨¨ âèêëþ÷èòè ç ñèñòåìè

S i ñïðîñòèòè öþ ñèñòåìó àêñiîì äî S ≡ S − I31, ÿêà ðiâíîñèëüíà ç ñèñòåìîþ S. Ó
öié ñèñòåìi S íàáàãàòî ëåãøå äîâåñòè íåçàëåæíiñòü àêñiîìè IV, íiæ ó âñié ñèñòåìi S.
Ïîáóäó¹ìî ìîäåëü äëÿ äîâåäåííÿ íåçàëåæíîñòi àêñiîìè IV.

�òî÷êà�
def
= �òî÷êà åâêëiäîâî¨ ãåîìåòði¨�

�ïðÿìà�
def
= 1) �åâêëiäîâà ïðÿìà�

2) �äîâiëüíå ÷èñëî, íàïðèêëàä, 1/2�

�ïëîùèíà�
def
= �åâêëiäîâà ïëîùèíà�

�òî÷êà ëåæèòü íà ïðÿìié�
def
= 1) �ïðÿìà� ¹ åâêëiäîâà ïðÿìà i

2) �òî÷êà� �ëåæèòü� íà íié â ñåíñi åâêëiäîâîìó

Âiäíîøåííÿ �ïîðÿäêó� i �íàëåæíîñòi� çàëèøàþòüñÿ ÿê â åâêëiäîâié ãåîìåòði¨.
Iíøèìè ñëîâàìè, äî åâêëiäîâî¨ ãåîìåòði¨ ìè äîäàëè �ïðÿìó� � ÷èñëî 1/2, îòæå æîäíà
�òî÷êà� íà íié íå ëåæèòü. Öÿ ìîäåëü ãåîìåòði¨ çàäîâîëüíÿ¹ âñi àêñiîìè ñèñòåìè S,
çà âèíÿòêîì àêñiîìè IV.

Àêñiîìè I1, I2 âèêîíóþòüñÿ, áî ÷åðåç äâi ðiçíi �òî÷êè� ïðîõîäèòü îäíà i òiëüêè
îäíà �ïðÿìà�, ñàìå åâêëiäîâà.
Àêñiîìè I32, I4, I7, I8 âèêîíóþòüñÿ, îñêiëüêè â ¨õíiõ ôîðìóëþâàííÿõ âiäñóòí¹
ïîíÿòòÿ �ïðÿìà�.
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Àêñiîìà I5 âèêîíó¹òüñÿ, áî öÿ àêñiîìà âèêîíó¹òüñÿ â åâêëiäîâié ãåîìåòði¨.
Àêñiîìà I6 âèêîíó¹òüñÿ äëÿ åâêëiäîâèõ ïðÿìèõ, à äëÿ �ïðÿìî¨� ïðè¹äíàíî¨
�1/2� ïîñèëàííÿ ¹ õèáíèì, òîìó I6 äëÿ ïðÿìî¨ �1/2� � âèêîíó¹òüñÿ.

Âñi àêñiîìè ãðóïè II i III âèêîíóþòüñÿ äëÿ öi¹¨ ìîäåëi, îñêiëüêè âîíè âèêîíóþ-
òüñÿ äëÿ åâêëiäîâèõ �ïðÿìèõ�, à äëÿ äîäàíî¨ �1/2� ïðÿìî¨ ïîñèëàííÿ õèáíi.

V ãðóïà àêñiîì ïîâíîòè î÷åâèäíî âèêîíó¹òüñÿ ÿê äëÿ åâêëiäîâèõ �ïðÿìèõ�, òàê
i äëÿ äîäàíî¨ ïðÿìî¨ �1/2�.

Àêñiîìà IV íå âèêîíó¹òüñÿ: iñíó¹ íåñêií÷åííà ìíîæèíà ðiçíèõ �ïðÿìèõ� (åâêëi-
äîâèõ), ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç �òî÷êó� ïîçà ïðÿìîþ �1/2�, ÿêi ëåæàòü â ¹äèíié �ïëîùè-
íi�, êîæíà ç ÿêèõ íå ïåðåòèíà¹ �ïðÿìî¨ 1/2�.

Çàâäÿêè öié ìîäåëi ãåîìåòði¨ áà÷èìî, íàñêiëüêè iñòîòíèì ¹ çàñòîñóâàííÿ àêñiîìè
IV â äîâåäåííi çàëåæíîñòi àêñiîìè I31 â ñèñòåìi S. Ç iíøîãî áîêó, àêñiîìà I31 ¹
íåçàëåæíîþ â íååâêëiäîâié ãåîìåòði¨.

Äàëi àâòîð äîâîäèòü íåçàëåæíiñòü àêñiîì ïåðøî¨ òà äðóãî¨ ãðóïè ó ââåäåíié
íåþ ñèñòåìi S ≡ S − I31. Iäåÿ äîâåäåííÿ ïîëÿãà¹ â ïîáóäîâi ðiçíîìàíiòíèõ ìîäåëåé
äëÿ ñèñòåìè àêñiîì S. Íàïðèêëàä, íåçàëåæíiñòü àêñiîìè I1 â ñèñòåìi S:

Â åâêëiäîâié ãåîìåòði¨ áåðåìî äîâiëüíi ðiçíi òî÷êè A, B, C, D i âèçíà÷à¹ìî:

�òî÷êè�
def
= �êîæíà ç òî÷îê A, B, C, D�

�ïðÿìà�
def
= �åâêëiäîâà ïðÿìà, ùî íå ïðîõîäèòü ÷åðåç æîäíó ç �òî÷îê� â ñåíñi

åâêëiäîâî¨ ãåîìåòði¨�

�ïëîùèíà�
def
= �òðiéêà ðiçíèõ �òî÷îê� (íåâïîðÿäêîâàíèõ)�

�òî÷êà ëåæèòü íà ïðÿìié�
def
= � �òî÷êà� ëåæèòü â ñåíñi åâêëiäîâîìó íà åâêëi-

äîâié ïðÿìié�

�òî÷êà ëåæèòü íà ïëîùèíi�
def
= �¹ ñåðåä äàíî¨ òðiéêè �òî÷îê��

Æîäíà �òî÷êà� íå �ëåæèòü ìiæ� äâîìà iíøèìè
�Âiäêëàäåííÿ êóòiâ� íå âèçíà÷à¹ìî, áî êóòè â öié ãåîìåòði¨ íå iñíóþòü, íåìà
ñàìå äâîõ ðiçíèõ �ïðÿìèõ�, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ â ÿêiñü òî÷öi.

Ó öié ìîäåëi íå âèêîíó¹òüñÿ àêñiîìà I1, áî ÷åðåç äâi �òî÷êè� íå �ïðîõîäèòü�, çà
îçíà÷åííÿì, æîäíà �ïðÿìà� � îäíàê âñi iíøi àêñiîìè � âèêîíóþòüñÿ. Â öüîìó ëåãêî
ïåðåêîíàòèñü.

Äëÿ äîâåäåííÿ íåçàëåæíîñòi àêñiîìè I4 ó ñèñòåìi S çàïðîïîíîâàíà òàêà ìîäåëü:
ôiêñó¹ìî äîâiëüíó åâêëiäîâó ïðÿìó a i îçíà÷ó¹ìî:

�òî÷êè�
def
= �êîæíà òî÷êà ïðÿìî¨ a�

�ïðÿìà�
def
= �ïðÿìà a�

�ïëîùèíà�
def
= �ôiêñîâàíå êîëî K ç öåíòðîì â òî÷öi A, ÿêå ëåæèòü íà ïðÿìié a�

�òî÷êà ëåæèòü íà ïðÿìié�
def
= �òî÷êà ëåæèòü â ñåíñi åâêëiäîâîìó íà ïðÿìié a�

�òî÷êà ëåæèòü íà ïëîùèíi�
def
= �òî÷êà ¹ öåíòðîì êîëà K�

Äîêòîðñüêà ïðàöÿ Ñ. Âàéíëüîñ ïðèâàáëþ¹ ïðîñòîòîþ äîâåäåíü íåçàëåæíîñòi
àêñiîì ïåðøî¨ òà äðóãî¨ ãðóïè, àêñiîìè ïàðàëåëüíîñòi îñîáëèâî. Áåçïåðå÷íî, ùî
ïðîñòîòà äîñÿãà¹òüñÿ ââåäåííÿì ñèñòåìè S, åêâiâàëåíòíî¨ ñèñòåìi (S) Ã. Øòàéíãàóçà,
ÿêà åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi (H) Ä. Ãiëüáåðòà.
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