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Äîâåäåíî, ùî äîâiëüíó ìàòðèöþ äðóãîãî ïîðÿäêó íàä êîìóòàòèâíèì
êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 ìîæíà
çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó çà äîïîìîãîþ îáîðîòíèõ ãàí-
êåëåâèõ ìàòðèöü. Âèçíà÷åíî âëàñòèâîñòi îáîðîòíèõ ãàíêåëåâèõ ìàòðèöü.

Êëþ÷îâi ñëîâà: êâàäðàòíèé ñòàáiëüíèé ðàíã 1, ãàíêåëåâà ìàòðèöÿ, êiëü-
öå åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Áàñ [1], âèâ÷àþ÷è ñòàáiëüíi âëàñòèâîñòi ôóíêòîðà K1, ââiâ ïîíÿòòÿ ñòàáiëüíîãî
ðàíãó, ÿêå ìà¹ øèðîêå çàñòîñóâàííÿ â ïðîáëåìàõ ñêîðî÷óâàíîñòi ìîäóëiâ [2]. Âî-
äíî÷àñ ¹ áàãàòî äîñëiäæåíü, ÿêi óçàãàëüíþþòü ïîíÿòòÿ êiëüöÿ ñòàáiëüíîãî ðàíãó
1, çîêðåìà, òàêèì ¹ ïîíÿòòÿ êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. Âàæëèâå çíà÷åííÿ

âèÿâèâ òîé ôàêò, ùî ðîçêëàä ìàòðèöü

(
b 0
a 0

)
íàä êiëüöåì R â äîáóòîê äâîõ òåïëå-

öåâèõ ìàòðèöü ïîâ'ÿçàíèé ó çîáðàæåííi îäèíèöÿìè ôîðìè a2+bx, äå aR+bR = R [3].
Ìåòà íàøî¨ ïðàöi � ç'ÿñóâàòè çâ'ÿçîê ïîíÿòòÿ êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 ç
ôàêòîðèçàöi¹þ ãàíêåëåâèõ ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1. Êiëüöå R ìà¹ (ïðàâèé) êâàäðàòíèé ñòàáiëüíèé ðàíã 1 (ssr(R) = 1),
ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ R òàêèõ, ùî aR+bR = R âèïëèâà¹, ùî a2+bx ¹ îáîðîòíèì
åëåìåíòîì êiëüöÿ R äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà x.

Êiëüöå äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði, äiéñíå êiëüöå ãîìî-
ìîðôíîñòi â ôîðìàëüíî äiéñíîìó ïîëi ¹ ïðèêëàäàìè êiëåöü êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî
ðàíãó 1 [4].

Îçíà÷åííÿ 2. Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 (sr(R) = 1), ÿêùî
äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b ∈ R òàêèõ, ùî aR+ bR = R iñíó¹ îáîðîòíèé åëåìåíò u ∈ R òàêèé,
ùî a+ bt = u äëÿ äåÿêîãî t ∈ R.
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Ó âèïàäêó êîìóòàòèâíèõ êiëåöü âèêîíó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1 ([3]). ßêùî R � êiëüöå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, òî R ¹ êiëüöåì êâàä-

ðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.

Àëå íå âñi êiëüöÿ êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 ¹ êiëüöÿìè ñòàáiëüíîãî ðàí-
ãó 1.

Ó öié ïðàöi ïiä êiëüöåì R ðîçóìi¹ìî àñîöiàòèâíå êiëüöå ç 1, 1 6= 0.

Îçíà÷åííÿ 3. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ C ïîðÿäêó n íàçèâà¹òüñÿ ãàíêåëåâîþ, ÿêùî íà
âñiõ äiàãîíàëÿõ, ïåðïåíäèêóëÿðíèõ äî ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi, ðîçòàøîâàíi îäíàêîâi åëå-
ìåíòè

C =


a1 a2 a3 . . . an
a2 a3 a4 . . . an+1

a3 a4 a5 . . . an+2

...
...

...
. . .

...
an an+1 an+2 . . . a2n−1

 .

Ãàíêåëåâà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó íàáóâà¹ âèãëÿäó

A =

(
a b
b −t

)
,

äå a, b, t ∈ R.
Çàóâàæèìî òàêå: ÿêùî A � îáîðîòíà ãàíêåëåâà ìàòðèöÿ, òî A−1 òåæ îáîðîòíà

ãàíêåëåâà ìàòðèöÿ.

Îçíà÷åííÿ 4. Êîìóòàòèâíå êiëüöå Áåçó R íàçâåìî ãàíêåëåâèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ
a, b ∈ R iñíó¹ îáîðîòíà ãàíêåëåâà ìàòðèöÿ T òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (a, b)T =
(−u, 0).

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ssr(R) = 1 òà åëåìåíòè a, b ∈ R
¹ òàêèìè, ùî aR + bR = R. Òîäi iñíó¹ îáîðîòíà ãàíêåëåâà ìàòðèöÿ T òàêà, ùî

(a, b)T = (1, 0).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 i aR +
bR = R äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ R. Çâiäñè îòðèìà¹ìî, ùî −at − b2 = −u, äå −u �
îáîðîòíèé åëåìåíò. Ïîçíà÷èìî

S =

(
−t −b
−b a

)
, K =

(
(−u)−1 0

0 (−u)−1

)
i âèêîíà¹ìî òàêå: (

a b
)(−t −b
−b a

)
=
(
−u 0

)
(
−u 0

)((−u)−1 0
0 (−u)−1

)
=
(
1 0

)
.

Òîäi
(
a b

)
SK =

(
1 0

)
. Çàóâàæèìî, ùî ìàòðèöÿ T = SK ¹ ãàíêåëåâîþ.(

−t −b
−b a

)(
(−u)−1 0

0 (−u)−1

)
=

(
−t(−u)−1 −b(−u)−1

−b(−u)−1 a(−u)−1

)
Îòæå,

(
a b

)
T =

(
1 0

)
. �
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Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå i ssr(R) = 1. Òîäi äîâiëüíèé óíi-

ìîäóëÿðíèé ðÿäîê äîâæèíè 2 ìîæíà äîïîâíèòè äî îáîðîòíî¨ ãàíêåëåâî¨ ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé aR + bR = R, òîäi (a, b) � óíiìîäóëÿðíèé ðÿäîê. Òîäi çãiäíî ç
òâåðäæåííÿì 2, iñíó¹ îáîðîòíà ãàíêåëåâà ìàòðèöÿ T òàêà, ùî (a, b)T = (1, 0). Çâiäñè
(a, b) = (1, 0)T−1. Çàóâàæèìî, ùî îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî ãàíêåëåâî¨ ìàòðèöi äðóãîãî
ïîðÿäêó ¹ òåæ ãàíêåëåâîþ. Íåõàé

T−1 =

(
t11 t
t −t22

)
.

Òîäi ç ðiâíîñòi (a, b) = (1, 0)T−1 îòðèìà¹ìî, ùî a = t11, b = t, à çâiäñè

T−1 =

(
a b
b −t22

)
,

ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè. �

Òåîðåìà 1. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå Åðìiòà òà ssr(R) = 1. Òîäi R �

ãàíêåëåâå êiëüöå.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a, b ∈ R i aR+ bR = dR. Òîäi a = a0d, b = b0d i a0R+ b0R = R [1].
Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2 îòðèìà¹ìî(

a0 b0
)( −t −b0
−b0 a0

)
=
(
−u 0

)
,

òîáòî −a0t− b20 = −u � îáîðîòíèé åëåìåíò. Çâiäñè −at− b0b = −du, à öå îçíà÷à¹, ùî(
a b

)( −t −b0
−b0 a0

)(
(−u)−1 0

0 (−u)−1

)
=
(
d 0

)
.

Òîáòî R � ãàíêåëåâå êiëüöå. �

Òåîðåìà 2. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ i ssr(R) = 1.
Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A äðóãîãî ïîðÿäêó iñíóþòü îáîðîòíi ãàíêåëåâi ìàòðèöi

P1, P2, Q1, Q2 òàêi, ùî P2P1AQ1Q2 � êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâåäåííÿ íàøîãî ðåçóëüòàòó äîñòàòíüî
îáìåæèòèñÿ ìàòðèöÿìè âèãëÿäó

A =

(
a b
c 0

)
,

äå aR + bR + cR = R. Îñêiëüêè R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, òîäi çãiäíî ç
[4] iñíóþòü òàêi åëåìåíòè p, q ∈ R, ùî paR+ (pb+ qc)R = R, òîáòî

(1) par + (pb+ qc)s = 1

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ r, s ∈ R. Çàóâàæèìî, ùî pR + qR = R, rR + sR = R. Ðiâíiñòü
(1) ìîæíà ìàòðè÷íî çàïèñàòè ó âèãëÿäi

(2)
(
p q

)
A

(
r
s

)
= 1.



56
Áîãäàííà ÊÓÇÍIÖÜÊÀ

ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2017. Âèïóñê 84

Îñêiëüêè pR+ qR = R, rR+ sR = R, òî iñíóþòü îáîðîòíi ãàíêåëåâi ìàòðèöi âèãëÿäó

P1 =

(
p q
∗ ∗

)
, Q1 =

(
r ∗
s ∗

)
.

Iç ðiâíîñòi (2) îòðèìà¹ìî

P1AQ1 =

(
1 x
y z

)
= A1.

Çà äîïîìîãîþ òðàíñêâåíöi¨ ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ ìàòðèöÿ A1 çâîäèòüñÿ äî êàíîíi÷íîãî
äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó. Îñêiëüêè êîæíié òàêîãî âèãëÿäó òðàíñêâåíöié âiäïîâiäà¹
äîìíîæåííÿ ìàòðèöi A1 ñïðàâà òà çëiâà íà îáîðîòíi ãàíêåëåâi ìàòðèöi âèãëÿäó

P2 =

(
y −1
−1 0

)
, Q2 =

(
x −1
−1 0

)
,

òî ìè îòðèìà¹ìî

P2P1AQ1Q2 =

(
ac 0
0 1

)
,

äå P1, P2, Q1, Q2 � îáîðîòíi ãàíêåëåâi ìàòðèöi. Öþ ìàòðèöþ, ïîìíîæèâøè ñïðàâà i

çëiâà íà îáîðîòíó ãàíêåëåâó ìàòðèöþ T =

(
0 1
1 0

)
, îòðèìà¹ìî

TP2P1AQ1Q2T =

(
0 1
1 0

)(
ac 0
0 1

)(
0 1
1 0

)
=

(
1 0
0 ac

)
.

�

Òåîðåìà 3. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ i ssr(R) = 1.
Òîäi áóäü-ÿêà îáîðîòíà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ¹ äîáóòêîì îáîðîòíèõ ãàíêåëåâèõ

ìàòðèöü.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � îáîðîòíà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó íàä êiëüöåì R. Çãiäíî
ç òåîðåìîþ 2, âðàõîâóþ÷è, ùî A � îáîðîòíà, ìîæåìî çíàéòè îáîðîòíi ãàíêåëåâi
ìàòðèöi P i Q äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî

PAQ =

(
1 0
0 1

)
.

Çâiäñè A = P−1Q−1. Îñêiëüêè îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî ãàíêåëåâî¨ ¹ ãàíêåëåâà, òî òåî-
ðåìà äîâåäåíà. �

Òåîðåìà 4. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå Åðìiòà îäèíè÷íîãî êâàäðàòíîãî ñòà-

áiëüíîãî ðàíãó 1. Òîäi áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó íàä R äiàãîíàëiçó¹òüñÿ çà

äîïîìîãîþ îáîðîòíèõ ãàíêåëåâèõ ìàòðèöü.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç îáìåæåííÿì, íàêëàäåíèì íà R, îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ
åëåìåíòiâ a, b ∈ R, äå aR + bR = dR i a = da0, b = db0 ìà¹ìî, ùî a0R + b0R = R.
Îñêiëüêè ssr(R) = 1, òî a0t + b20 = u, à çâiäñè −a0t − b20 = −u, −u, t � îáîðîòíi
åëåìåíòè i −at− b0b = −du.

Äîâåäåìî, ùî R � êiëüöå åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî äîâåñòè,

ùî äîâiëüíà ìàòðèöÿ A =

(
a b
c 0

)
, äå aR+ bR+ cR = R, ìà¹ âëàñòèâiñòü êàíîíi÷íî¨

äiàãîíàëüíî¨ ðåäóêöi¨.
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Îñêiëüêè aR + bR = dR, òî çãiäíî ç äîâåäåíèì âèùå ìà¹ìî −at − b0b = −du,
a = da0, b = db0, a0R+ b0R = R i −u, t � îáîðîòíi åëåìåíòè. Òîäi(

a b
c 0

)(
−t −b0
−b0 a0

)
=

(
−du 0
−ct −cb0

)
.

Îñêiëüêè aR + bR = dR i aR + bR + cR = R, òî dR + cR = R. Îòæå ìà¹ìî, ùî
duR + ctR = R. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ R ¹ ç âëàñòèâiñòþ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨
ðåäóêöi¨. �
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It is proved that an arbitrary matrix of the second order over a commutative
ring of elementary divisors of square stable rank 1 can lead to a canonical
diagonal form by invertible Hankel matrices. Properties of the reversible Hankel
matrices are established.
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