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Äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Ôóð'¹
äëÿ ñëàáêî íåëiíiéíîãî åëiïòè÷íî-ïàðàáîëi÷íîãî iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ âèùîãî ïîðÿäêó. Òàêîæ îòðèìàíî îöiíêó öüîãî ðîçâ'ÿçêó.

Êëþ÷îâi ñëîâà: çàäà÷à Ôóð'¹, ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ ç âèðîäæåí-
íÿì, åëiïòè÷íî-ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ, iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ,
ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ.

1. Âñòóï

Íåõàé n,m � íàòóðàëüíi ÷èñëà; Rn � ëiíiéíèé ïðîñòið, ñêëàäåíèé ç âïîðÿäêî-
âàíèõ íàáîðiâ n äiéñíèõ ÷èñåë x = (x1, . . . , xn) i íàäiëåíèé íîðìîþ |x| = (|x1|2 +
. . . + |xn|2)1/2; M � ïiäìíîæèíà ìíîæèíè {0, 1, . . . , m} òàêà, ùî {0,m} ⊂ M ; N
� êiëüêiñòü ìóëüòèiíäåêñiâ ðîçìiðíîñòi n (âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ α = (α1, . . . , αn)
ç öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë, òîáòî åëåìåíòiâ ìíîæèíè Zn+), äîâæèíè ÿêèõ (|α| =

α1 + . . . + αn) ¹ åëåìåíòàìè ìíîæèíè M ; 0̂ := (0, . . . , 0) � ìóëüòèiíäåêñ, ñêëà-
äåíèé ç íóëiâ; RN � ëiíiéíèé ïðîñòið âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ ç N äiéñíèõ ÷èñåë
ξ = (ξ0̂ , . . . , ξα, . . .) ≡ (ξα : |α| ∈ M), êîìïîíåíòè ÿêèõ ïðîíóìåðîâàíi ìóëüòèií-
äåêñàìè ðîçìiðíîñòi n, ùî ìàþòü äîâæèíè ç M i âïîðÿäêîâàíi ëåêñèêîãðàôi÷íî (öå
îçíà÷à¹, ùî α = (α1, . . . , αn) ïåðåäó¹ β = (β1, . . . , βn), êîëè àáî |α| < |β|, àáî |α| = |β|

i αk > βk, äå k = min
{
j : αj 6= βj

}
); |ξ| :=

( ∑
|α|∈M

|ξα|2
)1/2

äëÿ äîâiëüíîãî ξ ∈ RN .
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Íåõàé Ω � îáìåæåíà îáëàñòü â ïðîñòîði Rn. Ââàæà¹ìî, ùî ìåæà Γ := ∂Ω îáëàñòi
Ω ¹ êóñêîâî-ãëàäêîþ i ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç ν îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî
Γ. Ïiä S ðîçóìi¹ìî ïðîìiíü (−∞; 0]. Ïðèéìà¹ìî Q := Ω × S, Σ := Γ × S i Qt1,t2 :=
Ω× (t1, t2) äëÿ äîâiëüíèõ t1 i t2 (òóò i äàëi ââàæà¹ìî, ùî t1 < t2).

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî

(B) b : Ω→ R � âèìiðíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî 0 6 b(x) 6 1 äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω.

Ïîçíà÷à¹ìî Ω0 := {x ∈ Ω | b(x) > 0}, b0 := ess inf
x∈Ω

b(x).

Ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó: çíàéòè ôóíêöiþ u : Q → R, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (â ïåâíîìó
ñåíñi) ðiâíÿííÿ

(b(x)u)t +
∑
|α|∈M

(−1)|α|Dαaα(x, t, δu) +

∫
Ω

c(x, y, t, u(y, t)) dy =

(1) =
∑

|α|∈{0,m}

(−1)|α|Dαfα(x, t), (x, t) ∈ Q

òà êðàéîâi óìîâè

(2)
∂ju

∂νj

∣∣∣
Σ

= 0 , j = 0,m− 1,

äå aα : Q× RN → R, c : Ω× Ω× S × R→ R, fα : Q→ R (|α| ∈M) � çàäàíi ôóíêöi¨,

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi (íàâåäåíi íèæ÷å) óìîâè. Òóò i äàëi Dα :=
∂α1+...+αn

∂xα1
1 · · · ∂x

αn
n
,

α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn+, i δu � âïîðÿäêîâàíèé íàáið ïîõiäíèõ Dαu ôóíêöi¨ u ïîðÿäêiâ

|α| ∈M (ïðàâèëî âïîðÿäêóâàííÿ òàêå ñàìå, ÿê äëÿ êîìïîíåíòiâ âåêòîðiâ ξ ∈ RN ).

Ââàæà¹ìî, ùî ïðîñòîðîâà ÷àñòèíà äèôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó â ëiâié ÷àñòèíi
ðiâíÿííÿ (1) � åëiïòè÷íà, òîáòî ðiâíÿííÿ (1) � ïàðàáîëi÷íå íà ìíîæèíi Ω0 × S i
åëiïòè÷íå íà ìíîæèíi (Ω \Ω0)×S, à òîìó éîãî íàçèâàþòü åëiïòè÷íî-ïàðàáîëi÷íèì.
Òàêi ðiâíÿííÿ äîñëiäæóâàëè, çîêðåìà, â [1, 2, 3, 4, 5].

Â öié ðîáîòi ìè âèâ÷à¹ìî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Ôóð'¹
(çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ) äëÿ ðiâíÿííÿ (1) ç êðàéîâèìè óìîâàìè (2). Çàäà÷à
Ôóð'¹ âèíèêà¹ ïðè ìîäåëþâàííi ðiçíèõ äèíàìi÷íèõ ïðîöåñiâ ó ïðèðîäi òà åêîíîìiöi,
êîëè ïî÷àòîê ïðîöåñó íàñòiëüêè âiääàëåíèé âiä àêòóàëüíîãî ìîìåíòó, ùî ïî÷àòêîâi
äàíi ïðàêòè÷íî íå âïëèâàþòü íà ñèòóàöiþ â öåé ìîìåíò (äèâ., íàïðèêëàä, [6]). Òàêà
çàäà÷à äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ç ðiçíèõ êëàñiâ ðîçãëÿäàëàñÿ â ïðàöÿõ áàãàòüîõ
ìàòåìàòèêiâ, çîêðåìà, â [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11]. Äîñèòü ïîâíèé îãëÿä öèõ ðåçóëüòàòiâ
ìîæíà çíàéòè â [10].

Çàóâàæèìî, ùî â çàäà÷i (1),(2) ìîæëèâå âõîäæåííÿ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ ÿê â äè-
ôåðåíöiàëüíó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ, òàê i â iíòåãðàëüíó. Iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâ-
íÿííÿ âèíèêàþòü ïðè ìîäåëþâàííi ñêëàäíèõ ÿâèù ó ñó÷àñíîìó ïðèðîäîçíàâñòâi,
åêîíîìiöi òà òåõíiöi, íàïðèêëàä, äëÿ îïèñó áiðæîâèõ êîëèâàíü âàðòîñòi îïöiîíiâ,
â òåîði¨ ÿäåðíèõ ðåàêöié ïðè âèâ÷åííi ïðîöåñó óïîâiëüíåííÿ íåéòðîíiâ â äèôóçi¨
çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê ó ïëàçìi òà â iíøèõ ðiçíîìàíiòíèõ çàäà÷àõ (äèâ. [12, 13, 14]).
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Ïðèêëàäàìè ðiâíÿíü òèïó (1), ÿêi òóò äîñëiäæóþòüñÿ, ¹ ðiâíÿííÿ:

(b(x)u)t +
∑
k∈M

âk(t)(−∆)ku+

∫
Ω

ĉ(x, y, t)u(y, t) dy =

(3) = f(x, t), (x, t) ∈ Q,

äå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, âk ∈ L∞(0, T ) (k ∈M), ĉ ∈ L∞(Ω×Ω×S) � äåÿêi ôóíêöi¨,
ïðè÷îìó ôóíêöi¨ âk (k ∈ M) äîäàòíi i âiääiëåíi âiä íóëÿ, à ôóíêöiÿ f : Q → R �
âèìiðíà i òàêà, ùî ¨¨ çâóæåííÿ íà Qt1,t2 íàëåæèòü ïðîñòîðó L2(Qt1,t2) äëÿ áóäü-
ÿêèõ t1, t2 ∈ S.

Çàäà÷à Ôóð'¹ äëÿ ðiâíÿíü òèïó (1) ó âèïàäêó ñèëüíî¨ íåëiíiéíîñòi äîñëiäæåíà
ó [5] òà îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíà áåç áóäü-ÿêèõ óìîâ íà íåñêií÷åííîñòi. Ó âèïàäêó ñëàá-
êî¨ íåëiíiéíîñòi, ðîçãëÿíóòîìó â öié ðîáîòi, çàäà÷à Ôóð'¹ êîðåêòíà ëèøå çà äåÿêèõ
îáìåæåíü íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ïðè t→ −∞, ÿêi áóäóòü âêàçàíi ïiçíiøå.

2. Îñíîâíi ôóíêöiéíi ïðîñòîðè òà äîïîìiæíi ôàêòè

Ââåäåìî ïîòðiáíi íàì ôóíêöiéíi ïðîñòîðè.
Ïiä L∞

loc
(Q) ðîçóìi¹ìî ëiíiéíèé ïðîñòið âèìiðíèõ íà Q ôóíêöié òàêèõ, ùî ¨õ

çâóæåííÿ íà ïiäìíîæèíó Qt1,t2 íàëåæèòü ïðîñòîðó L∞(Qt1,t2) äëÿ áóäü-ÿêèõ t1, t2 ∈
S.

ÍåõàéX � äîâiëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·)X òà íîðìîþ
‖ · ‖X . Ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç L2

loc
(S;X) ëiíiéíèé ïðîñòið ôóíêöié, ÿêi âèçíà÷åíi íà S,

íàáóâàþòü çíà÷åííÿ â X i ¨õí¹ çâóæåííÿ íà áóäü-ÿêèé âiäðiçîê [t1, t2] ⊂ S íàëåæàòü
ïðîñòîðó L2(t1, t2;X).

Ïiä C1
c (I), äå I � iíòåðâàë ÷èñëîâî¨ îñi, ðîçóìi¹ìî ëiíiéíèé ïðîñòið íåïåðåðâíî

äèôåðåíöiéîâíèõ íà I ôóíêöié ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì (ÿêùî I = (t̂1, t̂2), òî ïèñàòè-

ìåìî C1
c (t̂1, t̂2) çàìiñòü C1

c ((t̂1, t̂2))).
Íåõàé Hm(Ω) := {v ∈ L2(Ω)

∣∣Dαv ∈ L2(Ω) ∀α ∈ Zn+, |α| 6 m} � ïðîñòið
Ñîáîë¹âà, ÿêèé ¹ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (v, w)Hm(Ω) :=∫
Ω

∑
|α|6m

DαvDαw dx òà íîðìîþ ‖v‖Hm(Ω) :=

(∫
Ω

∑
|α|6m

|Dαv|2 dx

)1/2

. Ïiä
◦
Hm(Ω) áó-

äåìî ðîçóìiòè çàìèêàííÿ â Hm(Ω) ïðîñòîðó C∞c (Ω) (C∞c (Ω) � ëiíiéíèé ïðîñòið, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ ç íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ íà Ω ôóíêöié, ÿêi ìàþòü êîìïàêòíèé
íîñié).

Íåõàé b̃(x) := b(x), ÿêùî x ∈ Ω0, i b̃(x) := 1, ÿêùî x ∈ Ω \ Ω0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Hb(Ω) ëiíiéíèé ïðîñòið, åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹ ôóíêöi¨ w = b̃−1/2v, äå v ∈ L2(Ω). Íà

ïðîñòîði Hb ââîäèìî ïiâíîðìó ‖w‖Hb(Ω) :=

(∫
Ω

b(x)|w(x)|2dx

)1/2

, ç ÿêîþ âií ¹ ïîâ-

íèì ïiâíîðìîâàíèì ïðîñòîðîì. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî
◦
Hm(Ω) ùiëüíî âêëàäà¹òüñÿ

â Hb (äèâ. [15, I.3.3]).
Ââîäèìî ïðîñòið C(S;Hb(Ω)) ÿê ëiíiéíèé ïðîñòið ôóíêöié h : S → Hb(Ω) òàêèõ,

ùî b1/2h ∈ C(S;L2(Ω)).
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×åðåç Kα (|α| 6 m) ïîçíà÷à¹ìî äîäàòíi ñòàëi, äëÿ ÿêèõ ïðàâèëüíi íåðiâíîñòi

(4) ∀α, |α| 6 m :

∫
Ω

|Dαv|2 dx > Kα

∫
Ω

|v|2 dx ∀ v ∈
◦
H
m(Ω).

Iñíóâàííÿ òàêèõ ñòàëèõ ïðè |α| 6= 0 ëåãêî âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi Ôðiäðiõñà, à K0̂ = 1.

3. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i òà îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ

Ìè ðîçãëÿäàòèìåìî óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (1), (2), à äëÿ öüîãî çðîáèìî
âiäïîâiäíi ïðèïóùåííÿ.

Íåõàé âèõiäíi äàíi ðiâíÿííÿ (1) çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:

(A1) äëÿ êîæíîãî α (|α| ∈ M) ôóíêöiÿ aα(x, t, ξ), (x, t, ξ) ∈ Q× RN , � êàðàòåî-
äîðiâñüêà, òîáòî äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q ôóíêöiÿ aα(x, t, · ) : RN → R �
íåïåðåðâíà, à äëÿ êîæíîãî ξ ∈ RN ôóíêöiÿ aα(·, · , ξ) : Q → R � âèìiðíà çà
Ëåáåãîì, à òàêîæ aα(x, t, 0) = 0 äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q;

(A2) äëÿ êîæíîãî α (|α| ∈M), ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q òà áóäü-ÿêèõ ξ ∈ RN ìà¹ìî

|aα(x, t, ξ)| 6 hα(x, t)|ξ|+ gα(x, t),

äå hα ∈ L∞loc(Q), gα ∈ L2
loc

(S;L2(Ω));
(A3) äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q òà äîâiëüíèõ ξ, η ∈ RN âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∑

|α|∈M

(aα(x, t, ξ)− aα(x, t, η))(ξα − ηα) >
∑
α∈A

γα(t)|ξα − ηα|2,

äå ìíîæèíà A ⊂ Zn+ òàêà, ùî {α | |α| = m} ⊂ A ⊂ {α | |α| ∈ M}, òà ôóíêöi¨
γα ∈ C(S), α ∈ A òàêi, ùî γα(t) > 0 ∀t ∈ S, ∀α ∈ A;

(C1) ôóíêöiÿ c(x, y, t, ρ), (x, y, t, ρ) ∈ Ω×Ω×S ×R, � êàðàòåîäîðiâñüêà, òîáòî äëÿ
ìàéæå âñiõ (x, y, t) ∈ Ω × Ω × S ôóíêöiÿ c(x, y, t, ·) : R → R � íåïåðåðâíà, à
äëÿ âñiõ ρ ∈ R ôóíêöiÿ c(·, ·, ·, ρ) : Ω × Ω × S → R � âèìiðíà çà Ëåáåãîì, à
òàêîæ c(x, y, t, 0) = 0 äëÿ ìàéæå âñiõ (x, y, t) ∈ Ω× Ω× (0, T );

(C2) iñíó¹ ñòàëà L > 0 òàêà, ùî äëÿ ìàéæå âñiõ (x, y, t) ∈ Ω× Ω× S òà äîâiëüíèõ
ρ1, ρ2 ∈ R âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|c(x, y, t, ρ1)− c(x, y, t, ρ2)| 6 Lγ(t)|ρ1 − ρ2|,

äå

(5) γ(t) :=
∑
α∈A

Kαγα(t) ∀t ∈ S;

(F) fα ∈ L2
loc

(S;L2(Ω)) ∀α, |α| ∈ {0,m}.

Îçíà÷åííÿ 1. Óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1), (2) íàçèâà¹ìî ôóíêöiþ u ∈
L2

loc(S;
◦
Hm(Ω)) ∩ C(S;Hb(Ω)), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü∫∫
Q

{
−buvϕ′ +

∑
|α|∈M

aα(x, t, δu)Dαvϕ+ vϕ

∫
Ω

c(x, y, t, u(y, t)) dy
}
dxdt =



ÊÎÐÅÊÒÍIÑÒÜ ÇÀÄÀ×I ÔÓÐ'�
ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2018. Âèïóñê 85 95

(6) =

∫∫
Q

∑
|α|∈{0,m}

fαD
αvϕ dxdt ∀v ∈

◦
H
m(Ω), ∀ϕ ∈ C1

c (−∞, 0).

Çàóâàæèìî, ùî çàäà÷à (1),(2) ìîæå ìàòè áàãàòî óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ñïðàâ-
äi, ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

(7) ut + (−∆)mu−
∫
Ω

(λ1 + λm1 )v1(x)v1(y)u(y, t) dy = 0,

äå λ1 òà v1 : Ω → R, âiäïîâiäíî, ïåðøå âëàñíå çíà÷åííÿ òà âiäïîâiäíà éîìó âëàñíà
ôóíêöiÿ, íîðìà ÿêî¨ â L2(Ω) äîðiâíþ¹ îäèíèöi, çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ

−∆v(x) = λv(x), x ∈ Ω, v
∣∣∣
∂Ω

= 0.

Î÷åâèäíî, ùî âèõiäíi äàíi ðiâíÿííÿ (7) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (A1), (A2), (A3), (B),
(C1), (C2), (F) i äëÿ äîâiëüíî¨ ñòàëî¨ C ∈ R ôóíêöiÿ uC(x, t) = Ceλ1tv1(x), (x, t) ∈ Q,
¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (7), (2).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ çàáåçïå÷åííÿ ¹äèíîñòi óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i
(1),(2) íåîáõiäíî íàêëàäàòè îáìåæåííÿ íà éîãî ïîâåäiíêó ïðè t→ −∞.

Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó âiäøóêàííÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i
(1),(2), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ òàêèé �àíàëîã� ïî÷àòêîâî¨ óìîâè

(8) lim
t→−∞

e
ω
t∫
0

γ(s)ds
‖u(·, t)‖Hb(Ω) = 0,

äå ω ∈ R, à γ � ôóíêöiÿ, ÿêà âèçíà÷åíà â (5).
Öþ çàäà÷ó êîðîòêî íàçèâàòèìåìî çàäà÷åþ (1),(2), (8), à ôóíêöiþ u � óçàãàëü-

íåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1),(2),(8).
Äàëi íàì áóäå ïîòðiáíèé ùå òàêèé ôóíêöiéíèé ïðîñòið. Íåõàé ω ∈ R, β ∈ C(S),

β(t) > 0 äëÿ âñiõ t ∈ S. Ðîçãëÿíåìî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið

L2
ω,β(S;L2(Ω)) :=

f ∈ L2
loc

(S;L2(Ω))
∣∣∣ ∫
S

β(t)e
2ω

t∫
0

γ(s)ds
‖f(·, t)‖2L2(Ω) dt <∞


çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(f, g)L2
ω,β(S;L2(Ω)) =

∫
S

β(t) e
2ω

t∫
0

γ(s) ds
(f(·, t), g(·, t))L2(Ω) dt

òà íîðìîþ

‖f‖L2
ω,β(S;L2(Ω)) :=

∫
S

β(t) e
2ω

t∫
0

γ(s) ds
‖f(·, t)‖2L2(Ω) dt

1/2

,

äå γ âèçíà÷åíî â (5).

×åðåç mesnG, äå G � âèìiðíà ìíîæèíà â Rn, ïîçíà÷àòèìåìî ìiðó Ëåáåãà ìíî-
æèíè G.
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Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A1), (A2), (A3), (B), (C1), (C2), (F) i, êðiì
òîãî, ó âèïàäêó b0 = 0 ìàòèìåìî

(9) LmesnΩ < 1.

Ïðèïóñòèìî, ùî ω < 1 − LmesnΩ, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (9), i ω < (1 −
LmesnΩ)/b0 â iíøîìó âèïàäêó, i ìà¹ìî âêëþ÷åííÿ

(10) fα ∈ L2
ω,1/γα

(S;L2(Ω)) ∀α |α| = m, f0̂ ∈ L
2
ω,1/γ(S;L2(Ω)).

Òîäi iñíó¹ i òiëüêè îäèí óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1), (2),(8), ïðè÷îìó äëÿ
íüîãî ïðàâèëüíà îöiíêà

e
ω
τ∫
0

γ(s) ds
‖u(·, τ)‖Hb(Ω) + ‖u‖L2

ω,γ(Sτ ;L2(Ω)) +
∑
α∈A
‖Dαu‖L2

ω,γα
(Sτ ;L2(Ω)) 6

6 C1

‖f0̂‖L2
ω,1/γ

(Sτ ;L2(Ω)) +
∑
|α|=m

‖fα‖L2
ω,1/γα

(Sτ ;L2(Ω))

 , τ ∈ S,(11)

äå Sτ := (−∞, τ ] ∀τ ∈ (−∞, 0] (S0 = S), C1 > 0 � ñòàëà, ùî çàëåæàòü ëèøå âiä L,
mesnΩ, b0 òà ω.

4. Îáãðóíòóâàííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ

Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 1 âàæëèâó ðîëü âiäiãðàâàòèìå òâåðäæåííÿ, ÿêå ¹ âiäî-
ìèì (äèâ., íàïðèêëàä, [3]), àëå ìè ñôîðìóëþ¹ìî éîãî ó çðó÷íié äëÿ íàñ ôîðìi.

Ëåìà 1. Íåõàé ôóíêöi¨ w ∈ L2(0, T ;
◦
H m(Ω)) i gα ∈ L2(Ω × (0, T )) (|α| ∈ M), äå

T > 0 òàêi, ùî ïðàâèëüíà òîòîæíiñòü

(12)

T∫
0

∫
Ω

−bwvϕ′ +
( ∑
|α|∈M

gαD
αv

)
ϕ

 dxdt = 0 ∀v ∈
◦
H

m(Ω), ∀ϕ ∈ C1
c (0, T ).

Òîäi w ∈ C([0, T ];Hb(Ω)) i äëÿ áóäü-ÿêèõ τ1, τ2 ∈ [0, T ] (τ1 < τ2) òà äîâiëüíî¨ θ ∈
C1([0, T ]) ìàòèìåìî

1

2
θ(τ2)‖w(·, τ2)‖2Hb(Ω) −

1

2
θ(τ1)‖w(·, τ1)‖2Hb(Ω) −

1

2

τ2∫
τ1

‖w(·, t)‖2Hb(Ω)θ
′(t) dt+

(13) +

τ2∫
τ1

∫
Ω

( ∑
|α|∈M

gαD
αw

)
θ dxdt = 0.

Òàêîæ íàì áóäå ïîòðiáíå òàêå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A1), (A2), (A3), (B), (C1), (C2) i ó âèïàäêó b0 = 0
� óìîâà (9). Ïðèïóñòèìî, ùî ω < 1 − LmesnΩ, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (9), i
ω < (1−LmesnΩ)/b0 â iíøîìó âèïàäêó. Òîäi, ÿêùî u1 òà u2 � óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè,
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âiäïîâiäíî, çàäà÷, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ âiä çàäà÷i (1), (2), (8) òiëüêè òèì, ùî â ïåðøié
ç íèõ fα = fα,1, à â äðóãié � fα = fα,2 (|α| ∈ {0,m}), äå

(14) f0̂,k∈L
2
ω,1/γ(S;L2(Ω)) (k ∈ {1, 2}), fα,k ∈ L2

ω,1/γα
(S;L2(Ω)) (k∈{1, 2}; |α| = m),

òî ïðàâèëüíà îöiíêà

e
ω
τ∫
0

γ(s) ds
‖u1(·, τ)− u2(·, τ)‖Hb(Ω) + ‖u1 − u2‖L2

ω,γ(Sτ ;L2(Ω))+

+
∑
α∈A
‖Dαu1 −Dαu2‖L2

ω,γα
(Sτ ;L2(Ω)) 6

6 C1

[
‖f0̂,1 − f0̂,2‖L2

ω,1/γ
(Sτ ;L2(Ω)) +

∑
|α|=m

‖fα,1 − fα,2‖L2
ω,1/γα

(Sτ ;L2(Ω))

]
, τ ∈ S,(15)

äå C1 > 0 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä L, mesnΩ, b0 i ω.

Äîâåäåííÿ. Ââîäèìî äëÿ êîæíèõ α (|α| ∈M), x ∈ Ω, y ∈ Ω, t ∈ S ïîçíà÷åííÿ

u12(x, t) := u1(x, t)− u2(x, t), aα,12(x, t) := aα(x, t, δu1(x, t))− aα(x, t, δu2(x, t)),

c12(x, y, t) := c(x, y, t, u1(y, t))− c(x, y, t, u2(y, t)), fα,12(x, t) := fα,1(x, t)− fα,2(x, t).

Ç (6) îòðèìà¹ìî òàêó iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü:∫∫
Q

{
− bu12vϕ

′ +
∑
|α|∈M

aα,12D
αvϕ+

(∫
Ω

c12(x, y, t) dy

)
vϕ

}
dxdt =

(16) =

∫∫
Q

∑
|α|∈{0,m}

fα,12D
αvϕ dxdt ∀v ∈

◦
H
m(Ω), ∀ϕ ∈ C1

c (−∞, 0).

Íà ïiäñòàâi ëåìè 1 ç (16) âèïëèâà¹, ùî

1

2
θ(t)

∫
Ω

b(x)|u12(x, t)|2 dx
∣∣∣t=τ2
t=τ1
− 1

2

τ2∫
τ1

∫
Ω

b|u12|2θ′ dxdt+

τ2∫
τ1

∫
Ω

{ ∑
|α|∈M

aα,12D
αu12+

+

(∫
Ω

c12(x, y, t) dy

)
u12

}
θ dxdt =

τ2∫
τ1

∫
Ω

∑
|α|∈{0,m}

fα,12D
αu12θ dxdt,(17)

äå θ ∈ C1(S), θ(t) > 0 ∀t ∈ S, òà τ1, τ2 ∈ S (τ1 < τ2) � äîâiëüíi.
Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi:

(18) ac 6
ε

2
a2 +

1

2ε
c2 ∀a, c ∈ R, ∀ε > 0,
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îöiíèìî ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (17) òàê:

τ2∫
τ1

∫
Ω

∑
|α|=m

fα,12D
αu12θ dxdt6

ε1

2

τ2∫
τ1

∫
Ω

∑
|α|=m

γα|Dαu12|2θ dxdt+(19)

+
1

2ε1

τ2∫
τ1

∫
Ω

∑
|α|=m

1

γ α
|fα,12|2θ dxdt,

τ2∫
τ1

∫
Ω

f0̂,12 u12θ dxdt6
ε2

2

τ2∫
τ1

∫
Ω

γ|u12|2θ dxdt+
1

2ε2

τ2∫
τ1

∫
Ω

1

γ
|f0̂,12|

2θ dxdt,(20)

äå ε1, ε2 � äîâiëüíi äîäàòíi ÷èñëà.
Ç óìîâè (A3) îòðèìó¹ìî

τ2∫
τ1

∫
Ω

∑
|α|∈M

aα,12(x, t)Dαu12θ dxdt >

τ2∫
τ1

∫
Ω

∑
α∈A

γα|Dαu12|2θ dxdt.(21)

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó (C2) i íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî, îòðèìó¹ìî∣∣∣∣∣∣
τ2∫
τ1

∫
Ω

(∫
Ω

c12(x, y, t) dy

)
u12θ dxdt

∣∣∣∣∣∣ 6
6

τ2∫
τ1

∫
Ω

(∫
Ω

|c(x, y, t, u1(y, t))− c(x, y, t, u2(y, t))| dy

)
|u12(x, t)| θ(t) dxdt 6

6 L

τ2∫
τ1

∫
Ω

γ(t)

(∫
Ω

|u12(y, t)| dy

)
|u12(x, t)| θ(t) dxdt =

= L

τ2∫
τ1

γ(t)

(∫
Ω

|u12(x, t)| dx

)(∫
Ω

|u12(y, t)| dy

)
θ(t) dt =

= L

τ2∫
τ1

γ(t)

(∫
Ω

|u12(x, t)| dx

)2

θ(t) dt 6 LmesnΩ

τ2∫
τ1

∫
Ω

γ |u12|2 θ dxdt.(22)

Ç (17), íà ïiäñòàâi (19) � (22), îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü

1

2
θ(τ2)

∫
Ω

b(x)|u12(x, τ2)|2 dx− 1

2
θ(τ1)

∫
Ω

b(x)|u12(x, τ1)|2 dx−

−1

2

τ2∫
τ1

∫
Ω

b|u12|2θ′ dxdt+

τ2∫
τ1

∫
Ω

∑
α∈A

γα|Dαu12|2θ dxdt− LmesnΩ

τ2∫
τ1

∫
Ω

γ |u12|2 θdxdt 6
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6
ε1

2

τ2∫
τ1

∫
Ω

∑
|α|=m

γα|Dαu12|2θ dxdt+
1

2ε1

τ2∫
τ1

∫
Ω

∑
|α|=m

1

γα
|fα,12|2θ dxdt+

+
ε2

2

τ2∫
τ1

∫
Ω

γ|u12|2θ dxdt+
1

2ε2

τ2∫
τ1

∫
Ω

1

γ
|f0̂,12|

2θ dxdt,

äå ε1, ε2 � äîâiëüíi äîäàòíi ÷èñëà.

Âçÿâøè â öié íåðiâíîñòi θ(t) := 2e
2ω

t∫
0

γ(s) ds
, t ∈ S, ìàòèìåìî

e
2ω

τ2∫
0

γ(s) ds
∫
Ω

b(x)|u12(x, τ2)|2dx− e
2ω

τ1∫
0

γ(s) ds
∫
Ω

b(x)|u12(x, τ1)|2dx−

−2ω

τ2∫
τ1

∫
Ω

bγe
2ω

t∫
0

γ(s) ds
|u12|2dxdt+

+2(δ + (1− δ))
τ2∫
τ1

∫
Ω

∑
|α|∈M

γαe
2ω

t∫
0

γ(s) ds
|Dαu12|2 dxdt−

−2LmesnΩ

τ2∫
τ1

∫
Ω

γe
2ω

t∫
0

γ(s) ds
|u12|2 dxdt 6

6 ε1

τ2∫
τ1

∫
Ω

∑
|α|=m

γαe
2ω

t∫
0

γ(s) ds
|Dαu12|2 dxdt+

1

ε1

τ2∫
τ1

∫
Ω

∑
|α|=m

1

γα
e

2ω
t∫
0

γ(s) ds
|fα,12|2 dxdt+

+ε2

τ2∫
τ1

∫
Ω

γe
2ω

t∫
0

γ(s) ds
|u12|2 dxdt+

1

ε2

τ2∫
τ1

∫
Ω

1

γ
e

2ω
t∫
0

γ(s) ds
|f0̂,12|

2 dxdt,(23)

äå δ ∈ (0, 1) � äîâiëüíå ÷èñëî.
Çâiäñè òà ç (4) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

e
2ω

τ2∫
0

γ(s) ds
∫
Ω

b(x)|u12(x, τ2)|2 dx− e
2ω

τ1∫
0

γ(s) ds
∫
Ω

b(x)|u12(x, τ1)|2 dx−

−2 ess sup
x∈Ω

{ωb(x)}
τ2∫
τ1

∫
Ω

γe
2ω

t∫
0

γ(s) ds
|u12|2 dxdt+

+2(1− δ)
τ2∫
τ1

∫
Ω

∑
α∈A

γαe
2ω

t∫
0

γ(s) ds
|Dαu12|2 dxdt+
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+2δ

τ2∫
τ1

∫
Ω

∑
α∈A

Kαγαe
2ω

t∫
0

γ(s) ds
|u12|2 dxdt− 2LmesnΩ

τ2∫
τ1

∫
Ω

γe
2ω

τ2∫
0

γ(s) ds
|u12|2 dxdt 6

6 ε1

τ2∫
τ1

∫
Ω

∑
|α|=m

γαe
2ω

t∫
0

γ(s) ds
|Dαu12|2 dxdt+

1

ε1

τ2∫
τ1

∫
Ω

∑
|α|=m

1

γα
e

2ω
t∫
0

γ(s) ds
|fα,12|2 dxdt+

+ε2

τ2∫
τ1

∫
Ω

γe
2ω

t∫
0

γ(s) ds
|u12|2 dxdt+

1

ε2

τ2∫
τ1

∫
Ω

1

γ
e

2ω
t∫
0

γ(s) ds
|f0̂,12|

2 dxdt.(24)

Ç (24), âèêîðèñòàâøè ïîçíà÷åíÿ (5), îòðèìà¹ìî

e
2ω

τ2∫
0

γ(s) ds
∫
Ω

b(x)|u12(x, τ2)|2dx− e
2ω

τ1∫
0

γ(s) ds
∫
Ω

b(x)|u12(x, τ1)|2dx+

+
[
2(1− δ)− ε1

] τ2∫
τ1

∫
Ω

∑
|α|∈M

γαe
2ω

t∫
0

γ(s) ds
|Dαu12|2 dxdt+

+(2(δ − LmesnΩ− ess sup
x∈Ω

{ωb(x)})− ε2)

τ2∫
τ1

∫
Ω

γe
2ω

t∫
0

γ(s) ds
|u12|2 dxdt 6

6
1

ε1

τ2∫
τ1

∫
Ω

∑
|α|=m

1

γα
e

2ω
t∫
0

γ(s) ds
|fα,12|2 dxdt+

1

ε2

τ2∫
τ1

∫
Ω

e
2ω

t∫
0

γ(s) ds 1

γ
|f0̂,12|

2 dxdt.(25)

Çàóâàæèìî, ùî

(26) 1− LmesnΩ− ess sup
x∈Ω

{ωb(x)} > 0.

Ñïðàâäi, íåõàé 1−LmesnΩ > 0. Òîäi ω < 1−LmesnΩ. Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè: 1)
ω 6 0, 2) 0 < ω < 1−LmesnΩ. Â ïåðøîìó âèïàäêó (ω 6 0) ìà¹ìî ess sup

x∈Ω
{ωb(x)} 6 0,

à îòæå, íåðiâíiñòü (26) ïðàâèëüíà. Â äðóãîìó âèïàäêó ìà¹ìî

ess sup
x∈Ω

{ωb(x)} = ω ess sup
x∈Ω

b(x) 6 ω < 1− LmesnΩ,

çâiäêè âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü (26). Òåïåð íåõàé 1 − LmesnΩ 6 0. Òîäi b0 > 0 i ωb0 <
1− LmesnΩ. Îñêiëüêè

ess sup
x∈Ω

{ωb(x)} = ω ess inf
x∈Ω

b(x) = ωb0,

òî i â öié ñèòóàöi¨ íåðiâíiñòü (26) ïðàâèëüíà.

Âèáåðåìî ó (25) δ ∈ (0, 1) òàêå, ùîá âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü

δ − LmesnΩ− ess sup
x∈Ω

{ωb(x)} > 0,
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i âiçüìåìî ε1 = 1− δ, ε2 = δ − LmesnΩ− ess sup
x∈Ω

{ωb(x)}. Ó ïiäñóìêó îäåðæèìî

e
2ω

τ2∫
0

γ(s) ds
∫
Ω

b(x)|u12(x, τ2)|2 dx− e
2ω

τ1∫
0

γ(s) ds
∫
Ω

b(x)|u12(x, τ1)|2 dx+

+C3

[ τ2∫
τ1

∫
Ω

∑
|α|∈M

γα(t)e
2ω

t∫
0

γ(s) ds
|Dαu12|2 dxdt+

τ2∫
τ1

∫
Ω

γe
2ω

t∫
0

γ(s) ds
|u12|2 dxdt

]
6

6 C4

[ τ2∫
τ1

∫
Ω

∑
|α|=m

1

γα
e

2ω
t∫
0

γ(s) ds
|fα,12|2 dxdt+

1

ε2

τ2∫
τ1

∫
Ω

1

γ
e

2ω
t∫
0

γ(s) ds
|f0̂,12|

2 dxdt

]
,(27)

äå C3, C4 � äîäàòíi ñòàëi, ùî çàëåæàòü ëèøå âiä L, mesnΩ, b0 òà ω.
Ç (8) âèïëèâà¹ óìîâà

(28) e
2ω

t∫
0

γ(s)ds
∫
Ω

b(x)|u12(x, t)|2 dx→ 0 ïðè t→ −∞.

Ôiêñóþ÷è äîâiëüíî âèáðàíå τ2 = τ ∈ S, ñïðÿìó¹ìî τ1 äî −∞ â (27), âðàõîâóþ÷è (14)
òà (28). Ó ïiäñóìêó îòðèìà¹ìî

e
2ω

τ∫
0

γ(s) ds
∫
Ω

b(x)|u12(x, τ)|2 dx+

+C3

 τ∫
−∞

∫
Ω

∑
|α|∈M

γαe
2ω

t∫
0

γ(s) ds
|Dαu12|2 dxdt+

τ∫
−∞

∫
Ω

γe
2ω

t∫
0

γ(s) ds
|u12|2 dxdt

 6(29)

6 C4

 τ∫
−∞

∫
Ω

∑
|α|=m

1

γα
e

2ω
t∫
0

γ(s) ds
|fα,12|2 dxdt+

τ∫
−∞

∫
Ω

1

γ
e

2ω
t∫
0

γ(s) ds
|f0̂,12|

2 dxdt

 .(30)

Çâiäñè ëåãêî îäåðæó¹ìî îöiíêó (15). �

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Äîâåäåìî ¹äèíiñòü óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1), (2),
(8). Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Íåõàé u1, u2 � äâà óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (1),
(2), (8). Çãiäíî ç ëåìîþ 2 (äèâ. (15)) ìàòèìåìî

(31)

∫∫
Q

γ(t)e
2ω

t∫
0

γ(s) ds
|u1(x, t)− u2(x, t)|2 dxdt 6 0.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî u1(x, t)− u2(x, t) = 0 äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q. Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ
äîâîäèòü íàøå òâåðäæåííÿ.

Äîâåäåìî �iñíóâàííÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1), (2),(8) òà éîãî îöiíêó.
Ïî÷íåìî ç àïðiîðíî¨ îöiíêè óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó. Ïðèïóñòèìî, ùî u � óçàãàëüíå-
íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1), (2),(8). Ëåãêî áà÷èòè, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè (A1) òà (C1),
ùî u = 0 ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1), (2), (8) ïðè fα = 0 (|α| ∈ {0,m}), à
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òîìó íà ïiäñòàâi ëåìè 2 (äèâ. îöiíêó (15)) ïðè u1 = u, fα,1 = fα òà u2 = 0, fα,2 = 0
(|α| ∈ {0,m}) ìà¹ìî îöiíêó (11).

Òåïåð äëÿ êîæíîãî m ∈ N i α, |α| ∈ {0,m} âèçíà÷èìî fα,m(·, t) := fα(·, t), ÿêùî
−m < t 6 0, i fα,m(·, t) := 0, ÿêùî t 6 −m, òà ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó íà çíàõîäæåí-

íÿ ôóíêöi¨ um ∈ L2(−m, 0;
◦
H m(Ω))∩ C([−m, 0];Hb(Ω)), ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó

óìîâó

(32) um(x,−m) = 0, x ∈ Ω,

(ÿê åëåìåíò ïðîñòîðó C([−m, 0];Hb(Ω))) òà ðiâíÿííÿ (1) â Qm â ñåíñi iíòåãðàëüíî¨
òîòîæíîñòi∫∫
Qm

−bumvϕ′ + ∑
|α|∈M

aα(x, t, δum)Dαvϕ+

∫
Ω

c(x, y, t, um(y, t)) dy

 vϕ

 dxdt =

=

∫∫
Qm

∑
|α|∈{0,m}

fα,mD
αvϕ dxdt ∀v ∈

◦
H
m(Ω), ∀ϕ ∈ C1

c (−m, 0).(33)

Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i ëåãêî âèïëèâà¹ ç âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ
(äèâ., íàïðèêëàä, [16]). Äëÿ êîæíîãîm ∈ N ïðîäîâæèìî íóëåì um íà âåñü öèëiíäð Q
i çàëèøèìî ïîçíà÷åííÿ um äëÿ öüîãî ïðîäîâæåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãîm ∈
N ôóíêöiÿ um íàëåæèòü äî ïðîñòîðó L2

loc(S;
◦
Hm(Ω)) ∩ C(S;Hb(Ω)) òà çàäîâîëüíÿ¹

iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü (6) ç fα,m çàìiñòü fα (|α| ∈ {0,m}), òîáòî∫∫
Q

−bumvϕ′ + ∑
|α|∈M

aα(x, t, δum)Dαvϕ+

∫
Ω

c(x, y, t, um(y, t)) dy

 vϕ

 dxdt =

=

∫∫
Q

∑
|α|∈{0,m}

fα,mD
αvϕ dxdt ∀v ∈

◦
H

m(Ω), ∀ϕ ∈ C1
c (−∞, 0).(34)

Öå îçíà÷à¹, ùî um ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1), (2), (8) ç fα,m çàìiñòü fα
(|α| ∈ {0,m}). Çâiäñè òà äîâåäåíîãî âèùå, çîêðåìà, âèïëèâàþòü (äèâ. (11)) îöiíêè

e
2ω

τ∫
0

γ(s) ds
‖um(·, τ)‖2Hb(Ω) 6

6 C5

[ τ∫
−∞

∑
|α|=m

1

γα
e

2ω
t∫
0

γ(s) ds
‖fα(·, t)‖2L2(Ω) dt+(35)

+

τ∫
−∞

1

γ
e

2ω
t∫
0

γ(s) ds
‖f0̂(·, t)‖2L2(Ω) dt

]
, τ ∈ S,

∑
|α|∈M

Dα‖um‖L2
ω,γα

(S;L2(Ω)) + ‖um‖L2
ω,γ(S;L2(Ω)) 6

6 C1

[ ∑
|α|=m

‖fα‖L2
ω,1/γα

(S;L2(Ω)) + ‖f0̂‖L2
ω,1/γ

(S;L2(Ω))

]
,(36)
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äå C5 > 0 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä L,mesnΩ, b0 i ω.
Íåõàé k, l � äîâiëüíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, l > k. Çàñòîñó¹ìî òâåðäæåííÿ ëåìè 2 äî

ôóíêöié uk i ul. Ó ïiäñóìêó îòðèìà¹ìî îöiíêó, ÿêà àíàëîãi÷íà äî (15), à ñàìå,

sup
τ∈S

e
2ω

τ∫
0

γ(s) ds
‖uk(·, τ)− ul(·, τ)‖2Hb(Ω)+

+
∑
|α|∈M

‖Dαuk −Dαul‖2L2
ω,γα

(S;L2(Ω)) + ‖uk − ul‖2L2
ω,γ(S;L2(Ω)) 6

6 C6

[ −k∫
−l

∑
|α|=m

1

γα
e

2ω
t∫
0

γ(s) ds
‖fα,k(·, t)− fα,l(·, t)‖2L2(Ω) dt+

+

−k∫
−l

1

γ
e

2ω
t∫
0

γ(s) ds
‖f0̂,k(·, t)− f0̂,l(·, t)‖

2
L2(Ω) dt

]
,(37)

äå C6 > 0 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä L,mesnΩ, b0 i ω. Ç óìîâè (10) âèïëèâà¹,
ùî ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (37) ïðÿìó¹ äî íóëÿ, êîëè k òà l ïðÿìóþòü äî +∞. Öå
îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíîñòü {um}∞m=1 ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ â ïðîñòîðàõ L2

ω,γ(S;L2(Ω))

òà C(S;Hb(Ω)), à ïîñëiäîâíiñòü {Dαum}∞m=1 (α ∈ A) � â L2
ω,γα(S;L2(Ω)) (α ∈ A).

Îñêiëüêè öi ïðîñòîðè ¹ ïîâíèìè, òî çâiäñè âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ôóíêöi¨

u ∈ L2
loc(S;

◦
H
m(Ω)) ∩ L2

ω,γ(S;L2(Ω)) ∩ C(S;Hb(Ω))

òàêî¨, ùî Dαu ∈ L2
ω,γα(S;L2(Ω)) (α ∈ A) i

um −→
m→∞

u ñèëüíî â C(S;Hb(Ω)), L2
ω,γ(S;L2(Ω)) òà L2

loc(S;
◦
H

m(Ω)),(38)

Dαum −→
m→∞

Dαu ñèëüíî â L2
ω,γα(S;L2(Ω)), α ∈ A.(39)

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó (A2) òà íåðiâíîñòi (4) i (36), äëÿ áóäü-ÿêèõ t1, t2 ∈ S
îòðèìà¹ìî

(40)

t2∫
t1

∫
Ω

|aα(x, t, δum)|2 dxdt 6 C7

t2∫
t1

∫
Ω

(
|hα|2

∑
|α̃|∈M

∣∣Dα̃um
∣∣2 + |gα|2

)
dxdt 6 C8,

äå C7,C8 � äîäàòíi ñòàëi, ÿêi íå çàëåæàòü âiä m, àëå ìîæóòü çàëåæàòè âiä t1, t2.
Ç (40) îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî α, |α| ∈ M , ïîñëiäîâíiñòü {aα(um)} ¹ îáìå-

æåíîþ â L2
loc

(S;L2(Ω)). Çâiäñè òà ç (38) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi ïî-
ñëiäîâíîñòi {um}∞m=1 (ÿêó òàêîæ ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç {um}∞m=1) i ôóíêöié χα ∈
L2

loc
(S;L2(Ω)) (|α| ∈M) òàêèõ, ùî

(41) Dαum −→
m→∞

Dαu ìàéæå âñþäè íà Q, |α| ∈M,

(42) aα(um) −→
m→∞

χα ñëàáêî â L2
loc

(S;L2(Ω)), |α| ∈M.

Ç óìîâè (A1) òà (41) âèïëèâà¹, ùî

(43) aα(um) −→
m→∞

aα(u) ìàéæå âñþäè íà Q, |α| ∈M.
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Íà ïiäñòàâi [17, ëåìà 1.3], ç (42) i (43) îòðèìó¹ìî, ùî χα = aα(u) (|α| ∈M), òîáòî

(44) aα(um) −→
m→∞

aα(u) ñëàáêî â L2
loc

(S;L2(Ω)), |α| ∈M.

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó (C2), äëÿ äîâiëüíèõ t1, t2 ∈ S (t1 < t2) âñòàíîâëþ¹ìî

t2∫
t1

∫
Ω

∣∣∣∣∣
∫
Ω

c(x, y, t, um(y, t)) dy −
∫
Ω

c(x, y, t, u(y, t)) dy

∣∣∣∣∣
2

dxdt 6

6

t2∫
t1

∫
Ω

∣∣∣∣∣
∫
Ω

[c(x, y, t, um(y, t))− c(x, y, t, u(y, t))] dy

∣∣∣∣∣
2

dxdt 6

6 L2mesnΩ

t2∫
t1

γ2(t)

(∫
Ω

|um(y, t)− u(y, t)| dy

)2

dt 6

6 L2(mesnΩ)2 max
t∈[t1,t2]

γ2(t)

t2∫
t1

∫
Ω

|um − u|2 dxdt.(45)

Ç (38) ìàòèìåìî

(46)

t2∫
t1

∫
Ω

|um − u|2 dxdt −→
m→∞

0.

Íà ïiäñòàâi (45) i (46) îòðèìó¹ìî

(47)

∫
Ω

c(◦, y, ·, um(y, ·)) dy −→
m→∞

∫
Ω

c(◦, y, ·, u(y, ·)) dy ñèëüíî â L2
loc

(S;L2(Ω)).

Òåïåð äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ u ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1),(2),(8).
Äëÿ öüîãî ñïðÿìó¹ìî m äî +∞ â òîòîæíîñòi (34), âðàõîâóþ÷è (38), (44), (47) òà
îçíà÷åííÿ ôóíêöié fα,m (|α| ∈ {0,m}). Ó ïiäñóìêó îòðèìà¹ìî òîòîæíiñòü (6). Òåïåð,
âðàõóâàâøè (38), ñïðÿìó¹ìî m äî +∞ â (35). Ç îòðèìàíî¨ íåðiâíîñòi òà óìîâè (10)
îäåðæó¹ìî âèêîíàííÿ óìîâè (8). Îòîæ, ìè äîâåëè, ùî u ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì
çàäà÷i (1), (2),(8). �
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WELL-POSEDNESS OF THE FOURIER PROBLEM FOR
HIGHER-ORDER WEAKLY NONLINEAR

INTEGRO-DIFFERENTIAL ELLIPTIC-PARABOLIC EQUATIONS
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The existence and uniqueness of a weak solution of the Fourier problem
for nonlinear integro-di�erential elliptic-parabolic systems are investigated. In
addition, some properties of the weak solutions of the Fourier problem are
considered.
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