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Âèçíà÷åíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi ìàòðè÷íèõ ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü AX + Y B = C i AX + BY = C íàä êâàäðàòè÷íèì êiëüöåì Z[

√
k].

Íàâåäåíî ñïîñiá ðîçâ'ÿçóâàííÿ öèõ ðiâíÿíü, çâåäåííÿì ¨õ äî ìàòðè÷íèõ
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàä êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë Z.

Êëþ÷îâi ñëîâà: êâàäðàòè÷íå êiëüöå, ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ Ñèëüâåñòðà,
ìàòðè÷íå äiîôàíòîâå ðiâíÿííÿ, åêâiâàëåíòíiñòü ìàòðèöü.

1. Âñòóï

Ìàòðè÷íi ëiíiéíi ðiâíÿííÿ

(1) AX + Y B = C,

(ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ òèïó Ñèëüâåñòðà) òà

(2) AX +BY = C

(ìàòðè÷íå äiîôàíòîâå ðiâíÿííÿ), âèíèêàþòü i çàñòîñóòüñÿ â ïðèêëàäíèõ íàïðÿìàõ
[1, ñ. 313], [2].

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü (1) i (2) ç ìàòðèöÿìè êîåôiöi¹íòàìè íàä ïî-
ëåì çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü íàä ïîëåì,
ïðè öüîìó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïðÿìèé (êðîíåêåðiâ) äîáóòîê ìàòðèöü [3, ñ. 413].

Ðîò [4] äîâiâ, ùî ðîçâ'ÿçíiñòü ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ (1) íàä ïîëåì F, à òàêîæ íàä
êiëüöåì ïîëiíîìiâ F[λ] (ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìiàëüíîãî ðiâíÿííÿ) ðiâíîñèëüíà åêâiâà-
ëåíòíîñòi áëî÷íèõ ìàòðèöü

(3) M =

∥∥∥∥A C
0 B

∥∥∥∥ i N =

∥∥∥∥A 0
0 B

∥∥∥∥ .
2010 Mathematics Subject Classi�cation: 15A24, 11R04

c© Ëàäçîðèøèí, Í., Ïåòðè÷êîâè÷, Â., 2018
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Íàãàäà¹ìî, ùî ìàòðèöi A i B íàä êiëüöåì R íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî
iñíóþòü òàêi îáîðîòíi íàä R ìàòðèöi U i V , ùî UBV = A.

Öåé ðåçóëüòàò ïîøèðåíèé äëÿ ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ (1) íàä êîìóòàòèâíèìè
êiëüöÿìè [5] òà iíøèìè êiëüöÿìè [6].

Îäèí iç ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1)  ðóí-
òó¹òüñÿ íà çâåäåííi öüîãî ðiâíÿííÿ äî ðiâíîñèëüíîãî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ òàêîãî
òèïó ç ìàòðèöÿìè-êîåôiöi¹íòàìè íàä ïîëåì, ïðè öüîìó çàñòîñîâóþòüñÿ ñóïðîâiäíi
ìàòðèöi ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ [7], [8, ñ. 240], [9].

Äëÿ îêðåìèõ êëàñiâ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiàëüíèõ ðiâíÿíü (1) i (2) îïèñàíi ¨õ
ðîçâ'ÿçêè, çîêðåìà âñòàíîâëåíi óìîâè ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ç ïåâíèìè âëàñòèâîñ-
òÿìè [10], [11]. B [12] çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü (1) i (2) íàä
êîìóòàòèâíîþ îáëàñòþ Áåçó, òîáòî íàä êiëüöåì, â ÿêîìó êîæåí ñêií÷åííîïîðîäæå-
íèé iäåàë ¹ ãîëîâíèì. Âñòàíîâëåíî êðèòåðié îäíîçíà÷íîñòi ÷àñòêîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ
òàêèõ ðiâíÿíü.

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî ìàòðè÷íi ðiâíÿííÿ (1) i (2) íàä êâàäðàòè÷íèìè êiëüöÿìè Z[
√
k].

Òåîðåìà Ðîòà [4] òà ¨¨ óçàãàëüíåííÿ ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ (1)
¹ êðèòåði¹ì äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ íàä êiëüöÿìè ç óìîâîþ åêâiâàëåíòíîñòi ìàòðèöü
íàä íèìè. Òàêèìè ¹ êiëüöÿ ãîëîâíèõ iäåàëiâ, àäåêâàòíi êiëüöÿ, i çàãàëîì êiëüöÿ
åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ [13], [14], [15, ñ. 136], [16, ñ. 54]. Ìàòðèöi íàä òàêèìè êiëüöÿìè
åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨õíi êàíîíi÷íi äiàãîíàëüíi ôîðìè (ôîðìè Ñìiòà)
çáiãàþòüñÿ. Àíàëîãi÷íî äëÿ ðiâíÿííÿ (2).

Ñåðåä êâàäðàòè÷íèõ êiëåöü ¹ êiëüöÿ, ÿêi íå ¹ êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ,
íàïðèêëàä, êiëüöå Z[

√
−5], â ÿêîìó íå iñíó¹ ïîíÿòòÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà

åëåìåíòiâ.
Ó öié ñòàòòi çàïðîïîíîâàíî êðèòåðié ðîçâ'ÿçíîñòi ìàòðè÷íèõ ðiâíÿííÿ (1) i (2)

íàä áóäü-ÿêèì êâàäðàòè÷íèì êiëüöåì. Â [17] îïèñàíi öiëî÷èñëîâi ðîçâ'ÿçêè öèõ ìàò-
ðè÷íèõ ðiâíÿíü íàä êâàäðàòè÷íèìè êiëüöÿìè.

2. Êâàäðàòè÷íi êiëüöÿ

Íåõàé Z � êiëüöå öiëèõ ÷èñåë; k ∈ Z, k 6= 1 i k íå äiëèòüñÿ íà êâàäðàò æîäíîãî
ïðîñòîãî ÷èñëà. Êâàäðàòè÷íå êiëüöå K = Z[

√
k] âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì [18,

ñ. 311].
ßêùî

k ≡ 2 (mod 4) àáî k ≡ 3 (mod 4), òî Z
[√
k
]
=
{
x+ y

√
k | x, y ∈ Z

}
,

ÿêùî

k ≡ 1 (mod 4), òî Z
[√
k
]
=
{x
2
+
y

2

√
k | x, y ∈ Z, x− y äiëèòüñÿ íà 2

}
.

Ïðè k > 0 � êâàäðàòè÷íå êiëüöå íàçèâà¹òüñÿ äiéñíèì, à ïðè k < 0 � óÿâíèì.
Âiäîìî, ùî iñíó¹ ñêií÷åííà êiëüêiñòü êâàäðàòè÷íèõ åâêëiäîâèõ êiëåöü, à ñàìå

17 äiéñíèõ i 5 óÿâíèõ êâàäðàòè÷íèõ êiëåöü. Êîæíå åâêëiäîâå êiëüöå ¹ êiëüöåì ãîëîâ-
íèõ iäåàëiâ. Îäíàê, îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íå âèêîíó¹òüñÿ. Òàê, çîêðåìà êâàäðàòè÷íi
êiëüöÿ ç äåòåðìiíàíòàìè k = −19,−43,−67,−167 ¹ êiëüöÿìè ãîëîâíèõ iäåàëiâ, àëå
íå ¹ åâêëiäîâèìè. Iñíóþòü êâàäðàòè÷íi êiëüöÿ, ÿêi íå ¹ êiëüöÿìè ãîëîâíèõ iäåàëiâ,
íàïðèêëàä êiëüöå Z[

√
−5].
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3. Ìàòðè÷íå ëiíiéíå ðiâíÿííÿ AX + Y B = C

×åðåç M(m,n,K) i M(n,K) ïîçíà÷èìî ìíîæèíè (m × n) - i (n × n) - ìàòðèöü
íàä êiëüöåì K, âiäïîâiäíî.

Íåõàé A ∈M(m,n,K), B ∈M(n, l,K), C ∈M(m, l,K). Öi ìàòðèöi ìîæíà çàïè-
ñàòè ó âèãëÿäi

(4) A = A1 +A2

√
k, B = B1 +B2

√
k, C = C1 + C2

√
k,

ÿêùî k ≡ 2, 3 (mod 4) i

(5) A =
1

2

(
A1 +A2

√
k
)
, B =

1

2

(
B1 +B2

√
k
)
, C =

1

2

(
C1 + C2

√
k
)
,

äå åëåìåíòè ìàòðèöü A1 −A2, B1 −B2, C1 −C2 äiëÿòüñÿ íà 2, ÿêùî k ≡ 1 (mod 4)
i Ai, Bi, Ci, i = 1, 2 � ìàòðèöi íàä Z âiäïîâiäíèõ ðîçìiðiâ.

Íàäàëi ÷åðåç Rowi(A) áóäåìî ïîçíà÷àòè i-é ðÿäîê ìàòðèöi A, à AT � òðàíñïî-
íîâàíà ìàòðèöÿ.

Òåîðåìà 1. Ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ (1) íàä êâàäðàòè÷íèì êiëüöåì K ç ìàòðèöÿìè

âèãëÿäó (4) àáî (5) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê X ∈ M(n, l,K), Y ∈ M(m,n,K) òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè ¹ åêâiâàëåíòíèìè íàä Z òàêi ìàòðèöi:∥∥∥∥(A1 +A2k)⊗ Il A1 ⊗ Il Im ⊗ (BT
1 +BT

2 k) Im ⊗BT
1 c1

(A1 +A2)⊗ Il A2 ⊗ Il Im ⊗ (BT
1 +BT

2 ) Im ⊗BT
2 c2

∥∥∥∥
i ∥∥∥∥(A1 +A2k)⊗ Il A1 ⊗ Il Im ⊗ (BT

1 +BT
2 k) Im ⊗BT

1 0
(A1 +A2)⊗ Il A2 ⊗ Il Im ⊗ (BT

1 +BT
2 ) Im ⊗BT

2 0

∥∥∥∥ ,
ÿêùî k ≡ 2, 3 (mod 4) i∥∥∥∥(A1 +A2k)⊗ Il 2A1 ⊗ Il Im ⊗ (BT

1 +BT
2 k) Im ⊗ 2BT

1 2c1
(A1 +A2)⊗ Il 2A2 ⊗ Il Im ⊗ (BT

1 +BT
2 ) Im ⊗ 2BT

2 2c2

∥∥∥∥
i ∥∥∥∥(A1 +A2k)⊗ Il 2A1 ⊗ Il Im ⊗ (BT

1 +BT
2 k) Im ⊗ 2BT

1 0
(A1 +A2)⊗ Il 2A2 ⊗ Il Im ⊗ (BT

1 +BT
2 ) Im ⊗ 2BT

2 0

∥∥∥∥ ,
ÿêùî k ≡ 1 (mod 4), äå Il � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ l-ãî ïîðÿäêó, à

ci =
∥∥Row1(Ci) . . . Rowm(Ci)

∥∥T , i = 1, 2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé k ≡ 2, 3 (mod 4). Òîäi ìàòðèöi X,Y ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

(6) X = X1 +X2

√
k, Y = Y1 + Y2

√
k,

äå Xi ∈ M(n, l,Z), Yi ∈ M(m,n,Z), i = 1, 2. Ó ðiâíÿííÿ (1) ïiäñòàâèìî âèðàçè (4) i
(6) çàìiñòü âiäïîâiäíèõ ìàòðèöü, îòðèìó¹ìî òàêå ðiâíÿííÿ:(

A1 +A2

√
k
)(
X1 +X2

√
k
)
+
(
Y1 + Y2

√
k
)(
B1 +B2

√
k
)
= C1 + C2

√
k.

Çâiäñè çàïèøåìî ñèñòåìó ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü íàä Z{
A1X1 +A2X2k + Y1B1 + Y2B2k = C1

A2X1 +A1X2 + Y1B2 + Y2B1 = C2.
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Ðîçïèñàâøè ïîåëåìåíòíî äîáóòêè AiXj i YiBj , i, j = 1, 2 i âðàõóâàâøè îçíà÷åííÿ
êðîíåêåðîâîãî äîáóòêó ìàòðèöü, öþ ñèñòåìó ïîäà¹ìî ó âèãëÿäi∥∥∥∥A1 ⊗ Il A2k ⊗ Il

A2 ⊗ Il A1 ⊗ Il

∥∥∥∥∥∥∥∥x1

x2

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥Im ⊗BT
1 Im ⊗BT

2 k
Im ⊗BT

2 Im ⊗BT
1

∥∥∥∥ ∥∥∥∥y1

y2

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥c1c2
∥∥∥∥ ,

äå xi =
∥∥Row1(Xi) . . . Rown(Xi)

∥∥T ;yi =
∥∥Row1(Yi) . . . Rowm(Yi)

∥∥T ;

ci =
∥∥Row1(Ci) . . . Rowm(Ci)

∥∥T , i = 1, 2.
Îòæå, ìà¹ìî ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ íàä Z

(7)

∥∥∥∥A1 ⊗ Il A2k ⊗ Il Im ⊗BT
1 Im ⊗BT

2 k
A2 ⊗ Il A1 ⊗ Il Im ⊗BT

2 Im ⊗BT
1

∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥∥
x1

x2

y1

y2

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥c1c2
∥∥∥∥ .

Ìàòðè÷íi ðiâíÿííÿ (1) i (7) ðiâíîñèëüíi, òîáòî ðiâíÿííÿ (1) íàä K ìà¹ ðîçâ'ÿçîê
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (7) íàä êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë Z i
êîæíîìó ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (7) âiäïîâiäà¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1), i íàâïàêè.

Âiäïîâiäíî äî [19, ñ. 272] ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ (7) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê íàä Z òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöi∥∥∥∥A1 ⊗ Il A2k ⊗ Il Im ⊗BT

1 Im ⊗BT
2 k c1

A2 ⊗ Il A1 ⊗ Il Im ⊗BT
2 Im ⊗BT

1 c2

∥∥∥∥
i ∥∥∥∥A1 ⊗ Il A2k ⊗ Il Im ⊗BT

1 Im ⊗BT
2 k 0

A2 ⊗ Il A1 ⊗ Il Im ⊗BT
2 Im ⊗BT

1 0

∥∥∥∥
åêâiâàëåíòíi íàä Z.

Ç öèõ ìàòðèöü îòðèìó¹ìî åêâiâàëåíòíi äî íèõ òàêi ìàòðèöi:∥∥∥∥(A1 +A2k)⊗ Il A1 ⊗ Il Im ⊗ (BT
1 +BT

2 k) Im ⊗BT
1 c1

(A1 +A2)⊗ Il A2 ⊗ Il Im ⊗ (BT
1 +BT

2 ) Im ⊗BT
2 c2

∥∥∥∥
i ∥∥∥∥(A1 +A2k)⊗ Il A1 ⊗ Il Im ⊗ (BT

1 +BT
2 k) Im ⊗BT

1 0
(A1 +A2)⊗ Il A2 ⊗ Il Im ⊗ (BT

1 +BT
2 ) Im ⊗BT

2 0

∥∥∥∥ .
Îòæå, ó âèïàäêó, êîëè k ≡ 2, 3 (mod 4) òåîðåìó äîâåäåíî.

Íåõàé k ≡ 1 (mod 4). Òîäi ìàòðèöi X,Y ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

(8) X =
1

2

(
X1 +X2

√
k
)
, Y =

1

2

(
Y1 + Y2

√
k
)
,

äå Xi ∈ M(n, l,Z), Yi ∈ M(m,n,Z), i = 1, 2. Çàóâàæèìî, ùî çà âèçíà÷åííÿì åëå-
ìåíòiâ êâàäðàòè÷íîãî êiëüöÿ K, âñi åëåìåíòè ìàòðèöü X1 −X2 i Y1 − Y2 äiëÿòüñÿ
íà 2. Îòæå, íåõàé ìàòðèöi X1 i Y1 ìàþòü âèãëÿä X1 = X2 + 2X̃, Y1 = Y2 + 2Ỹ , äå
X̃ ∈M(n, l,Z), Ỹ ∈M(m,n,Z).

Ïiäñòàâèâøè â (1) âèðàçè ç (8) i çàïèñàâøè íåâiäîìi ìàòðèöi ó âèãëÿäi

(9) X =
1

2

(
X2 + 2X̃ +X2

√
k
)
, Y =

1

2

(
Y2 + 2Ỹ + Y2

√
k
)
,
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ìàòèìåìî

1

2
(A1+A2

√
k)

1

2
(X2+2X̃+X2

√
k)+

1

2
(Y2+2Ỹ +Y2

√
k)

1

2
(B1+B2

√
k) =

1

2
(C1+C2

√
k).

Äîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè öüîãî ðiâíÿííÿ íà 4, îòðèìó¹ìî

(A1 +A2

√
k)(X2 + 2X̃ +X2

√
k) + (Y2 + 2Ỹ + Y2

√
k)(B1 +B2

√
k) = 2(C1 + C2

√
k).

Çâiäñè îäåðæó¹ìî ñèñòåìó ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü íàä Z âèãëÿäó{
(A1 +A2k)X2 + Y2(B1 +B2k) + 2A1X̃ + 2Ỹ B1 = 2C1

(A1 +A2)X2 + Y2(B1 +B2) + 2A2X̃ + 2Ỹ B2 = 2C2.

Àíàëîãi÷íî, ÿê ó âèïàäêó k ≡ 2, 3 (mod 4), âðàõóâàâøè îçíà÷åííÿ êðîíåêåðî-
âîãî äîáóòêó ìàòðèöü äî öi¹¨ ñèñòåìè, îòðèìó¹ìî ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ íàä Z

(10)

∥∥∥∥(A1 +A2k)⊗ Il 2A1 ⊗ Il Im ⊗ (BT
1 +BT

2 k) Im ⊗ 2BT
1

(A1 +A2)⊗ Il 2A2 ⊗ Il Im ⊗ (BT
1 +BT

2 ) Im ⊗ 2BT
2

∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥∥
x1

x̃

y1

ỹ

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥2c12c2

∥∥∥∥ ,
äå x̃ =

∥∥Row1(X̃) . . . Rown(X̃)
∥∥T ; ỹ =

∥∥Row1(Ỹ ) . . . Rowm(Ỹ )
∥∥T .

Ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ (10) íàä êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë Z åêâiâàëåíòíå äî ìàòðè÷íîãî
ðiâíÿííÿ (1) íàä êâàäðàòè÷íèì êiëüöåì K.

Âiäîìî, ùî ðiâíÿííÿ (10) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê X = 1
2

(
X2 + 2X̃ +X2

√
k
)
, Y =

1
2

(
Y2 + 2Ỹ + Y2

√
k
)
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöi∥∥∥∥(A1 +A2k)⊗ Il 2A1 ⊗ Il Im ⊗ (BT

1 +BT
2 k) Im ⊗ 2BT

1 2c1
(A1 +A2)⊗ Il 2A2 ⊗ Il Im ⊗ (BT

1 +BT
2 ) Im ⊗ 2BT

2 2c2

∥∥∥∥
i ∥∥∥∥(A1 +A2k)⊗ Il 2A1 ⊗ Il Im ⊗ (BT

1 +BT
2 k) Im ⊗ 2BT

1 0

(A1 +A2)⊗ Il 2A2 ⊗ Il Im ⊗ (BT
1 +BT

2 ) Im ⊗ 2BT
2 0

∥∥∥∥
åêâiâàëåíòíi íàä Z. Òåîðåìó äîâåäåíî. �

4. Ìàòðè÷íå ëiíiéíå ðiâíÿííÿ AX +BY = C

Òåîðåìà 2. Ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ (2) íàä êâàäðàòè÷íèì êiëüöåì K ç ìàòðè-

öÿìè A,B ∈ M(m,n,K), C ∈ M(m, l,K) âèãëÿäó (4) àáî (5) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

X,Y ∈M(n, l,K) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¹ åêâiâàëåíòíèìè íàä Z òàêi ìàòðèöi:∥∥∥∥A1 +A2k B1 +B2k A1 B1 C1

A1 +A2 B1 +B2 A2 B2 C2

∥∥∥∥ i

∥∥∥∥A1 +A2k B1 +B2k A1 B1 0
A1 +A2 B1 +B2 A2 B2 0

∥∥∥∥ ,
ÿêùî k ≡ 2, 3 (mod 4) i∥∥∥∥A1 +A2k B1 +B2k 2A1 2B1 2C1

A1 +A2 B1 +B2 2A2 2B2 2C2

∥∥∥∥ i

∥∥∥∥A1 +A2k B1 +B2k 2A1 2B1 0
A1 +A2 B1 +B2 2A2 2B2 0

∥∥∥∥ ,
ÿêùî k ≡ 1 (mod 4).
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé k ≡ 2, 3 (mod 4), òîäi ìàòðèöi X,Y ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi (6).
Ïiäñòàâèâøè âèðàçè (4) i (6) ó ðiâíÿííÿ (2), ìàòèìåìî òàêå ðiâíÿííÿ:

(A1 +A2

√
k)(X1 +X2

√
k) + (B1 +B2

√
k)(Y1 + Y2

√
k) = C1 + C2

√
k.

Ç öüîãî ðiâíÿííÿ ëåãêî îòðèìàòè òàêó ñèñòåìó ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü íàä Z :{
A1X1 +A2X2k +B1Y1 +B2Y2k = C1

A2X1 +A1X2 +B2Y1 +B1Y2 = C2
.

Ç öi¹¨ ñèñòåìè îäåðæó¹ìî ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ íàä Z

(11)

∥∥∥∥A1 A2k B1 B2k
A2 A1 B2 B1

∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥∥
X1

X2

Y1
Y2

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥C1

C2

∥∥∥∥ .
Ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ (11) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè åêâiâàëåíòíi íàä

Z òàêi ìàòðèöi:∥∥∥∥A1 A2k B1 B2k C1

A2 A1 B2 B1 C2

∥∥∥∥ i

∥∥∥∥A1 A2k B1 B2k 0
A2 A1 B2 B1 0

∥∥∥∥ .
Iç öèõ ìàòðèöü îäåðæó¹ìî åêâiâàëåíòíi äî íèõ òàêi ìàòðèöi:∥∥∥∥A1 +A2k B1 +B2k A1 B1 C1

A1 +A2 B1 +B2 A2 B2 C2

∥∥∥∥ i

∥∥∥∥A1 +A2k B1 +B2k A1 B1 0
A1 +A2 B1 +B2 A2 B2 0

∥∥∥∥ .
Òåîðåìà äëÿ âèïàäêó k ≡ 2, 3 (mod 4) äîâåäåíà.
Íåõàé k ≡ 1 (mod 4). ßê i â òåîðåìi 1 íåâiäîìi ìàòðèöi ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿ-

äi (9), äå X̃,X2, Ỹ , Y2 ∈M(n, l,Z). Ïiäñòàâèâøè â (2) âèðàçè ç (5) i (9), îäåðæó¹ìî

1

2
(A1+A2

√
k)

1

2
(X2+2X̃+X2

√
k)+

1

2
(B1+B2

√
k)

1

2
(Y2+2Ỹ +Y2

√
k) =

1

2
(C1+C2

√
k).

Äîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè öüîãî ðiâíÿííÿ íà 4, îòðèìó¹ìî

(A1 +A2

√
k)(X2 + 2X̃ +X2

√
k) + (B1 +B2

√
k)(Y2 + 2Ỹ + Y2

√
k) = 2(C1 + C2

√
k).

Çâiäñè ìà¹ìî òàêó ñèñòåìó ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü íàä Z:{
(A1 +A2k)X2 + (B1 +B2k)Y2 + 2A1X̃ + 2B1Ỹ = 2C1

(A1 +A2)X2 + (B1 +B2)Y2 + 2A2X̃ + 2B2Ỹ = 2C2.

Ç öi¹¨ ñèñòåìè îäåðæèìî ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ íàä Z âèãëÿäó

∥∥∥∥A1 +A2k B1 +B2k 2A1 2B1

A1 +A2 B1 +B2 2A2 2B2

∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥∥
X2

Y2
X̃

Ỹ

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥2C1

2C2

∥∥∥∥ .
Äîâåäåííÿ çàâåðøåíî. �

Íàñëiäîê 1. Íåõàé Z[i] � êiëüöå öiëèõ ãàóñîâèõ ÷èñåë i ðiâíÿííÿ (2) ç êîåôiöi¹í-

òàìè âèãëÿäó

A = A1 +A2i, B = B1 +B2i, C = C1 + C2i,
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äå Ai, Bi ∈ M(m,n,Z), Ci ∈ M(m, l,Z), i = 1, 2 ìà¹ ðîçâ'ÿçîê X,Y ∈ M(n, l,Z[i]) â
òîìó i òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè ìàòðèöi∥∥∥∥A1 −A2 B1 −B2 C1

A2 A1 B2 B1 C2

∥∥∥∥ i

∥∥∥∥A1 −A2 B1 −B2 0
A2 A1 B2 B1 0

∥∥∥∥
åêâiâàëåíòíi íàä Z.

Íàñëiäîê 2. Ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ AX = B ç ìàòðèöÿìè A ∈ M(m,n,K), B ∈
M(m, l,K) âèãëÿäó (4) àáî (5) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê X ∈ M(n, l,K) òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè åêâiâàëåíòíi íàä Z òàêi ìàòðèöi:∥∥∥∥A1 +A2k A1 B1

A1 +A2 A2 B2

∥∥∥∥ i

∥∥∥∥A1 +A2k A1 0
A1 +A2 A2 0

∥∥∥∥ ,
ÿêùî k ≡ 2, 3 (mod 4) i∥∥∥∥A1 +A2k 2A1 2B1

A1 +A2 2A2 2B2

∥∥∥∥ i

∥∥∥∥A1 +A2k 2A1 0
A1 +A2 2A2 0

∥∥∥∥ ,
ÿêùî k ≡ 1 (mod 4).

Çà äîâåäåííÿìè òåîðåìè 1 i òåîðåìè 2 îäåðæó¹ìî ñïîñiá ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìàòðè÷-
íèõ ðiâíÿíü (1) i (2). Ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìàòðè÷íèõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàä êâàäðàòè÷íèì
êiëüöåì K çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìàòðè÷íèõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàä êiëüöåì öi-
ëèõ ÷èñåë Z.

5. Ìàòðè÷íi ëiíiéíi ðiâíÿííÿ (1) i (2), âèçíà÷íèêè
ìàòðèöü-êîåôiöi¹íòiâ ÿêèõ âçà¹ìíî ïðîñòi

Íåõàé ó ðiâíÿííi (1) (n×n) - ìàòðèöi A,B,C íàä êiëüöåì ãîëîâíèõ iäåàëiâ i âèç-
íà÷íèêè A i B âçà¹ìíî ïðîñòi. Ïiä êiëüöåì ãîëîâíèõ iäåàëiâ ðîçóìi¹ìî êîìóòàòèâíå
êiëüöå ç îäèíèöåþ áåç äiëüíèêiâ íóëÿ, â ÿêîìó êîæåí iäåàë ¹ ãîëîâíèì [20, ñ. 1]. Òîäi
ç [21] âèïëèâà¹, ùî ìàòðèöi M i N âèãëÿäó (3) åêâiâàëåíòíi. Îòæå, ðiâíÿííÿ (1)
ðîçâ'ÿçíå. Äëÿ ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ (1) íàä êâàäðàòè÷íèìè êiëüöÿìè òàêå òâåðä-
æåííÿ íåïðàâèëüíå. Ñåðåä êâàäðàòè÷íèõ êiëåöü ¹ êiëüöÿ, ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ (1) íàä
ÿêèìè çà óìîâè, ùî âèçíà÷íèêè ìàòðèöü A i B âçà¹ìíî ïðîñòi, ìîæå áóòè íåðîç-
â'ÿçíå.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé∥∥∥∥3 0
0 1

∥∥∥∥X + Y

∥∥∥∥ 0 2 +
√
−5

−1 0

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ 1 1
5 + 2

√
−5 4−

√
−5

∥∥∥∥
� ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ íàä êiëüöåì Z[

√
−5]. Âèçíà÷íèêè ìàòðèöü

∥∥∥∥3 0
0 1

∥∥∥∥ i∥∥∥∥ 0 2 +
√
−5

−1 0

∥∥∥∥ âçà¹ìíî ïðîñòi, àëå öå ðiâíÿííÿ íåðîçâ'ÿçíå.

Âiäîìî, ùî ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ (2), äå A,B,C � (n×n) - ìàòðèöi íàä êiëüöåì ãî-
ëîâíèõ iäåàëiâ ðîçâ'ÿçíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ëiâèé íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê
ìàòðèöü (A,B) ¹ ëiâèì äiëüíèêîì ìàòðèöi C. ßêùî (detA, detB) = 1, òî î÷åâèäíî,
ðiâíÿííÿ (2) ðîçâ'ÿçíå.
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Ïðèêëàä 2. Ðiâíÿííÿ∥∥∥∥6 + 3
√
−5 1

3 + 3
√
−5 1

∥∥∥∥X +

∥∥∥∥−1 −1 + 4
√
−5

−1 −3 + 3
√
−5

∥∥∥∥Y =

∥∥∥∥7 + 3
√
−5 10 + 2

√
−5

6 + 3
√
−5 7 + 2

√
−5

∥∥∥∥
íàä Z[

√
−5] íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ. Âèçíà÷íèêè ìàòðèöü

∥∥∥∥6 + 3
√
−5 1

3 + 3
√
−5 1

∥∥∥∥ i∥∥∥∥−1 −1 + 4
√
−5

−1 −3 + 3
√
−5

∥∥∥∥ âçà¹ìíî ïðîñòi.
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MATRIX LINEAR UNILATERAL AND BILATERAL EQUATIONS
OVER QUADRATIC RINGS

Natalia LADZORYSHYN, Vasyl PETRYCHKOVYCH

Pidstryhach Institute for Applied Problems of Mechanics and Mathematics
NAS of Ukraine, 3b Naukova Str., 79060, Lviv, Ukraine

e-mail: natalja.ladzoryshyn@gmail.com, vas_petrych@yahoo.com

We give necessary and su�cient conditions for the existence of solutions of
matrix linear equations AX + Y B = C and AX +BY = C over the quadratic
ring Z[

√
k]. The method of solving which reduces these equations to matrix

linear equations over the ring of integers Z, is given.

Key words: quadratic ring, Sylvester matrix equation, matrix Diophantine
equation, equivalence of matrices.
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