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Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä çíàõîäæåííÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè áîçå-÷àñòèíîê, ùî
âçà¹ìîäiþòü, äëÿ øèðîêîãî iíòåðâàëó òåìïåðàòóð iç âðàõóâàííÿì ïðÿìèõ
òðè- i ÷îòèðè÷àñòèíêîâèõ êîðåëÿöié. Ðîçðàõóíîê ïðîâîäèëè íà îñíîâi çíàé-
äåíî¨ â ïîïåðåäíié ðîáîòi ìàòðèöi ãóñòèíè áîçå-÷àñòèíîê. Ó ãðàíèöi íèçü-
êèõ òåìïåðàòóð îòðèìàíèé âèðàç äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ìà¹ î÷iêóâàíèé
âèãëÿä e−E0/T , äå T � òåìïåðàòóðà ñèñòåìè, E0 � åíåðãiÿ îñíîâíîãî ñòàíó
â íàáëèæåííi �äâîõ ñóì çà õâèëüîâèì âåêòîðîì�. Çà âèñîêèõ òåìïåðàòóð,
ó êâàçiêëàñè÷íié ìåæi, îòðèìàíà ôîðìóëà çáiãà¹òüñÿ ç âèðàçîì äëÿ ñòà-
òèñòè÷íî¨ ñóìè â íàáëèæåííi õàîòè÷íèõ ôàç. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè ìîæíà
çàñòîñóâàòè äëÿ ðîçðàõóíêiâ òåðìîäèíàìi÷íèõ i ñòðóêòóðíèõ ôóíêöié ðiä-
êîãî 4He ç ìåòîþ êiëüêiñíî¨ ïåðåâiðêè òåîðåòè÷íèõ i åêñïåðèìåíòàëüíèõ
äàíèõ, îñîáëèâî â äiëÿíöi λ-ïåðåõîäó.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ðiäêèé 4He, ìàòðèöÿ ãóñòèíè, ñòàòèñòè÷íà ñóìà.

Íà îñíîâi ïîâíî¨ ìàòðèöi ãóñòèíè ìîæíà îòðèìàòè âè÷åðïíó iíôîðìàöiþ ïðî
òåðìîäèíàìi÷íi òà ñòðóêòóðíi ôóíêöi¨ áîçå-ñèñòåìè. Îäíèì ç âàæëèâèõ åòàïiâ íà
öüîìó øëÿõó ¹ ðîçðàõóíîê ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè, ÿêó ìîæíà çàïèñàòè ÿê iíòåãðàë
âiä ìàòðèöi ãóñòèíè çà 3N -êîîðäèíàòàìè ÷àñòèíîê.

Äëÿ îïèñó áàãàòî÷àñòèíêîâèõ ñèñòåì äóæå åôåêòèâíîþ âèÿâèëàñÿ iäåÿ êîëå-
êòèâíèõ çìiííèõ, ÿêà ïðîäåìîíñòðóâàëà ñâîþ äîöiëüíiñòü i ó âèïàäêó ðîçðàõóí-
êó ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè [1,2]. Îäíàê äëÿ ñèñòåì, ÿêi ìiñòÿòü ôåðìiîíè, íåìîæëèâî
çíàéòè ñòàòèñòè÷íó ñóìó â îäíèõ ëèøå êîëåêòèâíèõ çìiííèõ, ùî ïîâ'ÿçàíå ç
òèì, ùî àíòèñèìåòðè÷íà ôóíêöiÿ íå âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç êîëåêòèâíi çìiííi. Âèõiä
ç öi¹¨ ñèòóàöi¨ áóâ çíàéäåíèé ó ðîáîòàõ [3, 4], ÿêi çàïî÷àòêóâàëè äîñëiäæåííÿ,
äå äëÿ îá÷èñëåííÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè çàñòîñîâóþòü êîëåêòèâíi çìiííi òà ìåòî-
äè âòîðèííîãî êâàíòóâàííÿ. Â ðîáîòi [5] ñòàòèñòè÷íà ñóìà N àòîìiâ, ÿêi âçà-
¹ìîäiþòü ÷åðåç äàëåêîñÿæíi i áëèçüêîñÿæíi ïîòåíöiàëè, ïðèâåäåíà äî âèãëÿäó

c⃝ Âàêàð÷óê I., Ãðèãîð÷àê Î., 2011
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ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåãðàëiâ. Â ðåçóëüòàòi ç'ÿâèëàñÿ ìîæëèâiñòü ðîçðàõóíêó ñòà-
òèñòè÷íî¨ ñóìè ðiäèíà�ãàç çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ, ðîçâèíåíèõ äëÿ ìîäåëi Içiíãà.
Òðîõè çãîäîì íà îñíîâi òåðìîäèíàìi÷íèõ ñïiââiäíîøåíü, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä
êîëåêòèâíèõ çìiííèõ iç âèäiëåíîþ ñèñòåìîþ âiäëiêó, áóëà îòðèìàíà ÿâíà ôîðìà
ôóíêöiîíàëà âåëèêî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè, ÿêà äà¹ ìîæëèâiñòü îïèñóâàòè ôàçîâi
ïåðåõîäè [6].

Äëÿ òàêî¨ ñèñòåìè, ÿê ðiäêèé 4He, òåðìîäèíàìi÷íi òà ñòðóêòóðíi ôóíêöi¨ [7],
òàê ñàìî ÿê i ñòàòèñòè÷íà ñóìà [8] â øèðîêîìó iíòåðâàëi òåìïåðàòóð áóëè ðîç-
ðàõîâàíi ðàíiøå, îäíàê ëèøå â íàáëèæåííi ïàðíèõ êîðåëÿöié. Ïðîòå âiäîìî, ùî
âíåñêè áàãàòî÷àñòèíêîâèõ êîðåëÿöié ó òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨ ðiäèíè â äåÿêèõ
âèïàäêàõ ¹ çíà÷íèìè [9, 10]. Âðàõóâàííÿ òðè÷àñòèíêîâèõ êîðåëÿöié ïðè ðîçðà-
õóíêàõ åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó, ñòðóêòóðíîãî ôàêòîðà i ïàðíî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó
ðiäêîãî 4He ïðîâåäåíî, çîêðåìà, â ðîáîòàõ [11�13]. Â ðîáîòàõ [14, 15] íà îñíî-
âi âðàõóâàííÿ òðè- i ÷îòèðè÷àñòèíêîâèõ êîðåëÿöié ïðîâåäåíà îöiíêà çàïîâíåííÿ
áîçå-êîíäåíñàòó â ðiäêîìó 4He. Ïiçíiøå [16] áóëè çíàéäåíi ñòðóêòóðíi ôóíêöi¨ i
còàòèñòè÷íà ñóìà ðiäêîãî 4He ç óðàõóâàííÿì íåïðÿìèõ òðè- i ÷îòèðè÷àñòèíêîâèõ
êîðåëÿöié â øèðîêîìó iíòåðâàëi òåìïåðàòóð. Öå ïðèâåëî äî êðàùîãî óçãîäæåí-
íÿ òåîðåòè÷íèõ ðîçðàõóíêiâ i åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ, çîêðåìà, äëÿ ïàðíîãî
ñòðóêòóðíîãî ôàêòîðà [17]. Äëÿ áiëüøîãî óçãîäæåííÿ òåîðåòè÷íèõ i åêñïåðèìåí-
òàëüíèõ âèñíîâêiâ âiäïîâiäíi âåëè÷èíè ïîòðiáíî çíàéòè ç óðàõóâàííÿì ïðÿìèõ
òðè- i ÷îòèðè÷àñòèíêîâèõ êîðåëÿöié, ùî, â ñâîþ ÷åðãó, ïîâ'ÿçàíå iç âðàõóâàííÿ
íàáëèæåííÿ �äâîõ ñóì çà õâèëüîâèì âåêòîðîì� [18,19].

Îòæå, çàâäàííÿì öi¹¨ ðîáîòè ¹ ðîçðàõóíîê ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè âçà¹ìîäiþ÷èõ
áîçå-÷àñòèíîê iç âðàõóâàííÿì ïðÿìèõ òðè- i ÷îòèðè÷àñòèíêîâèõ êîðåëÿöi¨. Âêà-
çàíî¨ ìåòè áóëî äîñÿãíóòî çà äîïîìîãîþ iíòåãðóâàííÿ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ
îòðèìàíî¨ â ðîáîòi [20] ìàòðèöi ãóñòèíè â íàáëèæåííi �äâîõ ñóì çà õâèëüîâèì âå-
êòîðîì� â øèðîêîìó iíòåðâàëi òåìïåðàòóð iç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó êóìóëÿíòíèõ
ðîçêëàäiâ [21].

Âèõiäíi ðiâíÿííÿ. Â íàøié ïîïåðåäíié ðîáîòi [20] áóâ çíàéäåíèé âèðàç äëÿ
ìàòðèöi ãóñòèíè âçà¹ìîäiþ÷èõ áîçå-÷àñòèíîê iç âðàõóâàííÿì ïðÿìèõ òðè- i ÷î-
òèðè÷àñòèíêîâèõ êîðåëÿöié, ÿêèé ó âèïàäêó, êîëè ÿâíî íå âèäiëÿ¹òüñÿ ìàòðèöÿ
ãóñòèíè iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó, ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

R(ρ|ρ′) = R0(ρ|ρ′)P (ρ|ρ′), (1)

äå R0(ρ|ρ′) � ìàòðèöÿ ãóñòèíè áàãàòîáîçîííî¨ ñèñòåìè â íàáëèæåííi ïàðíèõ êî-
ðåëÿöié, à P (ρ|ρ′) � ôàêòîð, ÿêèé âðàõîâó¹ òðè- i ÷îòèðè÷àñòèíêîâi êîðåëÿöi¨,
ÿâíèé âèãëÿä äëÿ ÿêîãî ìîæíà îòðèìàòè íà îñíîâi çãàäàíî¨ âèùå ðîáîòè [20].
Âåëè÷èíè ρq � öå êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôëóêòóàöi¨ ãóñòèíè ÷àñòèíîê ñèñòåìè:

ρq =
1√
N

N∑
j=1

e−iqrj . (2)
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Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ñòàòèñòè÷íà ñóìà

Z =

∫
R(ρ|ρ)J(ρ)(dρ) =

∫
R0(ρ|ρ)P (ρ|ρ)(dρ), (3)

äå J(ρ) � âàãîâà ôóíêöiÿ ó íàáëèæåííi �äâîõ ñóì çà õâèëüîâèì âåêòîðîì� [20,22]:

J(ρ) = C exp

−1

2

∑
q̸=0

ρqρ−q +
1

6
√
N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

ρq1ρq2ρq3 −

− 1

4N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

ρq1ρ−q1ρq2ρ−q2

 . (4)

Ñòàëó C ìîæíà çíàéòè ç óìîâè íîðìóâàííÿ:∫
J(ρ)(dρ) = V N . (5)

Ìàòðèöÿ ãóñòèíè áàãàòîáîçîííî¨ ñèñòåìè â íàáëèæåííi ïàðíèõ êîðåëÿöié ìà¹
íàñòóïíèé âèãëÿä [8,23,24]:

R0(ρ|ρ′) = e−βF0

∏
q̸=0

′αq

π
th

[
βEq

2

]
exp

−1

4

∑
q̸=0

αq

th[βEq]
(ρqρ−q + ρ′qρ

′
−q) +

+
1

4

∑
q̸=0

αq

sh[βEq]
(ρqρ

′
−q + ρ′qρ−q)

 , (6)

äå øòðèõ áiëÿ ñèìâîëó äîáóòêó îçíà÷à¹, ùî áåðåìî äî óâàãè ëèøå ïiâïðîñòið
ìîæëèâèõ çíà÷åíü õâèëüîâîãî âåêòîðà q.

Âiëüíà åíåðãiÿ

F0 = EB
0 +

1

β

∑
q̸=0

ln
(
1− e−βEq

)
,

äå EB
0 � åíåðãiÿ îñíîâíîãî ñòàíó áàãàòîáîçîííî¨ ñèñòåìè â íàáëèæåííi Áîãîëþ-

áîâà:

EB
0 =

N(N − 1)

2V
ν0 −

∑
q ̸=0

~2q2

8m
(αq − 1)2, (7)

αq =

√
1 +

4mN

V ~2q2
νq, (8)



6

I. Âàêàð÷óê, Î. Ãðèãîð÷àê

ISSN 1024-588X. Âiñíèê Ëüâiâñüêîãî óí-òó. Ñåðiÿ ôiçè÷íà. 2011. Âèï. 46

νq =
∫
e−iqrΦ(r)dr � êîåôiöi¹íò Ôóð'¹ åíåðãi¨ ïàðíî¨ âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè.

Eq � ñïåêòð åëåìåíòàðíèõ çáóäæåíü â íàáëèæåííi Áîãîëþáîâà:

Eq = αqεq = αq
~2q2

2m
. (9)

Ôàêòîð P (ρ|ρ′) ìîæíà ïîäàòè â íàñòóïíèé ñïîñiá:

P (ρ|ρ′) = exp

 c0
N

+
∑
q1 ̸=0

1∑
i1=0

1∑
j1=0

c2(1
j1 ,−1i1)ρj1q1

ρi1−q1
+

+
1√
N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

1∑
i1,i2,i3=0

c3(1
i1 , 2i2 , 3i3)ρi1q1

ρi2q2
ρi3q3

+

+
1

N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

1∑
i1,i2=0

1∑
j1,j2=0

c4(1
j1 ,−1i1 , 2j2 ,−2i2)ρj1q1

ρi1−q1
ρj2q2

ρi2−q2

. (10)

Iíäåêñè i1, i2, i3, j1, j2 ïðîáiãàþòü çíà÷åííÿ 0, 1. Çíà÷åííÿ 1 âiäïîâiäà¹ ïðèñóòíî-
ñòi øòðèõà áiëÿ âiäïîâiäíî¨ âåëè÷èíè, à çíà÷åííÿ 0 � âiäñóòíîñòi. Âèðàçè äëÿ
c0, c2(1j1 ,−1i1), c3(1i1 , 2i2 , 3i3), c4(1j1 ,−1i1 , 2j2 ,−2i2) ìîæíà âiäòâîðèòè, êîðèñòó-
þ÷èñü ðîáîòîþ [20]. Âîíè òàêîæ íàâåäåíi â äîäàòêó À.

Ìàòåìàòè÷íi àñïåêòè ðîçðàõóíêó ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè. Ïîâåðíåìîñÿ äî
ðiâíÿííÿ (3), âèêîíà¹ìî âñi íåîáõiäíi ïåðåòâîðåííÿ i ñïðîáó¹ìî ïðîiíòåãðóâàòè
âèðàç, ùî âõîäèòü äî öüîãî ðiâíÿííÿ. Ïîêëàâøè ó âèðàçi (6) ρ = ρ′, îòðèìà¹ìî,
ùî

R0(ρ|ρ) = e−βF0

∏
q̸=0

′αq

π
th

[
βEq

2

]
exp

−1

2

∑
q̸=0

αqth

[
β

2
Eq

]
ρqρ−q

 . (11)

Îñêiëüêè çíàéòè òî÷íèé âèðàç äëÿ iíòåãðàëà
∫
R(ρ|ρ)(dρ) ¹ íåïîñèëüíèì çàâäàí-

íÿì, òî, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (11), ïåðåïèøåìî éîãî ÿê ñåðåäí¹ çà âåëè÷èíîþ

exp

{
−1/2

∑
q ̸=0

αqth [β/2Eq]ρqρ−q

}
. Òîäi

Z =

∫
R(ρ|ρ)(dρ) = e−βF0

∏
q̸=0

′αq

π
th

[
βEq

2

] ∫
exp

−1

2

∑
q ̸=0

αqth

[
β

2
Eq

]
ρqρ−q

(dρ)×
× exp

[
C0

N

]⟨
exp

2∑
q1 ̸=0

C2(q1)ρq1ρ−q1+
2√
N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

C3(q1,q2,q3)ρq1ρq2ρq3 +
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+
2

N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

C4(q1,q2)ρq1ρ−q1ρq2ρ−q2

⟩
p

, (12)

äå ∫
exp

−1

2

∑
q̸=0

αqth

[
β

2
Eq

]
ρqρ−q

 (dρ) =
∏
q ̸=0

′ π

αq th
[
β
2Eq

] ; (13)

C0 = c0; C2(q1) =
1

2

1∑
i1=0

1∑
j1=0

c2(1
j1,−1i1);

C3(q1,q2,q3) =
1

2

1∑
i1,i2,i3=0

c3(1
i1 , 2i2 , 3i3);

C4(q1,q2) =
1

2

1∑
i1,i2=0

1∑
j1,j2=0

c4(1
j1 ,−1i1 , 2j2 ,−2i2). (14)

Ïiñëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ êîíöåïöi¹þ êóìóëÿíòíèõ ðîçêëàäiâ, ç äîïîìîãîþ ÿêî¨
â ïðèéíÿòîìó íàìè íàáëèæåííi �äâîõ ñóì çà õâèëüîâèì âåêòîðîì� îòðèìà¹ìî:

Z =

∫
R(ρ|ρ)(dρ) = e−βF0 exp

[
C0

N

]
exp

2 ∑
q1 ̸=0

C2(q1) ⟨ρq1ρ−q1⟩p +

+
2√
N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

C3(q1,q2,q3) ⟨ρq1ρq2ρq3⟩p +

+
2

N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

C4(q1,q2) ⟨ρq1ρ−q1ρq2ρ−q2⟩p +
2

N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

C3
2
(q1,q2,q3)×

×
(
6 ⟨ρq1ρq2ρq3ρ−q1ρ−q2ρ−q3⟩p − ⟨ρq1ρq2ρq3⟩

2
p

) ]
, (15)

äå çíàê ñåðåäíüîãî ⟨...⟩p ìà¹ òàêèé çìiñò:

⟨...⟩p =

∫
exp

[
−1

2

∑
q̸=0

αq th
[
β
2Eq

]
ρqρ−q

]
(...)(dρ)

∫
exp

[
− 1

2

∑
q̸=0

αq th
[
β
2Eq

]
ρqρ−q

]
(dρ)

.

Îòæå, äëÿ íàâåäåíèõ âèùå ñåðåäíiõ îòðèìà¹ìî òàêi âèðàçè:

⟨ρq1ρ−q1⟩p =
1

αq1 th
[
β
2Eq1

] , (16)
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⟨ρq1ρq2ρq3⟩p = 0, (17)

⟨ρq1ρ−q1ρq2ρ−q2⟩p =
1

αq1αq2 th
[
β
2Eq1

]
th
[
β
2Eq2

] , (18)

⟨ρq1
ρ−q1

ρq2
ρ−q2

ρq3
ρ−q3

⟩p =
1

αq1αq2αq3 th
[
β
2Eq1

]
th
[
β
2Eq2

]
th
[
β
2Eq3

] . (19)

Íàñòóïíèé êðîê íà øëÿõó ðîçðàõóíêó ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ïîëÿãà¹ â çíàõî-
äæåííi ÿâíèõ âèðàçiâ äëÿ C0, C2(q1), C3(q1,q2,q3), C4(q1,q2). Ìàòåìàòè÷íi
àñïåêòè öèõ ðîçðàõóíêiâ íàâåäåíi â äîäàòêàõ Á, Â, Ã, Ä, âiäïîâiäíî.

Ïiäñòàâëÿþ÷è çíàéäåíi âåëè÷èíè (Á.1), (Á.4), (Á.5), (Á.6), (Á.7) ó âèðàç (À.1),
çíàéäåìî ÿâíèé âèãëÿä âåëè÷èíè C0. Òàê ñàìî ïiäñòàâëÿþ÷è âåëè÷èíè (Â.1),
(Â.7), (Â.8), (Â.9), (Â.10) ó âèðàç (À.2), (Ã.3) ó (À.3) i âåëè÷èíè (�.1), (�.7),
(�.8), (�.9), (�.10) ó âèðàç (À.4), çíàéäåìî ÿâíi âèðàçè, âiäïîâiäíî, äëÿ C2(q1),
C3(q1,q2,q3), C4(q1,q2):

C0 = −1

2

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

~2

2m
(q21 + q22)

J1(Eq1 , Eq2)

αq1αq2 sh[βEq1 ] sh[βEq2 ]
+

+
1

4

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2
1

3∏
j=1

sh[βEqj ]

∑
±1

∑
±2

sh[β2 (Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)]

Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1

×

× [q1q2(±1 ±2 αq1αq2 + 1) + q1q3(±1αq1αq3 + 1) + q2q3(±2αq2αq3 + 1)]×

× (±1)
(q1q2)

αq3

[
±2P1(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) +

1

αq1αq2

P2(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3)

]
,

(20)

C2(q1) = − 1

4N

∑
q2 ̸=0

~2

2m
(q21 + q22)

J2(Eq1 , Eq2)

αq2 ch
2[β2Eq1 ] sh[βEq2 ]

+
1

16N

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2

×

× αq1

ch2
[
β
2Eq1

]
sh[βEq2 ] sh[βEq3 ]

∑
±1

∑
±2

ch[β2 (Eq3 ±2 Eq2)]

Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1

×

× [q1q2(±1 ±2 αq1αq2 + 1) + q1q3(±1αq1αq3 + 1) + q2q3(±2αq2αq3 + 1)]×

×
[
−±1 ±2

(q1q2)

αq3

K1(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) −

−±1
(q1q3)

αq2

K2(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) +±2
(q2q3)

αq1

K3(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3)+

+
(q1q2 + q1q3 + q2q3)

αq1αq2αq3

K4(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3)

]
, (21)
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C3(q1,q2,q3) = − 1

48

~2

2m

1
3∏

j=1

ch
[
β
2Eqj

]∑
±1

∑
±2

sh
[
β
2 (Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)

]
Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1

×

× [q1q2(±1 ±2 αq1αq2+ 1) + q1q3(±1αq1αq3+ 1)+q2q3(±2αq2αq3+1)] ,

(22)

C4(q1,q2) = − 1

16

~2

2m
(q21 + q22)

J3(Eq1 , Eq2)

ch2
[
β
2Eq1

]
ch2

[
β
2Eq2

] + 1

64

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2

×

× αq1αq2

ch2
[
β
2Eq1

]
ch2

[
β
2Eq1

]
ch
[
β
2Eq2

]∑
±1

∑
±2

1

Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1

×

× [q1q2(±1 ±2 αq1αq2+ 1) + q1q3(±1αq1αq3+ 1) + q2q3(±2αq2αq3+ 1)]×

×
[
±1

(q1q2 + q1q3 + q2q3)

αq1αq2αq3

I1(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) −

−±1±2
(q1q2)

αq3

I2(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) +±2
(q1q3)

αq2

I3(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3)−

− (q2q3)

αq1

I4(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3)

]
, (23)

äå

P1(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) = I11(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) + I12(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3),

P2(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) = I11(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3)− I12(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3),

K1(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) = I21(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) + I22(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3),

K2(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) = I21(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3)− I22(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3),

K3(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) = I23(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) + I24(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3),

K4(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) = I23(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3)− I24(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3),

I1(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) = I31(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) + I32(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3),

I2(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) = I31(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3)− I32(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3),

I3(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) = I33(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) + I34(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3),

I4(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) = I33(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3)− I34(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3).

ßâíi âèðàçè äëÿ I11, I12, I21, I22, I23, I24, I31, I32, I33, I34, J1, J2, J3 íàâåäåíi ó
äîäàòêó Ä. ßê íàñëiäîê îòðèìà¹ìî:

Z = e−βF0exp

[
C0

N

]
exp

2∑
q1 ̸=0

C2(q1)

αq1th
[
β
2Eq1

]+ 2

N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

C4(q1,q2)

αq1αq2th
[
β
2Eq1

]
th
[
β
2Eq2

] +
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+
12

N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

C3
2
(q1,q2,q3)

αq1αq2αq3 th
[
β
2Eq1

]
th
[
β
2Eq2

]
th
[
β
2Eq3

]
 . (24)

Ñòàòèñòè÷íà ñóìà â ãðàíèöi íèçüêèõ òåìïåðàòóð. Äëÿ òîãî, ùîá îòðè-
ìàòè âèðàç äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè â ãðàíèöi íèçüêèõ òåìïåðàòóð, ïîòðiáíî ñïåð-
øó çíàéòè âiäïîâiäíi ãðàíèöi âñiõ âåëè÷èí, ÿêi âõîäÿòü ó âèðàçè äëÿ C0, C2(q1),
C3(q1,q2,q3), C4(q1,q2). Ðåçóëüòàòè öèõ ðîçðàõóíêiâ íàâåäåíi â äîäàòêó Å. Âè-
êîðèñòîâóþ÷è ââåäåíi ó öüîìó æ äîäàòêó ïîçíà÷åííÿ, îòðèìà¹ìî íàñòóïíi âèðàçè
äëÿ çãàäàíèõ âèùå âåëè÷èí â ãðàíèöi íèçüêèõ òåìïåðàòóð:

C0 = −1

2

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

~2

2m
(q21 + q22)

J0
1 (Eq1 , Eq2)

αq1αq2

+
1

4

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2
1

Eq3+Eq2+Eq1

×

× [q1q2(αq1αq2 + 1) + q1q3(αq1αq3 + 1) + q2q3(αq2αq3 + 1)]
(q1q2)

αq3

×

×
[
P 0
1 (Eq1 , Eq2 , Eq3) +

1

αq1αq2

P 0
2 (Eq1 , Eq2 , Eq3)

]
, (25)

C2(q1) = − 1

4N

∑
q2 ̸=0

~2

2m
(q21+q22)

J0
2 (Eq1,Eq2)

αq2

+
1

16N

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2
αq1

Eq3+Eq2+Eq1

×

× [q1q2(αq1αq2 + 1) + q1q3(αq1αq3 + 1) + q2q3(αq2αq3 + 1)]×

×
[
− (q1q2)

αq3

K0
1 (Eq1 , Eq2 , Eq3)−

(q1q3)

αq2

K0
2 (Eq1 , Eq2 , Eq3) +

+
(q2q3)

αq1

K0
3 (Eq1 , Eq2 , Eq3) +

(q1q2+q1q3+q2q3)

αq1αq2αq3

K0
4 (Eq1 , Eq2 , Eq3)

]
, (26)

C3(q1,q2,q3) = − 1

12

~2

2m

[q1q2(αq1αq2+1) + q1q3(αq1αq3+1) + q2q3(αq2αq3+1)]

Eq3 + Eq2 + Eq1

,

(27)

C4(q1,q2) = − 1

16

~2

2m
(q21 + q22)J

0
3 (Eq1 , Eq2) +

1

64

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2

×

× αq1αq2

[q1q2(αq1αq2 + 1) + q1q3(αq1αq3 + 1) + q2q3(αq2αq3 + 1)]

Eq3 + Eq2 + Eq1

×
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×
[
(q1q2 + q1q3 + q2q3)

αq1αq2αq3

I01 (Eq1 , Eq2 , Eq3) +
(q1q2)

αq3

I02 (Eq1 , Eq2 , Eq3) −

− (q1q3)

αq2

I03 (Eq1 , Eq2 , Eq3)−
(q2q3)

αq1

I04 (Eq1 , Eq2 , Eq3)

]
. (28)

Ïiäñòàâëÿþ÷è îòðèìàíi âèðàçè ó ðiâíiñòü (24), âðàõîâóþ÷è, ùî lim
β→∞

th
[
β
2Eqi

]
=1,

à òàêîæ âèêîíóþ÷è íåîáõiäíi ïåðåòâîðåííÿ, îòðèìà¹ìî

Z = e−βF0 exp

− 1

8N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

~2

2m

(q21 + q22)

αq1αq2

(4J0
1 (Eq1 , Eq2) + 2J0

2 (Eq1 , Eq2) +

+ 2J0
2 (Eq2 , Eq1) + J0

3 (Eq1 , Eq2)) +
1

32N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2
1

Eq3 + Eq2 + Eq1

×

× [q1q2(αq1αq2 + 1) + q1q3(αq1αq3 + 1) + q2q3(αq2αq3 + 1)]
(q1q2)

αq3

×

×
[
8P 0

1 (Eq1 , Eq2 , Eq3)− 2K0
1 (Eq1 , Eq2 , Eq3)− 2K0

1 (Eq2 , Eq1 , Eq3) −
− 2K0

2 (Eq1 , Eq3 , Eq2)− 2K0
2 (Eq2 , Eq3 , Eq1) + 4K0

3 (Eq3 , Eq2 , Eq1)+

+ I02 (Eq1 , Eq2 , Eq3)− I03 (Eq1 , Eq3 , Eq2)− I04 (Eq3 , Eq2 , Eq1) +
8

Eq1 + Eq2 + Eq3

+

+
1

αq1αq2

(
8P 0

2 (Eq1 , Eq2 , Eq3) + 4K0
4 (Eq1 , Eq2 , Eq3) + 4K0

4 (Eq2 , Eq3 , Eq1) +

+ 4K0
4 (Eq3 , Eq1 , Eq2) + I01 (Eq1 , Eq2 , Eq3) + I01 (Eq2 , Eq3 , Eq1) + I01 (Eq3 , Eq1 , Eq2)+

+
8

Eq1 + Eq2 + Eq3

)]
.

(29)

Áåðó÷è äî óâàãè ðiâíîñòi

4J0
1 (Eq1 , Eq2) + 2J0

2 (Eq1 , Eq2) + 2J0
2 (Eq2 , Eq1) + J0

3 (Eq1 , Eq2) = β,

8P 0
1 (Eq1 , Eq2 , Eq3)− 2K0

1 (Eq1 , Eq2 , Eq3)− 2K0
1 (Eq2 , Eq1 , Eq3)−

− 2K0
2 (Eq1 , Eq3 , Eq2)− 2K0

2 (Eq2 , Eq3 , Eq1) + 4K0
3 (Eq3 , Eq2 , Eq1)+

+ I02 (Eq1 , Eq2 , Eq3)− I03 (Eq1 , Eq3 , Eq2)− I04 (Eq3 , Eq2 , Eq1)+

+
8

Eq1 + Eq2 + Eq3

= 4β,
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8P 0
2 (Eq1 , Eq2 , Eq3) + 4K0

4 (Eq1 , Eq2 , Eq3) + 4K0
4 (Eq2 , Eq3 , Eq1)+

+ 4K0
4 (Eq3 , Eq1 , Eq2) + I01 (Eq1 , Eq2 , Eq3) + I01 (Eq2 , Eq3 , Eq1)+

+ I01 (Eq3 , Eq1 , Eq2) +
8

Eq1 + Eq2 + Eq3

= 4β,

çíàéäåìî

Z = e−βF0 exp

− β

8N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

~2

2m
(q21 + q22)

1

αq1αq2

+
β

8N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2

×

× [q1q2(αq1αq2+1) + q1q3(αq1αq3+1) + q2q3(αq2αq3+1)]

αq1αq2αq3(Eq3 + Eq2 + Eq1)
(q1q2)(αq1αq2+ 1)

]
.

(30)

Ïðîâiâøè âiäïîâiäíi ïåðåòâîðåíííÿ, îòðèìà¹ìî âèðàç äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè â
ãðàíèöi íèçüêèõ òåìïåðàòóð (β → ∞) ó òàêîìó âèãëÿäi:

Z = e−βE0 , (31)

äå

E0 = EB
0 +

~2

48mN

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

[
(q21 + q22 + q23)

(
1− 1

αq1

)(
1− 1

αq2

)(
1− 1

αq3

)
−

−

 ∑
1≤i<j≤3

(qiqj)(αqi − 1)(αqj − 1)

2/αq1αq2αq3

3∑
j=1

q2jαqj


+

+
~2

24mN

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

∑
1≤i<j≤3

(qiqj)

(
1− 1

αqi

)(
1− 1

αqj

)}
. (32)

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî ïiñëÿ âiäïîâiäíî¨ ñèìåòðèçàöi¨ çà õâèëüîâèìè âåêòîðàìè
q1,q2,q3 âåëè÷èíè C0, C2(q1), C3(q1,q2,q3), C4(q1,q2) ó ãðàíèöi íèçüêèõ òåì-
ïåðàòóð ìîæíà ïîäàòè òàê:

lim
β→∞

C0 = −βE0 −
∑
q1 ̸=0

a2(q1)

αq1

− 1

4N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

a4(q1,−q1,q2,−q2)− 1

αq1αq2

−

− 1

12N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

[2a3(q1,q2,q3) + 1]2

αq1αq2αq3

, (33)
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lim
β→∞

C2(q1) =
1

2
a2(q1), (34)

lim
β→∞

C3(q1,q2,q3) =
1

12
[2a3(q1,q2,q3) + 1], (35)

lim
β→∞

C4(q1,q2) =
1

8
[a4(q1,−q1,q2,−q2)− 1], (36)

äå

a2(q1) =
1

N

∑
q2 ̸=0

[
q22

2q21αq1

a4(q1,−q1,q2,−q2) +
(q2,q1 + q2)

q21αq1

a3(q1,q2,−q1 − q2)

]
,

(37)

a3(q1,q2,q3) = −

∑
1≤i<j≤3

(qiqj)(αqi − 1)(αqj − 1)

2
3∑

j=1

q2
jαqj

, (38)

a4(q1,−q1,q2,−q2) =

=
(q1 + q2)

2
a23(q1 + q2,−q1,−q2) + (q1 − q2)

2
a23(q1 − q2,−q1,q2)

q21αq1 + q22αq2

−

− [(q1,q2 + q1)(αq1 − 1) + (q2,q1 + q2)(αq2 − 1)] a3(q1 + q2,−q1,−q2)

q21αq1 + q22αq2

−

− [(q1,q1 − q2)(αq1 − 1) + (q2,q2 − q1)(αq2 − 1)] a3(q1 − q2,−q1,q2)

q21αq1 + q22αq2

. (39)

Ðîçðàõóíîê ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ó âèïàäêó âèäiëåííÿ ìàòðèöi ãóñòè-
íè iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó. Îòðèìàíèé âèðàç äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (24), ÿê áóäå
ïîêàçàíî â íàñòóïíîìó ðîçäiëi, íå ¹ êîðåêòíèì â ãðàíèöi âèñîêèõ òåìïåðàòóð,
îñêiëüêè ¹ ðîçáiæíèì â öié ãðàíèöi. Ùîá óíèêíóòè çãàäàíî¨ ïðîáëåìè i îòðèìà-
òè ïðàâèëüíi âèðàçè ÿê ó ãðàíèöi íèçüêèõ, òàê i âèñîêèõ òåìïåðàòóð, ïîòðiáíî ç
ìàòðèöi ãóñòèíè, íà îñíîâi ÿêî¨ ìè îá÷èñëþ¹ìî ñòàòèñòè÷íó ñóìó, âèäiëèòè ìà-
òðèöþ ãóñòèíè iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó, à ïîòiì ïðîâåñòè ðîçðàõóíîê ñòàòèñòè÷íî¨
ñóìè. Ìàòðèöÿ ãóñòèíè iç âèäiëåíîþ ìàòðèöåþ ãóñòèíè iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó òàêà:

R(ρ|ρ′) = R0
N (r|r′)Ppair(ρ|ρ′)P (ρ|ρ′), (40)

äå R0
N (r|r′) � ìàòðèöÿ ãóñòèíè áîçå-÷àñòèíîê, ùî íå âçà¹ìîäiþòü [8]:

R0
N (r|r′) = 1

N !

(
m∗

2πβ~2

) 3N
2 ∑

Q

exp

− m∗

2β~2
N∑
j=1

(r′j − rQj)
2

 , (41)
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Ppair(ρ|ρ′) � ôàêòîð, ÿêèé ôðàõîâó¹ ïàðíi êîðåëÿöi¨ [8]:

Ppair(ρ|ρ′) = exp

−βE0 +
1

2

∑
q1 ̸=0

ln

αq1 th
(

βEq1

2

)
th
(

βεq1
2

)
+

∑
q1 ̸=0

ln

(
1− e−βεq1

1− e−βEq1

)×

× exp

−1

4

∑
q1 ̸=0

(αq1 cth[βEq1 ]− cth[βεq1 ]) (ρq1ρ−q1 + ρ′q1
ρ′−q1

) +

+
1

2

∑
q1 ̸=0

(
αq1

sh[βEq1 ]
− 1

sh[βεq1 ]

)
(ρ′q1

ρ−q1 + ρq1ρ
′
−q1

)

 , (42)

P (ρ|ρ′) � ôàêòîð, ÿêèé âðàõîâó¹ òðè- i ÷îòèðè÷àñòèíêîâi êîðåëÿöi¨:

P (ρ|ρ′) = exp

c0 − c00
N

+
∑
q1 ̸=0

1∑
i1=0

1∑
j1=0

[c2(1
j1,−1i1)− c02(1

j1,−1i1)]ρj1q1
ρi1−q1

+

+
1√
N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

1∑
i1,i2,i3=0

[
c3(1

i1 , 2i2 , 3i3)− c03(1
i1 , 2i2 , 3i3)

]
ρi1q1

ρi2q2
ρi3q3

+

+
1

N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

1∑
i1,i2=0

1∑
j1,j2=0

[
c4(1

j1 ,−1i1 , 2j2 ,−2i2)− c04(1
j1 ,−1i1 , 2j2 ,−2i2)

]
×

× ρj1q1
ρi1−q1

ρj2q2
ρi2−q2

]
. (43)

Âåëè÷èíè c00, c
0
2(1

j1 ,−1i1), c03(1
i1 , 2i2 , 3i3), c04(1

j1 ,−1i1 , 2j2 ,−2i2) � öå òi ñàìi âåëè-
÷èíè c0 (À.1), c2(1j1,−1i1) (À.2), c3(1i1 , 2i2 , 3i3) (À.3), c4(1j1 ,−1i1 , 2j2 ,−2i2) (À.4),
ç òi¹þ ëèøå âiäìiííiñòþ, ùî âñþäè ó ¨õíiõ âèðàçàõ ïîêëàäåíî αq1 = αq2 = αq3 = 1.
Çàïèøiìî âèðàç äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ÿê iíòåãðàë çà 3N äåêàðòîâèìè çìiííèìè,
à ïîòiì ïåðåéäiìî äî iíòåãðóâàííÿ çà êîëåêòèâíèìè çìiííèìè çãiäíî çi ñõåìîþ,
íàâåäåíîþ ó ðîáîòi [8]:

Z =

∫
dr1...

∫
drNR0

N (r|r)Ppair(ρ|ρ)P (ρ|ρ) = Z0
N

∫
J0(ρ)Ppair(ρ|ρ)P (ρ|ρ)(dρ),

äå Z0
N � ñòàòèñòè÷íà ñóìà iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó, à J0(ρ) � �òåìïåðàòóðíîçàëåæ-

íèé ÿêîáiàí� ïåðåõîäó âiä äåêàðòîâèõ äî êîëåêòèâíèõ çìiííèõ, â ÿêèé �çàõîâàíi�
âíåñêè âiä ìàòðèöi ãóñòèíè iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó. Éîãî ìîæíà ïîäàòè òàê [8, 25]:

J0(ρ) =

∫
dr1...

∫
drNR0

N (r|r)
∏
q̸=0

′
δ

ρq − 1√
N

N∑
j=1

e−iqrj

 . (44)

Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè ÿâíèé âèðàç äëÿ çãàäàíîãî âèùå �òåìïåðàòóðíîçàëåæ-

íîãî ÿêîáiàíà�, çàïèøåìî δ-ôóíêöiþ δ

(
ρq − 1√

N

N∑
j=1

e−iqrj

)
ÿê iíòåãðàë çà ωq i
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ïðîâåäåìî óñåðåäíåííÿ ç ìàòðèöåþ ãóñòèíè iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó. Ââåäåìî òàêîæ
ïîçíà÷åííÿ:

χq(r) =
1√
N

N∑
j=1

e−iqrj . (45)

Ïiñëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ êîíöåïöi¹þ êóìóëÿíòíèõ ðîçêëàäiâ [21]. Òîäi iç óðà-
õóâàííÿì òðè- i ÷îòèðè÷àñòèíêîâèõ êîðåëÿöié îòðèìà¹ìî:

J0(ρ)=

∫
dr1...

∫
drNR0

N (r|r)
∏
q̸=0

′
δ (ρq − χq(r))=

∫
(dωq)e

πi
∑
q ̸=0

ωqρq

exp

−πi∑
q̸=0

ωq ×

× ⟨χq(r)⟩+
1

2

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

(πi)2ωq1ωq2 [⟨χq1(r)χq2(r)⟩ − ⟨χq1(r)⟩⟨χq2(r)⟩]−

− 1

3!

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

(πi)3ωq1
ωq2

ωq3


⟨

3∏
i=1

χqi
(r)

⟩
−

3∑
i=1

⟨χqi
(r)⟩

⟨
3∏

j=1

j ̸=i

χqj
(r)

⟩
−

−
3∏

i=1

⟨χqi(r)⟩

]
+

1

4!

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

∑
q4 ̸=0

(πi)4ωq1ωq2ωq3ωq4

[⟨
4∏

i=1

χqi(r)

⟩
−

−
4∑

i=1

⟨χqi(r)⟩

⟨
4∏

j=1

j ̸=i

χqj (r)

⟩
−
∑

2≤i̸=j<k≤4

1 ̸=k ̸=i

⟨χq1(r)χqi(r)⟩
⟨
χqj (r)χqk

(r)
⟩
−

4∏
i=1

⟨χqi(r)⟩


.
(46)

Çíàê ñåðåäíüîãî ⟨...⟩ ìà¹ çìiñò óñåðåäíåííÿ ç ìàòðèöåþ ãóñòèíè iäåàëüíîãî áîçå-
ãàçó:

⟨...⟩ =
∫

dr1...

∫
drNR0

N (r|r)(...). (47)

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè ñåðåäíi âiä äîáóòêiâ χq(r), çàïèøåìî ¨õ â ïðåäñòàâëåííi
âòîðèííîãî êâàíòóâàííÿ:

⟨χq(r)⟩ =
1√
N

∑
k ̸=0

⟨a+k ak+q⟩ =
1√
N

∑
k̸=0

nkδk,k+q. (48)

Öå îçíà÷à¹, ùî ∑
q̸=0

⟨χq(r)⟩ =
1√
N

∑
q̸=0

∑
k ̸=0

nkδk,k+q = 0. (49)
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Òàê ñàìî

⟨χq1(r)χq2(r)⟩ =
1

N

∑
k1 ̸=0

∑
k2 ̸=0

⟨a+k1
ak1+q1a

+
k2
ak2+q2⟩ =

=
1

N

∑
k1 ̸=0

∑
k2 ̸=0

⟨a+k1
ak1+q1⟩⟨ak2+q2a

+
k2
⟩ =

=
1

N

∑
k1 ̸=0

∑
k2 ̸=0

nk1(1 + nk2)δk1,k2+q2δk2,k1+q1 =

=

1 + 1

N

∑
k1 ̸=0

nk1nk1+q1

δ(q1 + q2) = S0(q1)δ(q1 + q2), (50)

äå S0(q1)� ïàðíèé ñòðóêòóðíèé ôàêòîð iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó. Àíàëîãi÷íî ìîæåìî
íàïèñàòè i äëÿ ñåðåäíiõ âiä äîáóòêó òðüîõ i ÷îòèðüîõ âåëè÷èí χq(r):

⟨χq1(r)χq2(r)χq3(r)⟩ =
1√
N

S
(3)
0 (q1,q2,q3)δ(q1 + q2 + q3),

⟨χq1(r)χq2(r)χq3(r)χq4(r)⟩ −
∑

2≤i ̸=j<k≤4

1 ̸=k ̸=i

⟨χq1(r)χqi(r)⟩
⟨
χqj (r)χqk

(r)
⟩
=

=
1

N
S
(4)
0 (q1,q2,q3,q4)δ(q1 + q2 + q3 + q4), (51)

äå S(3)
0 (q1,q2,q3), S

(4)
0 (q1,q2,q3,−q4) � âiäïîâiäíî òðè- i ÷îòèðè÷àñòèíêîâèé íå-

çâiäíi ñòðóêòóðíi ôàêòîðè iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó. Ïîâåðòàþ÷èñü äî âèðàçó (46),
âðàõîâóþ÷è çðîáëåíi âèùå ïåðåòâîðåííÿ, à òàêîæ âèäiëÿþ÷è òi äîäàíêè, ÿêi çà-
äîâîëüíÿþòü ïðèéíÿòå íàìè íàáëèæåííÿ �äâîõ ñóì çà õâèëüîâèì âåêòîðîì�, äëÿ
�òåìïåðàòóðíîçàëåæíîãî ÿêîáiàíà� ïåðåõîäó îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé âèðàç:

J0(ρ) =

∫
(dωq)e

πi
∑
q ̸=0

ωqρq

exp


1

2

∑
q ̸=0

(πi)2ωqω−qS0(q)−
1

3!
√
N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

(πi)3 ×

× ωq1ωq2ωq3S
(3)
0 (q1,q2,q3) +

1

8N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

(πi)4ωq1ω−q1ωq2ω−q2×

× S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

}
. (52)

Çíàéäåíèé âèðàç (52) ìîæíà ïîäàòè, ñêîðèñòàâøèñü ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [26]:

J0(ρ) = V N
∏
q̸=0

′ 1

π
exp

∑
n≥3

D̂n(ρ)

 exp

−1

2

∑
q̸=0

ρqρ−q

S0(q)

 , (53)
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äå

D̂n(ρ) =
(−1)n

n!

1√
N

∑
q1,...,qn

q1+...+qn=0

S
(n)
0 (ρq1 , ..., ρqn)

∂n

∂ρq1 ...∂ρqn

. (54)

Ùîá çàáåçïå÷èòè ïðèéíÿòå íàìè íàáëèæåííÿ, äîñòàòíüî âçÿòè òiëüêè äâà ÷ëåíè
ðÿäó: D̂3(ρ), D̂4(ρ). Îòæå:

J0(ρ) = V N
∏
q̸=0

′ 1

π
exp

− 1

3!
√
N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

S
(3)
0 (q1,q2,q3)

∂3

∂ρq1∂ρq2∂ρq3

+

+
1

8N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

∂4

∂ρq1∂ρ−q1∂ρq2∂ρ−q2

×

× exp

−1

2

∑
q̸=0

ρqρ−q

S0(q)

 . (55)

Ïåðåíåñåìî îñòàííþ åêñïîíåíòó ëiâîðó÷ i îòðèìà¹ìî:

J0(ρ) = V N
∏
q ̸=0

′ 1

π
exp

−1

2

∑
q̸=0

ρqρ−q

S0(q)

exp

−
1

3!
√
N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

S
(3)
0 (q1,q2,q3)×

×
(

∂

∂ρq1

− ρ−q1

S0(q1)

)(
∂

∂ρq2

− ρ−q2

S0(q2)

)(
∂

ρq3

− ∂ρ−q3

S0(q3)

)
+

+
1

8N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

(
∂

∂ρq1

− ∂ρ−q1

S0(q1)

)
×

×
(

∂

∂ρ−q1

− ∂ρq1

S0(q1)

)(
∂

∂ρq2

− ∂ρ−q2

S0(q2)

)(
∂

∂ρ−q2

− ∂ρq2

S0(q2)

)}
. (56)

Ïîçíà÷èìî

Â = − 1

3!
√
N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

S
(3)
0 (q1,q2,q3)

(
∂

∂ρq1

− ρ−q1

S0(q1)

)(
∂

∂ρq2

− ρ−q2

S0(q2)

)
×

×
(

∂

ρq3

− ∂ρ−q3

S0(q3)

)
+

1

8N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

(
∂

∂ρq1

− ∂ρ−q1

S0(q1)

)
×

×
(

∂

∂ρ−q1

− ∂ρq1

S0(q1)

)(
∂

∂ρq2

− ∂ρ−q2

S0(q2)

)(
∂

∂ρ−q2

− ∂ρq2

S0(q2)

)
. (57)
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i ââiâøè ïàðàìåòð λ, ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì çìiùåíü. Äëÿ öüîãî íàïèøiìî, ùî

eλÂ = eU(λ)σ̂(λ), (58)

äå U(λ) � öå ôóíêöiÿ çìiííèõ ρ, à σ̂(λ) � äåÿêèé íåâiäîìèé îïåðàòîð, ÿêèé
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi åêñïîíåíòè âiä âèðàçiâ, ùî ìiñòÿòü ïîõiäíi çà çìiííèìè
ρ (òîìó ðåçóëüòàò äi¨ öüîãî îïåðàòîðà íà 1 ðiâíèé 1). Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî îñòàííþ
ðiâíiñòü çà λ i îòðèìà¹ìî:

ÂeλÂ =
∂U(λ)

∂λ
eU(λ)σ̂(λ) + eU(λ) ∂σ̂(λ)

∂λ
. (59)

Ïðîíåñåìî ôóíêöiþ eU(λ) ÷åðåç îïåðàòîð Â, à ïîòiì ñêîðîòèìî íà öþ ôóíêöiþ i
çíàéäåìî:

Ãσ̂ =
∂U(λ)

∂λ
σ̂(λ) +

∂σ̂(λ)

∂λ
, (60)

äå Ã � öå îïåðàòîð Â, ÷åðåç ÿêèé ïðîíåñåíî ôóíêöiþ eU(λ). Âèáåðåìî U(λ) ó
âèãëÿäi

U(λ) =
∑
q1 ̸=0

U2(q1)ρq1ρ−q1 +
1√
N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

U3(q1,q2,q3)ρq1ρq2ρq3+

+
1

N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

U4(q1,q2)ρq1ρ−q1ρq2ρ−q2 . (61)

Òîäi äëÿ Ã îòðèìà¹ìî âèðàç, ç ÿêîãî âèäiëèìî íåîïåðàòîðíó ÷àñòèíó Ãn i ó
ïðèéíÿòîìó íàìè íàáëèæåííi �äâîõ ñóì çà õâèëüîâèì âåêòîðîì� çíàéäåìî:

Ãn = − 1

3!
√
N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

S
(3)
0 (q1,q2,q3)

[
ρq1ρq2ρ−q3

(
2U2(q1)−

1

S0(q1)

)
×

×
(
2U2(q2)−

1

S0(q2)

)(
2U2(q3)−

1

S0(q3)

)
+

18√
N

U3(q1,q2,q3)×

×
(
2U2(q1)−

1

S0(q1)

)(
2U2(q2)−

1

S0(q2)

)
ρq1ρ−q1ρq2ρ−q2

]
+

+
1

8N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

(
2U2(q1)−

1

S0(q1)

)(
2U2(q2)−

1

S0(q2)

)
×

×
(
2U2(−q1)−

1

S0(q1)

)(
2U2(−q2)−

1

S0(q2)

)
ρq1ρ−q1ρq2ρ−q2 . (62)

Ïðèðiâíÿâøè íåîïåðàòîðíó ÷àñòèíó Ãn i âèðàç äëÿ ∂U(λ)/∂λ, îòðèìà¹ìî òàêi
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ðiâíÿííÿ:

∂U2(q1)

∂λ
= 0,

∂U3(q1,q2,q3)

∂λ
= −1

6
S
(3)
0 (q1,q2,q3)

(
2U2(q1)−

1

S0(q1)

)(
2U2(q2)−

1

S0(q2)

)
×

×
(
2U2(q3)−

1

S0(q3)

)
,

∂U4(q1,q2)

∂λ
= −3S

(3)
0 (q1,q2,q3)U3(q1,q2,q3)

(
2U2(q1)−

1

S0(q1)

)
×

×
(
2U2(q2)−

1

S0(q2)

)
+

1

8N
S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)×

×
(
2U2(q1)−

1

S0(q1)

)2(
2U2(q2)−

1

S0(q2)

)2

. (63)

Âðàõîâóþ÷è, ùî ïðè λ = 0 âåëè÷èíè U2(q1), U3(q1,q2,q3), U4(q1,q2) òåæ ðiâíi
íóëþ, à â çíàéäåíèõ âèðàçàõ λ = 1, ìàòèìåìî:

U2(q1) = 0,

U3(q1,q2,q3) =
1

6

S
(3)
0 (q1,q2,q3)

S0(q1)S0(q2)S0(q3)
,

U4(q1,q2) = −S0(q3)

4

[
S
(3)
0 (q1,q2,q3)

S0(q1)S0(q2)S0(q3)

]2
+
1

8

S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

S2
0(q1)S

2
0(q2)

. (64)

Îñòàòî÷íî äëÿ ÿêîáiàíà ïåðåõîäó, âðàõîâóþ÷è óìîâó íîðìóâàííÿ, çíàéäåìî òà-
êèé âèðàç:

J0(ρ) = V N
∏
q̸=0

′ 1

πS0(q)
exp

−1

2

∑
q ̸=0

ρqρ−q

S0(q)

 exp

 1

6N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0


[
S
(3)
0 (q1,q2,q3)

]2
S0(q1)S0(q2)S0(q3)

−

− 3

4

S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

S0(q1)S0(q2)

)
+

1

3!
√
N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

S
(3)
0 (q1,q2,q3)

S0(q1)S0(q2)S0(q3)
ρq1

ρq2
ρq3

−

− 1

4N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0


[
S
(3)
0 (q1,q2,q3)

]2
S2
0(q1)S

2
0(q2)S0(q3)

− 1

2

S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

S2
0(q1)S

2
0(q2)

×

× ρq1
ρ−q1

ρq2
ρ−q2

}
. (65)

Êîðèñòóþ÷èñü íàâåäåíîþ âèùå ñõåìîþ ðîçðàõóíêó ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè, áåðó÷è äî
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óâàãè âèðàç äëÿ ìàòðèöi ãóñòèíè i �òåìïåðàòóðíîçàëåæíîãî ÿêîáiàíà�, îòðèìà¹ìî:

Z =

∫
R(ρ|ρ)J(ρ)(dρ) = Z0

N

∫
Ppair(ρ|ρ)P (ρ|ρ)J0(ρ)(dρ) =

= Z0
N exp

C0

N
+

1

6N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0


[
S
(3)
0 (q1,q2,q3)

]2
S0(q1)S0(q2)S0(q3)

− 3

4

S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

S0(q1)S0(q2)


×

× exp

2
∑
q1 ̸=0

C2(q1) ⟨ρq1ρ−q1⟩+
2

N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

[
C4(q1,q2) −

− 1

8

[
S
(3)
0 (q1,q2,q3)

]2
S2
0(q1)S

2
0(q2)S0(q3)

+
1

16

S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

S2
0(q1)S

2
0(q2)

 ⟨ρq1ρ−q1ρq2ρ−q2⟩ +

+
2√
N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

[
C3(q1,q2,q3) +

1

12

S
(3)
0 (q1,q2,q3)

S0(q1)S0(q2)S0(q3)

]
⟨ρq1

ρq2
ρq3

⟩+

+
2

N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

[
C3(q1,q2,q3) +

1

12

S
(3)
0 (q1,q2,q3)

S0(q1)S0(q2)S0(q3)

]2
×

×
[
6 ⟨ρq1ρq2ρq3ρ−q1ρ−q2ρ−q3⟩ − ⟨ρq1ρq2ρq3⟩

2
] }

, (66)

äå Ci = Ci −C
0

i , i = 0, 2, 3, 4. Âèðàçè äëÿ C
0

i ìîæåìî îòðèìàòè iç âiäïîâiäíèõ âå-
ëè÷èí Ci, ÿêùî â ¨õíiõ âèðàçàõ âñþäè ïîêëàñòè αq1 =αq2 =αq3 = 1. Â íàïèñàíîìó
âèùå âèðàçi (66) çíàê ñåðåäíüîãî ⟨...⟩ ìà¹ òàêèé çìiñò:

⟨...⟩ =

∫
exp

[
− 1

2

∑
q̸=0

λqS0(q)+1
S0(q)

ρqρ−q

]
(...)(dρ)

∫
exp

[
−1

2

∑
q̸=0

λqS0(q)+1
S0(q)

ρqρ−q

]
(dρ)

,

äå

λq =
(
αq1 th[βEq1 ]− th[βεq1 ]

)
. (67)

Òîìó

⟨ρq1ρ−q1⟩ =
S0(q1)

1 + λq1S0(q1)
, (68)

⟨ρq1ρq2ρq3⟩ = 0, (69)
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⟨ρq1ρ−q1ρq2ρ−q2⟩ =
S0(q1)S0(q2)

[1 + λq1S0(q1)] [1 + λq2S0(q2)]
, (70)

⟨ρq1ρ−q1ρq2ρ−q2ρq3ρ−q3⟩ =
S0(q1)

1 + λq1S0(q1)

S0(q2)

1 + λq2S0(q2)

S0(q3)

1 + λq3S0(q3)
. (71)

Ïiñëÿ ïðîâåäåíèõ ðîçðàõóíêiâ îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé âèðàç äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñó-
ìè:

Z = Z0
N exp

−βEB
0 +

1

2

∑
q̸=0

ln

αq th
(

βEq

2

)
th
(

βεq
2

)
+

∑
q̸=0

ln

(
1− e−βεq

1− e−βEq

)
−

− 1

2

∑
q̸=0

ln [1 + λqS0(q)] +
1

6N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0


[
S
(3)
0 (q1,q2,q3)

]2
S0(q1)S0(q2)S0(q3)

−

− 3

4

S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

S0(q1)S0(q2)

)
+

1

8N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

[
2∏

i=1

λqi

1+λqiS0(qi)

]
S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)−

− 1

3!

1

2N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

[
3∏

i=1

λqi

1+λqiS0(qi)
+

3∑
i=1

1

1+λqiS0(qi)

][
S
(3)
0 (q1,q2,q3)

]2×

× exp

C0+2
∑
q1 ̸=0

C2(q1)S0(q1)

1 + λq1S0(q1)
+

2

N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

C4(q1,q2)
S0(q1)

1 + λq1S0(q1)
×

× S0(q2)

1 + λq2S0(q2)
+

2

N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

C3(q1,q2,q3)S
(3)
0 (q1,q2,q3)

[1+λq1S0(q1)][1+λq2S0(q2)][1+λq3S0(q3)]
+

+
12

N

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

C2
3 (q1,q2,q3)

S0(q1)S0(q2)S0(q3)

[1 + λq1S0(q1)][1 + λq2S0(q2)][1 + λq3S0(q3)]

.

(72)

Ïðîàíàëiçóéìî îòðèìàíèé ðåçóëüòàò (72) â ãðàíèöi íèçüêèõ òåìïåðàòóð. Ó öié
ãðàíèöi S0(q) = 1, S(3)

0 (q1,q2,q3) = 1, S(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2) = 0, òîìó âèðàçè

äëÿ ñåðåäíiõ (68), (69) (70), (71) ó çàçíà÷åíié ãðàíèöi çáiãàþòüñÿ ç âiäïîâiäíèìè
ñåðåäíiìè (16), (17), (18), (19), ðîçðàõîâàíèìè ç ìàòðèöåþ ãóñòèíè â íàáëèæåííi
ïàðíèõ êîðåëÿöié áåç âèäiëåíî¨ ìàòðèöi ãóñòèíè iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó. Áåðó÷è äî
óâàãè çíàéäåíi âèðàçè (33), (34), (35), (36), (37), (38), (39), à òàêîæ òîé ôàêò, ùî
â ãðàíèöi íèçüêèõ òåìïåðàòóð ñòàòèñòè÷íà ñóìà iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó Z0

N = 1,
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äiéäåìî âèñíîâêó, ùî çíàéäåíèé âèðàç äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (72) â ãðàíèöi íèçü-
êèõ òåìïåðàòóð íàáóâà¹ âèãëÿäó:

Z = e−βE0 , (73)

äå E0 çàäà¹òüñÿ âæå çíàéäåíîþ ðàíiøå ôîðìóëîþ (32).

Ñòàòèñòè÷íà ñóìà â ãðàíèöi âèñîêèõ òåìïåðàòóð. Äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñó-
ìè (72), ðîçðàõîâàíî¨ íà îñíîâi ìàòðèöi ãóñòèíè ç âèäiëåíîþ ìàòðèöåþ ãóñòèíè
iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó, çà âèñîêèõ òåìïåðàòóð â êâàçiêëàñè÷íié ãðàíèöi âíåñêè âiä
òðè- i ÷îòðè÷àñòèíêîâèõ êîðåëÿöié ¹ ìàëèìè. Çàëèøàþòüñÿ ëèøå âíåñêè âiä ïàð-
íèõ êîðåëÿöié. Òàê â çãàäàíié ãðàíèöi çíàéäåíèé âèðàç äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè
(72) ïåðåõîäèòü â óæå âiäîìèé [8]:

Z = Z0
N exp

−β
N(N − 1)

2V
ν0 −

1

2

∑
q̸=0

[
ln

(
1 + β

N

V
νq

)
− β

N

V
νq

] , (74)

äå

Z0
N =

V N

N !

(
m

2πβ~2

)3N/2

. (75)

Íàòîìiñòü, ÿêùî â âèðàçi äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (24), ðîçðàõîâàíî¨ íà îñíîâi
ìàòðèöi ãóñòèíè áåç âèäiëåíî¨ ìàòðèöi ãóñòèíè iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó, ñïðÿìóâàòè
T → ∞ (β → 0), òî ìè çíàéäåìî:

Z =
β→0

e−βF0 exp

 1

2β

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

(q2q3)
2

αq1Eq1

− 1

2β

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

~2

2m

(q21 + q22)

αq1αq2Eq1Eq2

+

+
3

2β

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2
(q2q3)

2

αq1αq2αq3Eq1Eq2Eq3

+O(β)

 . (76)

Ïðè öüîìó ìè ñêîðèñòàëèñÿ âèðàçàìè äëÿ âåëè÷èí C0, C2(q1), C3(q1,q2,q3),
C4(q1,q2) â ãðàíèöi âèñîêèõ òåìïåðàòóð, îòðèìàíèìè ç äîïîìîãîþ ðåçóëüòàòiâ,
íàâåäåíèõ â äîäàòêó �:

C0 =
β→0

O(β), C2(q1) =
β→0

1

8

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

(q2q3)
2 +O(β2),

C3(q1,q2,q3) =
β→0

−β

8

~2

2m
(q2q3),

C4(q1,q2) =
β→0

− β

16

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

~2

2m
(q21 + q22) +O(β3). (77)
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Àíàëiçóþ÷è ðiâíiñòü (76), äiéäåìî âèñíîâêó, ùî âèðàç äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè
(24), ÿêèé ðîçðàõîâàíèé íà îñíîâi ìàòðèöi ãóñòèíè áåç âèäiëåíî¨ ìàòðèöi ãóñòè-
íè iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó, ¹ ðîçáiæíèì â ãðàíèöi âèñîêèõ òåìïåðàòóð, à òîìó i
íåêîðåêòíèì ó öié ãðàíèöi, ÿê óæå çàçíà÷àëîñÿ âèùå.

Âèñíîâîê. Ó ñòàòòi, ÿêùî êåðóâàòèñÿ âèðàçîì äëÿ ìàòðèöi ãóñòèíè áîçå-
÷àñòèíîê, ùî âçà¹ìîäiþòü, ó êîîðäèíàòíîìó çîáðàæåííi äëÿ øèðîêîãî iíòåðâàëó
òåìïåðàòóð iç âðàõóâàííÿì ïðÿìèõ òðè- i ÷îòèðè÷àñòèíêîâèõ êîðåëÿöié â íà-
áëèæåííi �äâîõ ñóì çà õâèëüîâèì âåêòîðîì� [20], íàì âäàëîñÿ ðîçðàõóâàòè ñòà-
òèñòè÷íó ñóìó â öüîìó æ íàáëèæåííi. Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò ïðîàíàëiçîâàíî â
ãðàíèöi âèñîêèõ i íèçüêèõ òåìïåðàòóð. Â ãðàíè÷íîìó âèïàäêó íèçüêèõ òåìïå-
ðàòóð, β → ∞, âèðàç äëÿ çíàéäåíî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ìà¹ î÷iêóâàíèé âèãëÿä
áîëüöìàíiâñüêîãî ôàêòîðà ç åíåðãi¹þ îñíîâíîãî ñòàíó: e−E0/T , äå T � òåìïåðà-
òóðà ñèñòåìè, E0 � åíåðãiÿ îñíîâíîãî ñòàíó â íàáëèæåííi �äâîõ ñóì çà õâèëüîâèì
âåêòîðîì�, i óçãîäæó¹òüñÿ ç âèðàçîì, ÿêèé ìîæíà îòðèìàòè íà îñíîâi ðîáîòè [27].
Çà âèñîêèõ òåìïåðàòóð ó êâàçiêëàñè÷íié ìåæi îòðèìàíèé âèðàç çáiãà¹òüñÿ iç âè-
ðàçîì äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè â íàáëèæåííi ïàðíèõ êîðåëÿöié [8] i ìà¹ âèãëÿä
äîáóòêó ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè iäåàëüíîãî ãàçó íà ôàêòîð, ùî âðàõîâó¹ âíåñîê âiä
ïàðíèõ êîðåëÿöié.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi äëÿ ðîçðàõóíêó òåðìîäèíàìi÷-
íèõ i ñòðóêòóðíèõ ôóíêöié, òàêèõ ÿê åíåðãiÿ, òåïëî¹ìíiñòü, ïàðíèé ñòðóêòóðíèé
ôàêòîð, ùî i áóäå ïðåäìåòîì íàøî¨ íàñòóïíî¨ ñòàòòi. Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî çíà-
éäåíèé âèðàç äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ó ïîñòRPA-íàáëèæåííi ¹ äîñèòü ãðîìiçäêèì,
à òîìó áåçïîñåðåäíüî éîãî ïðîàíàëiçóâàòè i ïðàöþâàòè ç íèì ¹ äîñèòü ñêëàäíî,
îäíàê öå çàâäàííÿ äëÿ îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàøèíè, ùî ñòàíå íåîáõiäíèì iíñòðóìåí-
òîì ó íàøèõ ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ.

Äîäàòîê À

c0 = −1

2

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

~2

2m
(q2

1 + q2
2)Y

00

1 (1′, 1, 2′, 2) +
1

2

∑
q1 ̸=0

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2

(q1q2)×

×
1∑

j=0

 ∑
1≤a<b≤3

a,b ̸=c≤3

(qaqb)Y
00
(
1′ 2′ 3′

aj bj cj

)
+ (q1q2 + q1q3 + q2q3)Y

10
(
1′ 2′ 3′

1j 2j 3j

)
+

+
∑

1≤a<b≤3

a,b ̸=c≤3

(qaqb)Y
01
(

1′ 2′ 3′

aj bj cj

)
+ (q1q2 + q1q3 + q2q3)Y

11
(

1′ 2′ 3′

1j 2j 3j

)]
,

(À.1)

c2(1
j1 ,−1i1) = − 1

2N

∑
q2 ̸=0

~2

2m
(q2

1 + q2
2)Y

10

1 (1j1 , 1i1 , 2′, 2)+
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+
1

8N

∑
q2 ̸=0

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2 1∑
i=0

1∑
j=0

i2=i3=1−i
j2=j3=i

 ∑
1≤µ<ν≤3

µ,ν ̸=η≤3

∑
1≤a<b≤3

a,b ̸=c≤3

(qµqν)(qaqb) ×

× (−1)iµ+iν+ja+jbY
00

2

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
+

+
∑

1≤µ<ν≤3

µ,ν ̸=η≤3

(q1q2 + q1q3 + q2q3)(−1)iµ+iνY
10

2

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

1|j−j1| 2|i−j| 3|i−j|

)
+

+
∑

1≤a<b≤3

a,b ̸=c≤3

(q1q2 + q1q3 + q2q3)(−1)ja+jbY
01

2

(
1|i−i1| 2′ 3′

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
+

+ (q1q2 + q1q3 + q2q3)
2
Y

11

2

(
1|i−i1| 2′ 3′

1|j−j1| 2|i−j| 3|i−j|

)]
, (À.2)

c3(1
i1 , 2i2 , 3i3) = − 1

12

~2

2m

∑
1≤a<b≤3

a,b ̸=c≤3

(qaqb)Y 3(a
ia , bib , cic), (À.3)

c4(1
j1 ,−1i1 , 2j2 ,−2i2) = −1

8

~2

2m
(q1q2)Y

11

1 (1j1 , 1i1 , 2j2 , 2i2)+

+
1

16

∑
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2 1∑
i=0

1∑
j=0

i3=1−i
j3=i

 ∑
1≤µ<ν≤3

µ,ν ̸=η≤3

∑
1≤a<b≤3

a,b ̸=c≤3

(qµqν)(qaqb) ×

× (−1)iµ+iν+ja+jbY
00

4

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
+

+
∑

1≤µ<ν≤3

µ,ν ̸=η≤3

(qµqν)(q1q2 + q1q3 + q2q3)(−1)iµ+iνY
10

4

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

1|j−j1| 2|j−j2| 3|i−j|

)
+

+
∑

1≤a<b≤3

a,b ̸=c≤3

(qaqb)(q1q2 + q1q3 + q2q3)(−1)ja+jbY
01

4

(
1|i−i1| 2|i−i2| 3′

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
+

+ (q1q2 + q1q3 + q2q3)
2
Y

11

4

(
1|i−i1| 2|i−i2| 3′

1|j−j1| 2|j−j2| 3|i−j|

)]
. (À.4)
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Ó ïîäàíèõ âèùå âèðàçàõ ìè ââåëè òàêi ïîçíà÷åííÿ:

Y
p1p2

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
=

(αqaαqb)
1−p1Ip1p2

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
3∏

l=1

sh[βEql ](αq1αq2)
p2αq3

,

(À.5)

Y
p1p2

1 (1j1 , 1i1 , 2j2 , 2i2) =
L3(1

j1 , 1i1 , 2j2 , 2i2)

(sh[βEq1 ])
1+p1 (sh[βEq2 ])

1+p2 α1−p1
q1 α1−p2

q2

, (À.6)

Y
p1p2

2

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
=

(αqaαqb)
1−p1Ip1p2

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
sh[βEq1 ]

3∏
l=1

sh[βEql ](αq2αq3)
p2αp2−1

q1 α1−p2
qη

,

(À.7)

Y 3(a
ia , bib , cic) =

αqaαqb(−1)i1+i2L1(a
ia , bib , cic) + L2(1

i1 , 2i2 , 3i3)
3∏

l=1

sh[βEql ]

, (À.8)

Y
p1p2

4

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
=

(αqaαqb)
1−p1Ip1p2

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
2∏

l=1

sh[βEql ]
3∏

m=1
sh[βEqm ](αq1αq2)

p2−1αp2
q3α

1−p2
qη

,

(À.9)

äå

L1(1
i1 , 2i2 |3i3) =

β∫
0

F1(1
i1 , 2i2 |3i3 ;β1)dβ1, (À.10)

L2(1
i1 , 2i2 , 3i3) =

β∫
0

S1(1
i1 , 2i2 |3i3 ;β1)dβ1, (À.11)

L3(1
j1 , 1i1 , 2j2 , 2i2) =

β∫
0

S1(1
j1 , 1i1 , 2j2 , 2i2 ;β1)dβ1, (À.12)
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I00
(

µiµ νiν ηiη

aja bjb cjc

)
=

β∫
0

dβ1

β1∫
0

dβ2F2(µ
iµ , νiν |ηiη )F1(a

ja , bjb |cjc),

I10
(

µiµ νiν ηiη

aja bjb cjc

)
=

β∫
0

dβ1

β1∫
0

dβ2F2(µ
iµ , νiν |ηiη )S1(a

ja , bjb , cjc),

I01
(

µiµ νiν ηiη

aja bjb cjc

)
=

β∫
0

dβ1

β1∫
0

dβ2S2(µ
iµ , νiν , ηiη )F1(a

ja , bjb |cjc),

I11
(

µiµ νiν ηiη

aja bjb cjc

)
=

β∫
0

dβ1

β1∫
0

dβ2S2(µ
iµ , νiν , ηiη )S1(a

ja , bjb , cjc). (À.13)

sh

[(
β − βj

2

)
Eqi

]
= Sj(i), sh

[
βj

2
Eqi

]
= Sj(i

′),

ch

[(
β − βj

2

)
Eqi

]
= Cj(i), ch

[
βj

2
Eqi

]
= Cj(i

′),

Sj(i1)Sj(i
′
2) . . . Sj(in) = Sj(i1, i

′
2, . . . , in),

Cj(i1)Cj(i
′
k)Sj(ik+1) . . . Sj(i

′
n) = Fj(i1, . . . , i

′
k|ik+1, . . . , i

′
n), (À.14)

ïðè÷îìó j, i ïðîáiãàþòü, âiäïîâiäíî, çíà÷åííÿ: j = 1, 2; i = 1, 2, 3.

Äîäàòîê Á
Ðîçðàõó¹ìî C0, âèêîðèñòîâóþ÷è ÿâíèé âèãëÿä c0 (À.1) i áåðó÷è äî óâàãè ââå-

äåíi ïîçíà÷åííÿ (À.5), (À.6), (À.12), (À.13).

Y
00

1 (1′, 1, 2′, 2) =
L3(1

′, 1, 2′, 2)

sh[βEq1 ] sh[βEq2 ]αq1αq2

=

=

β∫
0

sh[(β−β1)Eq1 ]sh[β1Eq1 ]sh[(β−β1)Eq2 ]sh[β1Eq2 ]dβ1

sh[βEq1 ] sh[βEq2 ]αq1αq2

. (Á.1)

1∑
j=0

Y
00
(
1′ 2′ 3′

aj bj cj

)
=

αqaαqb

αq3

3∏
l=1

sh[βEql ]

[
I00
(

1′ 2′ 3′

a b c

)
+ I00

(
1′ 2′ 3′

a′ b′ c′

)]
.

(Á.2)
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Êîðèñòóþ÷èñü ñïiââiäíîøåííÿìè

ch

[(
β − β1

2

)
Eqa

]
ch

[(
β − β1

2

)
Eqb

]
sh

[(
β − β1

2

)
Eqc

]
=

=
1

4

∑
±1

∑
±2

sh

[(
β − β1

2

)
(Eqc ±1 Eqb ±2 Eqa)

]
,

ch

[
β1

2
Eqa

]
ch

[
β1

2
Eqb

]
sh

[
β1

2
Eqc

]
=

1

4

∑
±1

∑
±2

sh

[
β1

2
(Eqc±1Eqb±2Eqa)

]
,

sh

[(
β − β1

2

)
(Eqc ±1 Eqb ±2 Eqa)

]
+ sh

[
β1

2
(Eqc ±1 Eqb ±2 Eqa)

]
=

= 2 sh

[
β

2
(Eqc ±1 Eqb ±2 Eqa)

]
ch [(β − β1) (Eqc ±1 Eqb ±2 Eqa)] , (Á.3)

çíàéäåìî, ùî

I00
(

1′ 2′ 3′

a b c

)
+ I00

(
1′ 2′ 3′

a′ b′ c′

)
=

=

β∫
0

ch

[(
β − β1

2

)
Eqa

]
ch

[(
β − β1

2

)
Eqb

]
sh

[(
β − β1

2

)
Eqc

]
dβ1×

×
β1∫
0

ch

[
β2

2
Eq1

]
ch

[
β2

2
Eq2

]
sh

[
β2

2
Eq3

]
dβ2+

β∫
0

ch

[
β1

2
Eqa

]
ch

[
β1

2
Eqb

]
sh

[
β1

2
Eqc

]
dβ1×

×
β1∫
0

ch

[
β2

2
Eqa

]
ch

[
β2

2
Eqb

]
sh

[
β2

2
Eqc

]
dβ2=

1

2

∑
±1

∑
±2

sh

[
β

2
(Eqc ±1 Eqb ±2 Eqa)

]
×

×
β∫

0

ch[(β − β1) (Eqc ±1 Eqb ±2 Eqa)] dβ1

β1∫
0

ch

[
β2

2
Eq1

]
ch

[
β2

2
Eq2

]
sh

[
β2

2
Eq3

]
dβ2.

Â îñòàííüîìó ïîäâiéíîìó iíòåãðàëi çìiíèìî ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ i îòðèìà¹ìî:

I00
(

1′ 2′ 3′

a b c

)
+ I00

(
1′ 2′ 3′

a′ b′ c′

)
=

=
1

2
sh

[
β

2
(Eqc ±1 Eqb ±2 Eqa)

] β∫
0

ch

[
β1

2
Eq1

]
ch

[
β1

2
Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
dβ1×

×
β∫

β1

ch [(β − β2) (Eqc ±1 Eqb ±2 Eqa)] dβ2 =
∑
±1

∑
±2

sh
[
β
2 (Eqc ±1 Eqb ±2 Eqa)

]
Eqc ±1 Eqb ±2 Eqa

×

×
β∫

0

ch

[
β1

2
Eq1

]
ch

[
β1

2
Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
sh [(β − β1) (Eqc ±1 Eqb ±2 Eqa)] dβ1.
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Îòæå,

1∑
j=0

Y
00
(
1′ 2′ 3′

aj bj cj

)
=

αqaαqb

αq3

3∏
l=1

sh[βEql ]

∑
±1

∑
±2

sh
[
β
2 (Eqc ±1 Eqb ±2 Eqa)

]
Eqc ±1 Eqb ±2 Eqa

×

×
β∫

0

ch

[
β1

2
Eq1

]
ch

[
β1

2
Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
sh[(β − β1) (Eqc±1Eqb±2Eqa)] dβ1.

(Á.4)

Â òàêèé æå ñïîñiá ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

1∑
j=0

Y
01
(
1′ 2′ 3′

aj bj cj

)
=

αqaαqb

αq1αq2αq3

3∏
l=1

sh[βEql ]

∑
±1

∑
±2

sh
[
β
2 (Eqc ±1 Eqb ±2 Eqa)

]
Eqc ±1 Eqb ±2 Eqa

×

×
β∫

0

sh

[
β1

2
Eq1

]
sh

[
β1

2
Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
sh[(β − β1) (Eqc ±1 Eqb ±2 Eqa)] dβ1,

(Á.5)

1∑
j=0

Y
10
(
1′ 2′ 3′

1j 2j 3j

)
=

1

αq3

3∏
l=1

sh[βEql ]

∑
±1

∑
±2

±1 ±2sh
[
β
2 (Eqc ±1 Eqb ±2 Eqa)

]
Eqc ±1 Eqb ±2 Eqa

×

×
β∫

0

ch

[
β1

2
Eq1

]
ch

[
β1

2
Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
sh[(β − β1) (Eqc ±1 Eqb ±2 Eqa)] dβ1,

(Á.6)

1∑
j=0

Y
11
(
1′ 2′ 3′

1j 2j 3j

)
=

1

αq1αq2αq3

3∏
l=1

sh[βEql ]

∑
±1

∑
±2

±1±2sh
[
β
2 (Eqc±1Eqb±2Eqa)

]
Eqc±1Eqb±2Eqa

×

×
β∫

0

sh

[
β1

2
Eq1

]
sh

[
β1

2
Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
sh[(β − β1) (Eqc ±1 Eqb ±2 Eqa)] dβ1,

(Á.7)
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Äîäàòîê Â
Ðîçðàõó¹ìî C2(q1), âèêîðèñòîâóþ÷è ÿâíèé âèãëÿä c2 (À.2) i áåðó÷è äî óâàãè

ââåäåíi ïîçíà÷åííÿ (À.6), (À.7), (À.12), (À.13).

1∑
i1=0

1∑
j1=0

Y
00

1 (1i1 , 1j1 , 2′, 2)=

1∑
i1=0

1∑
j1=0

L3(1
i1 , 1j1 , 2′, 2)

sh2[βEq1 ] sh[βEq2 ]αq2

=
L3(1 + 1′, 1 + 1′, 2′, 2)

sh2[βEq1 ] sh[βEq2 ]αq2

=

=

β∫
0

(sh [(β − β1)Eq1 ] + sh [β1Eq1 ])
2
sh [(β − β1)Eq2 ] sh [β1Eq2 ] dβ1

sh2[βEq1 ] sh[βEq2 ]αq2

=

=

β∫
0

ch2
[(

β
2 − β1

)
Eq1

]
sh [(β − β1)Eq2 ] sh [β1Eq2 ] dβ1

sh2[βEq1 ] sh[βEq2 ]αq2

. (Â.1)

1∑
i1=0

1∑
j1=0

1∑
i=0

1∑
j=0

i2=i3=1−i
j2=j3=i

(−1)iµ+iν+ja+jbY
00

2

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
=

=
αq1αqaαqb

sh[βEq1 ]
3∏

l=1

sh[βEql ]αqη

1∑
i1=0

1∑
j1=0

(−1)iµ+iν+ja+jb

 I00
i2=i3=1
j2=j3=0

(
µiµ νiν ηiη

aja bjb cjc

)
+

+ I00
i2=i3=1
j2=j3=0

(
µiµ νiν ηiη

a1−ja b1−jb c1−jc

)
+ I00

i2=i3=0
j2=j3=1

(
µ1−iµ ν1−iν η1−iη

aja bjb cjc

)
+

+ I00
i2=i3=0
j2=j3=1

(
µ1−iµ ν1−iν η1−iη

a1−ja b1−jb c1−jc

) = 2
1∑

i1=0

1∑
j1=0

(−1)iµ+iν+ja+jb×

×

 I00
i2=i3=1
j2=j3=0

(
µiµ νiν ηiη

aja bjb cjc

)
+ I00

i2=i3=1
j2=j3=1

(
µiµ νiν ηiη

aja bjb cjc

) . (Â.2)

Íåõàé µ = 1, ν = 2, η = 3, a = 1, b = 2, c = 3. Òîäi

2
1∑

i1=0

1∑
j1=0

[
(−1)i1+j1+1I00

(
1i1 2′ 3′

1j1 2 3

)
+ (−1)i1+j1+2I00

(
1i1 2′ 3′

1j1 2′ 3′

)]
=

= −I00
(

1− 1′ 2′ 3′

1− 1′ 2 3

)
+ I00

(
1− 1′ 2′ 3′

1− 1′ 2′ 3′

)
, (Â.3)
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äå

I00
(
1− 1′ 2′ 3′

1− 1′ 2 3

)
=

β∫
0

(
ch

[(
β − β1

2

)
Eq1

]
−ch

[
β1

2
Eq1

])
ch

[(
β− β1

2

)
Eq2

]
×

× ch

[(
β − β1

2

)
Eq3

]
dβ1

β1∫
0

(
ch

[(
β − β2

2

)
Eq1

]
−ch

[
β2

2
Eq1

])
×

× ch

[(
β − β2

2

)
Eq2

]
ch

[(
β − β2

2

)
Eq3

]
dβ2, (Â.4)

I00
(
1− 1′ 2′ 3′

1− 1′ 2′ 3′

)
=

β∫
0

(
ch

[(
β − β1

2

)
Eq1

]
− ch

[
β1

2
Eq1

])
ch

[
β1

2
Eq2

]
×

× ch

[
β1

2
Eq3

]
dβ1

β1∫
0

(
ch

[(
β − β2

2

)
Eq1

]
− ch

[
β2

2
Eq1

])
×

× ch

[(
β − β2

2

)
Eq2

]
ch

[(
β − β2

2

)
Eq3

]
dβ2. (Â.5)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ

ch

[(
β − β1

2

)
Eq1

]
− ch

[
β1

2
Eq1

]
= 2 sh

[
β

2
Eq1

]
sh

[(
β − β1

2

)
Eq1

]
,

ch

[
β1

2
Eq2

]
ch

[
β1

2
Eq3

]
=

1

2

(
sh

[
β1

2
(Eq3 + Eq2)

]
+ sh

[
β1

2
(Eq3 − Eq2)

])
,

ch

[(
β − β1

2

)
Eq2

]
ch

[(
β − β1

2

)
Eq3

]
=

1

2

(
sh

[(
β − β1

2

)
(Eq3 + Eq2)

]
+

+ sh

[(
β − β1

2

)
(Eq3 − Eq2)

])
,

sh

[
β1

2
(Eq3 ± Eq2)

]
− sh

[(
β − β1

2

)
(Eq3 ± Eq2)

]
=−2 sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3 ± Eq2)

]
×

× ch

[
β

2
(Eq3 ± Eq2)

]
,

sh

[
1

2
(β−β1)Eq1

]
sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3±Eq2)

]
=

1

2

(
ch

[
1

2
(β−β1)(Eq3± Eq2+Eq1)

]
−

− ch

[
1

2
(β−β1)(Eq3±Eq2−Eq1)

])
,
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i çìiíþþ÷è ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ ó âèðàçàõ (Â.4) i (Â.5), îòðèìà¹ìî:

− I00
(

1− 1′ 2′ 3′

1− 1′ 2 3

)
+ I00

(
1− 1′ 2′ 3′

1− 1′ 2′ 3′

)
= −4 sh2

[
β

2
Eq1

]
×

×
∑
±1

∑
±2

±1 ch
[
β
2 (Eq3 ±2 Eq2)

]
Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1

β∫
0

sh

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
sh

[
β1

2
Eq2

]
×

× sh

[
β1

2
Eq3

]
sh [(β − β1) (Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)] dβ1. (Â.6)

Òîìó

1∑
i1=0

1∑
j1=0

1∑
i=0

1∑
j=0

i2=i3=1−i
j2=j3=i

(−1)i1+i2+j1+j2Y
00

2

(
1|i−i1| 2|i−i2| 3|i−i3|

1|j−j1| 2|j−j2| 3|j−j3|

)
=

=
−4α2

q1αq2 sh
2
[
β
2Eq1

]
αq3 sh[βEq1 ]

3∏
l=1

sh[βEql ]

∑
±1

∑
±2

±1 ch
[
β
2 (Eq3 ±2 Eq2)

]
Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1

×

×
β∫

0

sh

[
1

2
(β−β1)Eq1

]
sh

[
β1

2
Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
sh[(β−β1) (Eq3±2Eq2±1Eq1)] dβ1.

Ñõîæi ðîçðàõóíêè ìîæíà ïðîâåñòè i äëÿ iíøèõ çíà÷åíü µ, ν, η, a, b, c. ßê íàñëiäîê
îòðèìà¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò:

1∑
i1=0

1∑
j1=0

1∑
i=0

1∑
j=0

i2=i3=1−i
j2=j3=i

∑
1≤µ<ν≤3

µ,ν ̸=η≤3

∑
1≤a<b≤3

a,b ̸=c≤3

(qµqν)(qaqb)(−1)iµ+iν+ja+jb×

× Y
00

2

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
=

−8αq1 sh
2
[
β
2Eq1

]
sh[βEq1]

3∏
l=1

sh[βEql]

∑
±1

∑
±2

ch
[
β
2 (Eq3±2Eq2)

]
Eq3±2Eq2±1Eq1

×

×

±1(q1q2)
2αq1αq2

αq3

β∫
0

sh

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
sh

[
β1

2
Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
×

× sh [(β − β1) (Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)] dβ1 ±1 (q1q2)(q1q3)αq1

β∫
0

sh

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
×

× ch

[
β1

2
Eq3

]
sh

[
β1

2
Eq2

]
sh[(β − β1) (Eq3±2Eq2±1Eq1)] dβ1 ∓1 (q1q2)(q2q3)αq2×
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×
β∫

0

ch

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
ch

[
β1

2
Eq2

]
ch

[
β1

2
Eq3

]
sh[(β − β1) (Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)] dβ1+

±1 ±2(q1q2)(q1q3)αq1

β∫
0

sh

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
ch

[
β1

2
Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
×

× sh[(β − β1) (Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)] dβ1 ±1 ±2(q1q3)
2αq1αq3

αq2

β∫
0

sh

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
×

× ch

[
β1

2
Eq3

]
sh

[
β1

2
Eq2

]
sh[(β−β1) (Eq3±2Eq2±1Eq1)]dβ1 ∓1 ±2(q1q3)(q2q3)αq3×

×
β∫

0

ch

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
ch

[
β1

2
Eq2

]
ch

[
β1

2
Eq3

]
sh[(β − β1) (Eq3±2Eq2±1Eq1)] dβ1+

+ (q1q2)(q2q3)αq2

β∫
0

sh

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
ch

[
β1

2
Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
×

× sh [(β − β1) (Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)] dβ1 + (q1q3)(q2q3)αq3

β∫
0

sh

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
×

× ch

[
β1

2
Eq3

]
sh

[
β1

2
Eq2

]
sh [(β − β1) (Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)] dβ1 − (q2q3)

2αq1αq3

αq2

×

×
β∫

0

ch

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
ch

[
β1

2
Eq2

]
ch

[
β1

2
Eq3

]
sh[(β − β1) (Eq3±2Eq2±1Eq1)]dβ1

.
(Â.7)

Âiäïîâiäíî

1∑
i1=0

1∑
j1=0

1∑
i=0

1∑
j=0

i2=i3=1−i
j2=j3=i

∑
1≤µ<ν≤3

µ,ν ̸=η≤3

(qµqν)(q1q2 + q1q3 + q2q3)(−1)iµ+iν×

× Y
10

2

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

1|j−j1| 2|i−j| 3|i−j|

)
=

−8αq1 sh
2
[
β
2Eq1

]
sh[βEq1]

3∏
l=1

sh[βEql]

∑
±1

∑
±2

ch
[
β
2 (Eq3±2Eq2)

]
Eq3±2Eq2±1Eq1

×

× (q1q2 + q1q3 + q2q3)

±2
(q1q2)

αq3

β∫
0

sh

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
ch

[
β1

2
Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
×
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× sh[(β − β1) (Eq3±2Eq2±1Eq1)] dβ1±2
(q1q3)

αq2

β∫
0

sh

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
ch

[
β1

2
Eq3

]
×

× sh

[
β1

2
Eq2

]
sh[(β − β1) (Eq3±2Eq2±1Eq1)] dβ1 ∓2

(q2q3)

αq1

β∫
0

ch

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
×

× ch

[
β1

2
Eq2

]
ch

[
β1

2
Eq3

]
sh [(β − β1) (Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)] dβ1

]
, (Â.8)

1∑
i1=0

1∑
j1=0

1∑
i=0

1∑
j=0

i2=i3=1−i
j2=j3=i

∑
1≤a<b≤3

a,b ̸=c≤3

(qaqb)(q1q2 + q1q3 + q2q3)(−1)ja+jb×

× Y
01

2

(
1|i−i1| 2′ 3′

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
=

8 sh2
[
β
2Eq1

]
αq2αq3 sh[βEq1 ]

3∏
l=1

sh[βEql ]

×

×
∑
±1

∑
±2

ch
[
β
2 (Eq3 ±2 Eq2)

]
Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1

(q1q2 + q1q3 + q2q3)
[
±1 (q1q2)αq1αq2 ×

×
β∫

0

ch

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
sh

[
β1

2
Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
sh[(β − β1) (Eq3±2Eq2±1Eq1)] dβ1 +

±1 ±2(q1q3)αq1αq3

β∫
0

ch

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
sh

[
β1

2
Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
×

× sh [(β − β1) (Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)] dβ1 ∓2 (q2q3)αq2αq3

β∫
0

ch

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
×

× sh

[
β1

2
Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
sh [(β − β1) (Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)] dβ1

]
, (Â.9)

1∑
i1=0

1∑
j1=0

1∑
i=0

1∑
j=0

i2=i3=1−i
j2=j3=i

(q1q2 + q1q3 + q2q3)
2
Y

11

2

(
1|i−i1| 2′ 3′

1|j−j1| 2|i−j| 3|i−j|

)
=

=
8 sh2

[
β
2Eq1

]
αq2αq3sh[βEq1 ]

3∏
l=1

sh[βEql ]

∑
±1

∑
±2

±2ch
[
β
2 (Eq3±2Eq2)

]
Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1

(q1q2 + q1q3 + q2q3)
2×
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×
β∫

0

ch

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
sh

[
β1

2
Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
sh[(β − β1) (Eq3±2Eq2±1Eq1)] dβ1.

(Â.10)

Äîäàòîê Ã
Ðîçðàõó¹ìî C3(q1,q2,q3), âèêîðèñòîâóþ÷è ÿâíèé âèãëÿä c3 (À.3) i áåðó÷è äî

óâàãè ââåäåíi ïîçíà÷åííÿ (À.8), (À.10), (À.11).

1∑
i1=0

1∑
i2=0

1∑
i3=0

Y 3(a
ia , bib , cic) =

=

1∑
i1=0

1∑
i2=0

1∑
i3=0

αqaαqb(−1)i1+i2L1(a
ia , bib , cic) + L2(1

i1 , 2i2 , 3i3)
3∏

l=1

sh[βEql ]

. (Ã.1)

Íåõàé a = 1, b = 2, c = 3. Òîäi

1∑
i1=0

1∑
i2=0

1∑
i3=0

(−1)i1+i2L1(1
i1 , 2i2 , 3i3) = L1(1− 1′, 2− 2′, 3 + 3′) =

=

β∫
0

(ch[(β − β1)Eq1 ]− ch[β1Eq1 ]) (ch[(β − β1)Eq2 ]− ch[β1Eq2 ])×

× (sh[(β − β1)Eq3 ] + sh[β1Eq3 ]) dβ1 = 8 sh

[
β

2
Eq1

]
sh

[
β

2
Eq2

]
sh

[
β

2
Eq3

]
×

×

β
2∫

− β
2

sh[β1Eq1 ] sh[β1Eq2 ] ch[β1Eq3 ]dβ1. (Ã.2)

Ñõîæi ðîçðàõóíêè ìîæåìî ïðîâåñòè i äëÿ iíøèõ çíà÷åíü a, b, c, à òàêîæ äëÿ
L2(1

i1 , 2i2 , 3i3). Îòðèìà¹ìî:

1∑
i1=0

1∑
i2=0

1∑
i3=0

∑
1≤a<b≤3

a,b ̸=c≤3

(qaqb)Y 3(a
ia , bib , cic) =

8
3∏

l=1

sh
[
β
2Eql

]
3∏

l=1

sh[βEql ]

[(q1q2)αq1αq2 ×

×

β
2∫

− β
2

sh[β1Eq1]sh[β1Eq2]ch[β1Eq3]dβ1+(q1q3)αq1αq3

β
2∫

− β
2

sh[β1Eq1]sh[β1Eq3]ch[β1Eq2]dβ1+
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+ (q2q3)αq2αq3

β
2∫

− β
2

sh[β1Eq2 ] sh[β1Eq3 ] ch[β1Eq1 ]dβ1 + (q1q2 + q1q3 + q2q3)×

×

β
2∫

− β
2

ch[β1Eq1 ] ch[β1Eq2 ] ch[β1Eq3 ]dβ1

 . (Ã.3)

Äîäàòîê �
Ðîçðàõó¹ìî C4(q1,q2), âèêîðèñòîâóþ÷è ÿâíèé âèãëÿä c4 (À.4) i áåðó÷è äî

óâàãè ââåäåíi ïîçíà÷åííÿ (À.6), (À.9), (À.12), (À.13).

1∑
i1=0

1∑
j1=0

1∑
i2=0

1∑
j2=0

Y
11

1 (1i1 , 1j1 , 2i2 , 2j2) =

1∑
i1=0

1∑
j1=0

1∑
i2=0

1∑
j2=0

L3(1
i1 , 1j1 , 2i2 , 2j2)

sh2[βEq1 ] sh
2[βEq2 ]

=

=
L3(1 + 1′, 1 + 1′, 2 + 2′, 2 + 2′)

sh2[βEq1 ] sh
2[βEq2 ]

=
1

sh2[βEq1 ] sh
2[βEq2 ]

×

×
β∫

0

(sh [(β − β1)Eq1 ] + sh [β1Eq1 ])
2
(sh [(β − β1)Eq2 ] + sh [β1Eq2 ])

2
dβ1 =

=
1

sh2[βEq1 ] sh
2[βEq2 ]

β∫
0

ch2
[(

β

2
− β1

)
Eq1

]
ch2

[(
β

2
− β1

)
Eq2

]
dβ1. (�.1)

1∑
i1=0

1∑
j1=0

1∑
i2=0

1∑
j2=0

1∑
i=0

1∑
j=0

i3=1−i
j3=i

(−1)iµ+iν+ja+jbY
00

4

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
=

=
αq1αq2αqaαqb

αqη sh[βEq1 ] sh[βEq2 ]
3∏

l=1

sh[βEql ]

1∑
i1=0

1∑
j1=0

1∑
i2=0

1∑
j2=0

(−1)iµ+iν+ja+jb×

×

 I00
i3=1
j3=0

(
µiµ νiν ηiη

aja bjb cjc

)
+ I00

i3=1
j3=0

(
µiµ νiν ηiη

a1−ja b1−jb c1−jc

)
+

+ I00
i3=0
j3=1

(
µ1−iµ ν1−iν η1−iη

aja bjb cjc

)
+ I00

i3=0
j3=1

(
µ1−iµ ν1−iν η1−iη

a1−ja b1−jb c1−jc

) =
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= 2
1∑

i1=0

1∑
j1=0

1∑
i2=0

1∑
j2=0

(−1)iµ+iν+ja+jb

 I00
i3=1
j3=0

(
µiµ νiν ηiη

aja bjb cjc

)
+

+ I00
i3=1
j3=1

(
µiµ νiν ηiη

aja bjb cjc

) . (�.2)

Íåõàé µ = 1, ν = 2, η = 3, a = 1, b = 2, c = 3. Òîäi

2
1∑

i1=0

1∑
j1=0

1∑
i2=0

1∑
j2=0

[
(−1)i1+j1+1I00

(
1i1 2i2 3′

1j1 2j1 3

)
+

+ (−1)i1+j1+2I00
(

1i1 2i2 3′

1j1 2j2 3′

)]
=

= 2I00
(

1− 1′ 2− 2′ 3′

1− 1′ 2− 2′ 3

)
+ 2I00

(
1− 1′ 2− 2′ 3′

1− 1′ 2− 2′ 3′

)
=

= 2I00
(

1− 1′ 2− 2′ 3′

1− 1′ 2− 2′ 3 + 3′

)
=

β∫
0

(
ch

[(
β − β1

2

)
Eq1

]
− ch

[
β1

2
Eq1

])
×

×
(
ch

[(
β − β1

2

)
Eq2

]
− ch

[
β1

2
Eq2

])
sh

[
β1

2
Eq3

]
dβ1×

×
β1∫
0

(
ch

[(
β − β2

2

)
Eq1

]
− ch

[
β2

2
Eq1

])(
ch

[(
β − β2

2

)
Eq2

]
− ch

[
β2

2
Eq2

])
×

×
(
sh

[(
β − β2

2

)
Eq3

]
+ sh

[
β2

2
Eq3

])
dβ2. (�.3)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ

ch

[(
β − βi

2

)
Eqj

]
− ch

[
βi

2
Eqj

]
= 2 sh

[
β

2
Eqj

]
ch

[
1

2
(β − βi)Eqj

]
,

sh

[(
β − β2

2

)
Eq3

]
+ sh

[
β2

2
Eq3

]
= 2 sh

[
β

2
Eq3

]
ch

[
1

2
(β − β2)Eq3

]
,

sh

[
1

2
(β − β2)Eq1

]
sh

[
1

2
(β − β2)Eq2

]
ch

[
1

2
(β − β2)Eq3

]
=

=
1

4

∑
±1

∑
±2

±1 ±2 ch

[
1

2
(β − β2)(Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)

]
. (�.4)

i çìiíþþ÷è ìåæi iíòåãðóâàííÿ, îòðèìà¹ìî:

2I00
(

1− 1′ 2− 2′ 3′

1− 1′ 2− 2′ 3

)
= 32 sh2

[
β

2
Eq1

]
sh2
[
β

2
Eq2

]
sh

[
β

2
Eq3

]
×
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×
∑
±1

∑
±2

±1±2

Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1

β∫
0

sh

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
sh

[
1

2
(β − β1)Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
×

× ch

[
1

2
(β − β1)(Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)

]
dβ1. (�.5)

Íàòîìiñòü

1∑
i1=0

1∑
j1=0

1∑
i2=0

1∑
j2=0

1∑
i=0

1∑
j=0

i3=1−i
j3=i

(−1)iµ+iν+ja+jbY
00

4

(
1|i−i1| 2|i−i2| 3|i−i3|

1|j−j1| 2|j−j2| 3|j−j3|

)
=

=
32α2

q1α
2
q2 sh

2
[
β
2Eq1

]
sh2
[
β
2Eq2

]
sh
[
β
2Eq3

]
αq3 sh[βEq1 ] sh[βEq2 ]

3∏
l=1

sh[βEql ]

∑
±1

∑
±2

±1±2

Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1

×

×
β∫

0

sh

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
sh

[
1

2
(β − β1)Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
×

× sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)

]
dβ1. (�.6)

Îòæå,

1∑
i1=0

1∑
j1=0

1∑
i2=0

1∑
j2=0

1∑
i=0

1∑
j=0

i3=1−i
j3=i

∑
1≤µ<ν≤3

µ,ν ̸=η≤3

∑
1≤a<b≤3

a,b ̸=c≤3

(qµqν)(qaqb)(−1)iµ+iν+ja+jb×

× Y
00

4

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
=

32αq1αq2 sh
2
[
β
2Eq1

]
sh2
[
β
2Eq2

]
sh
[
β
2Eq3

]
sh[βEq1 ] sh[βEq2 ]

3∏
l=1

sh[βEql ]

×

×
∑
±1

∑
±2

1

Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1

±1 ±2 (q1q2)
2αq1αq2

αq3

β∫
0

sh

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
×

× sh

[
1

2
(β − β1)Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)

]
dβ1+

∓1 ±2(q1q2)(q1q3)αq1

β∫
0

sh

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
ch

[
1

2
(β − β1)Eq2

]
ch

[
β1

2
Eq3

]
×

× sh

[
1

2
(β−β1)(Eq3±2Eq2±1Eq1)

]
dβ1∓1 ±2(q1q2)(q1q3)αq2

β∫
0

ch

[
1

2
(β−β1)Eq1

]
×
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× sh

[
1

2
(β − β1)Eq2

]
ch

[
β1

2
Eq3

]
sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)

]
dβ1+

±1 (q1q3)(q1q2)αq1

β∫
0

sh

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
sh

[
1

2
(β − β1)Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
×

× sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)

]
dβ1∓1 (q1q3)

2αq1αq3

αq2

β∫
0

sh

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
×

× ch

[
1

2
(β − β1)Eq2

]
ch

[
β1

2
Eq3

]
sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)

]
dβ1+

∓1 (q1q3)(q2q3)αq3

β∫
0

ch

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
sh

[
1

2
(β − β1)Eq2

]
ch

[
β1

2
Eq3

]
×

× sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3±2Eq2±1Eq1)

]
dβ1 ∓2 (q1q2)(q2q3)αq2

β∫
0

sh

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
×

× sh

[
1

2
(β − β1)Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)

]
dβ1+

±2 (q1q3)(q2q3)αq3

β∫
0

sh

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
ch

[
1

2
(β − β1)Eq2

]
ch

[
β1

2
Eq3

]
×

× sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3±2Eq2±1Eq1)

]
dβ1 ∓2 (q2q3)

2αq2αq3

αq1

β∫
0

ch

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
×

× sh

[
1

2
(β − β1)Eq2

]
ch

[
β1

2
Eq3

]
sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)

]
dβ1

}
. (�.7)

Îòîæ

1∑
i1=0

1∑
j1=0

1∑
i2=0

1∑
j2=0

1∑
i=0

1∑
j=0

i3=1−i
j3=i

∑
1≤µ<ν≤3

µ,ν ̸=η≤3

(q1q2 + q1q3 + q2q3)(−1)iµ+iν×

× Y
10

4

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

1|j−j1| 2|j−j2| 3|i−j|

)
=

32 sh2
[
β
2Eq1

]
sh2
[
β
2Eq2

]
sh
[
β
2Eq3

]
sh[βEq1 ] sh[βEq2 ]

3∏
l=1

sh[βEql ]

×

×
∑
±1

∑
±2

(q1q2 + q1q3 + q2q3)

Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1

 (q1q2)

αq3

β∫
0

sh

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
sh

[
1

2
(β − β1)Eq2

]
×
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× sh

[
β1

2
Eq3

]
sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3±2Eq2±1Eq1)

]
dβ1 −

(q1q3)

αq2

β∫
0

sh

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
×

× ch

[
1

2
(β − β1)Eq2

]
ch

[
β1

2
Eq3

]
sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)

]
dβ1−

− (q2q3)

αq1

β∫
0

ch

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
sh

[
1

2
(β − β1)Eq2

]
ch

[
β1

2
Eq3

]
×

× sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)

]
dβ1

}
, (�.8)

1∑
i1=0

1∑
j1=0

1∑
i2=0

1∑
j2=0

1∑
i=0

1∑
j=0

i3=1−i
j3=i

∑
1≤a<b≤3

a,b ̸=c≤3

(q1q2 + q1q3 + q2q3)(−1)ja+jb×

× Y
01

4

(
1|i−i1| 2|i−i2| 3′

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
=

32 sh2
[
β
2Eq1

]
sh2
[
β
2Eq2

]
sh
[
β
2Eq3

]
αq3 sh[βEq1 ] sh[βEq2 ]

3∏
l=1

sh[βEql ]

×

×
∑
±1

∑
±2

(q1q2 + q1q3 + q2q3)

Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1

±1 ±2 (q1q2)αq1αq2

β∫
0

ch

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
×

× ch

[
1

2
(β − β1)Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)

]
dβ1+

±1 (q1q3)αq1αq3

β∫
0

ch

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
ch

[
1

2
(β − β1)Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
+

× sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)

]
dβ1 ±2 (q2q3)αq1αq3

β∫
0

ch

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
×

× ch

[
1

2
(β − β1)Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)

]
dβ1

}
, (�.9)

1∑
i1=0

1∑
j1=0

1∑
i2=0

1∑
j2=0

1∑
i=0

1∑
j=0

i3=1−i
j3=i

(q1q2 + q1q3 + q2q3)
2Y

11

4

(
1|i−i1| 2|i−i2| 3′

1|j−j1| 2|j−j2| 3|i−j|

)
=

=
32 sh2

[
β
2Eq1

]
sh2
[
β
2Eq2

]
sh
[
β
2Eq3

]
αq3sh[βEq1 ] sh[βEq2 ]

3∏
l=1

sh[βEql ]

∑
±1

∑
±2

(q1q2+q1q3+q2q3)
2

Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1

β∫
0

ch

[
1

2
(β−β1)Eq1

]
×
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× ch

[
1

2
(β − β1)Eq2

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3±2Eq2±1Eq1)

]
dβ1. (�.10)

Äîäàòîê Ä

I11(Eq1 , Eq2 , Eq3) =

=

β∫
0

ch

[
β1

2
(Eq1 + Eq2)

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3 + Eq2 + Eq1)

]
dβ1 =

=
β

4
ch

[
β

2
(Eq1 + Eq2 + Eq3)

]
+

Eq1 + Eq2 + Eq3

4Eq3(Eq1 + Eq2)
sh

[
β

2
(Eq1 + Eq2 − Eq3)

]
−

− 2Eq3(Eq1+Eq2)+(Eq1+Eq2−Eq3)(Eq1+Eq2+Eq3)

4Eq3(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq2 + Eq3)
sh

[
β

2
(Eq1+Eq2+Eq3)

]
,

(Ä.1)

I12(Eq1 , Eq2 , Eq3) =

=

β∫
0

ch

[
β1

2
(Eq1 − Eq2)

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3 + Eq2 + Eq1)

]
dβ1−

− Eq1+Eq2+Eq3

4Eq2(Eq1+Eq3)
sh

[
β

2
(Eq3−Eq2+Eq1)

]
− Eq1+Eq2+Eq3

4Eq1(Eq2+Eq3)
sh

[
β

2
(Eq3+Eq2−Eq1)

]
+

+
Eq3(E

2
q1 + E2

q2 + Eq1Eq3 + Eq2Eq3)

4Eq1Eq2(Eq1 + Eq3)(Eq2 + Eq3)
sh

[
β

2
(Eq1 + Eq2 + Eq3)

]
, (Ä.2)

I21(Eq1 , Eq2 , Eq3) =

=

β∫
0

sh

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
sh

[
β1

2
(Eq3 + Eq2)

]
sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3 + Eq2 + Eq1)

]
dβ1 =

= −β

4
sh

[
β

2
(Eq2 + Eq3)

]
+

Eq2 + Eq3

4Eq1(Eq1 + Eq2 + Eq3)
ch

[
β

2
(2Eq1 + Eq2 + Eq3)

]
−

− Eq3 + Eq2

4Eq1(Eq1 + Eq2 + Eq3)
ch

[
β

2
(Eq2 + Eq3)

]
, (Ä.3)

I22(Eq1 , Eq2 , Eq3) =

=

β∫
0

sh

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
sh

[
β1

2
(Eq3 − Eq2)

]
sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3 + Eq2 + Eq1)

]
dβ1 =



I. Âàêàð÷óê, Î. Ãðèãîð÷àê

ISSN 1024-588X. Âiñíèê Ëüâiâñüêîãî óí-òó. Ñåðiÿ ôiçè÷íà. 2011. Âèï. 46 41

=
Eq1(Eq3 − Eq2)(Eq1 + Eq2 + Eq3)

4Eq2Eq3(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq3)
ch

[
β

2
(Eq3 − Eq2)

]
+

+
Eq3−Eq2

4(Eq1+Eq2)(Eq1+Eq3)
ch

[
β

2
(Eq3+Eq2+2Eq1)

]
−Eq3 − Eq2

4Eq2Eq3

ch

[
β

2
(Eq2+Eq3)

]
,

(Ä.4)

I23(Eq1 , Eq2 , Eq3) =

=

β∫
0

ch

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
ch

[
β1

2
(Eq3 + Eq2)

]
sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3 + Eq2 + Eq1)

]
dβ1=

=
β

4
sh

[
β

2
(Eq2 + Eq3)

]
− Eq3 + Eq2 + 2Eq1

4Eq1(Eq1 + Eq2 + Eq3)
ch

[
β

2
(Eq2 + Eq3)

]
+

+
Eq3 + Eq2 + 2Eq1

4Eq1(Eq1 + Eq2 + Eq3)
ch

[
β

2
(Eq2 + Eq3 + 2Eq1)

]
, (Ä.5)

I24(Eq1 , Eq2 , Eq3) =

=

β∫
0

ch

[
1

2
(β − β1)Eq1

]
ch

[
β1

2
(Eq3 − Eq2)

]
sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3 + Eq2 + Eq1)

]
dβ1−

− Eq2Eq3(Eq2+Eq3+2Eq1)+(Eq1 + Eq2)(Eq1+Eq3)(Eq2+Eq3)

4Eq2Eq3(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq3)
ch

[
β

2
(Eq3−Eq2)

]
+

+
Eq3+Eq2+2Eq1

4(Eq1+Eq2)(Eq1+Eq3)
ch

[
β

2
(Eq3+Eq2+2Eq1)

]
+
Eq3+Eq2

4Eq2Eq3

ch

[
β

2
(Eq2+Eq3)

]
,

(Ä.6)

I31(Eq1 , Eq2 , Eq3) =

=

β∫
0

ch

[
1

2
(β − β1)(Eq1 + Eq2)

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3 + Eq2 + Eq1)

]
dβ1 =

=
β

4
ch

[
β

2
Eq3

]
− (2Eq1+2Eq2+Eq3)Eq3+2(Eq1+Eq2)(Eq1+Eq2+Eq3)

4(Eq1+Eq2)(Eq1+Eq2+Eq3)Eq3

sh

[
β

2
Eq3

]
+

+
Eq3

4(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq2 + Eq3)
sh

[
β

2
(2Eq1 + 2Eq2 + Eq3)

]
, (Ä.7)

I32(Eq1 , Eq2 , Eq3) =

=

β∫
0

ch

[
1

2
(β − β1)(Eq1 − Eq2)

]
sh

[
β1

2
Eq3

]
sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3 + Eq2 + Eq1)

]
dβ1−
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− Eq1Eq2(Eq1 + Eq2 + 2Eq3) + (Eq1 + Eq3)(Eq2 + Eq3)(Eq2 + Eq1)

4Eq1Eq2(Eq1 + Eq3)(Eq2 + Eq3)
sh

[
β

2
Eq3

]
+

+
Eq3

4Eq1(Eq1 + Eq3)
sh

[
β

2
(Eq3 + 2Eq1)

]
+

Eq3

4Eq2(Eq2 + Eq3)
sh

[
β

2
(Eq3 + 2Eq2)

]
,

(Ä.8)

I33(Eq1 , Eq2 , Eq3) =

=

β∫
0

sh

[
1

2
(β − β1)(Eq1 + Eq2)

]
ch

[
β1

2
Eq3

]
sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3 + Eq2 + Eq1)

]
dβ1=

= −β

4
ch

[
β

2
Eq3

]
−

E2
q3 + 2(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq2 + Eq3)

4(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq2 + Eq3)Eq3

sh

[
β

2
Eq3

]
+

+
Eq3 + 2Eq2 + 2Eq1

4(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq2 + Eq3)
sh

[
β

2
(Eq3 + 2Eq2 + 2Eq1)

]
, (Ä.9)

I34(Eq1 , Eq2 , Eq3) =

=

β∫
0

sh

[
1

2
(β − β1)(Eq1 − Eq2)

]
ch

[
β1

2
Eq3

]
sh

[
1

2
(β − β1)(Eq3 + Eq2 + Eq1)

]
dβ1 =

= −Eq1Eq2(Eq1 − Eq2) + (Eq1 + Eq3)(Eq2 + Eq3)(Eq2 − Eq1)

4Eq1Eq2(Eq1 + Eq3)(Eq2 + Eq3)
sh

[
β

2
Eq3

]
+

+
2Eq1 + Eq3

4Eq1(Eq1 + Eq3)
sh

[
β

2
(Eq3 + 2Eq1)

]
− 2Eq2 + Eq3

4Eq2(Eq2 + Eq3)
sh

[
β

2
(Eq3 + 2Eq2)

]
,

(Ä.10)

J1(Eq1 , Eq2) =

β∫
0

sh[(β − β1)Eq1 ] sh[β1Eq1 ] sh[(β − β1)Eq2 ] sh[β1Eq2 ] =

=
β

4
ch[βEq1 ] ch[βEq2 ]−

ch[βEq1 ] sh[βEq2 ]

4Eq2

− ch[βEq2 ] sh[βEq1 ]

4Eq1

+

+
sh[β(Eq1 + Eq2)]

8(Eq1 + Eq2)
− sh[β(Eq1 − Eq2)]

8(Eq1 − Eq2)
, (Ä.11)

J2(Eq1 , Eq2) =

β∫
0

ch2
[(

β

2
− β1

)
Eq1

]
sh[(β − β1)Eq2 ] sh[β1Eq2 ]dβ1 =

=
β

4
ch[βEq2 ]−

1

4Eq2

sh[βEq2 ] +
1

4Eq1

ch[βEq2 ] sh[βEq1 ]−
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− 1

8(Eq1 + Eq2)
sh[β(Eq1 + Eq2)]−

1

8(Eq1 − Eq2)
sh[β(Eq1 − Eq2)],

(Ä.12)

J3(Eq1 , Eq2) =

β∫
0

ch2
[(

β

2
− β1

)
Eq1

]
ch2

[(
β

2
− β1

)
Eq2

]
dβ1 =

=
β

4
+

1

4Eq2

sh[βEq2 ] +
1

4Eq1

sh[βEq1 ]+

+
1

8(Eq1 + Eq2)
sh[β(Eq1 + Eq2)] +

1

8(Eq1 − Eq2)
sh[β(Eq1 − Eq2)].

(Ä.13)

Äîäàòîê Å

lim
β→∞

J1(Eq1 , Eq2)

sh[βEq1 ] sh[βEq2 ]
=

β

4
+

1

4(Eq1 + Eq2)
− 1

4Eq1

− 1

4Eq2

≡ J0
1 (Eq1 , Eq2).

lim
β→∞

J2(Eq1 , Eq2)

ch2
[
β
2Eq1

]
sh[βEq2 ]

=
Eq2

2Eq1(Eq1 + Eq2)
≡ J0

2 (Eq1 , Eq2).

lim
β→∞

J3(Eq1 , Eq2)

ch2
[
β
2Eq1

]
ch2[β2Eq2 ]

=
1

(Eq1 + Eq2)
≡ J0

3 (Eq1 , Eq2).

lim
β→∞

P1(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) sh
[
β
2 (Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)

]
sh[βEq1 ] sh[βEq2 ] sh[βEq3 ]

=

= δ+,±1δ+,±2

[
β

2
− 2Eq3(Eq1 + Eq2) + (Eq1 + Eq2 − Eq3)(Eq1 + Eq2 + Eq3)

2Eq3(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq2 + Eq3)
+

+
Eq3(E

2
q1 + E2

q2 + Eq1Eq3 + Eq2Eq3)

2Eq1Eq2(Eq1 + Eq3)(Eq2 + Eq3)

]
≡ P 0

1 (Eq1 , Eq2 , Eq3)δ+,±1
δ+,±2

.

lim
β→∞

P2(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) sh
[
β
2 (Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)

]
sh[βEq1 ] sh[βEq2 ] sh[βEq3 ]

=

= δ+,±1δ+,±2

[
β

2
− 2Eq3(Eq1 + Eq2) + (Eq1 + Eq2 − Eq3)(Eq1 + Eq2 + Eq3)

2Eq3(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq2 + Eq3)
−

−
Eq3(E

2
q1 + E2

q2 + Eq1Eq3 + Eq2Eq3)

2Eq1Eq2(Eq1 + Eq3)(Eq2 + Eq3)

]
≡ P 0

2 (Eq1 , Eq2 , Eq3)δ+,±1δ+,±2 .
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lim
β→∞

K1(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) ch
[
β
2 (Eq3±2Eq2)

]
ch2
[
β
2Eq1

]
sh[βEq2 ] sh[βEq3 ]

= δ+,±1δ+,±2

[
Eq2 + Eq3

Eq1(Eq1+Eq2+Eq3)
+

+
Eq3 − Eq2

Eq1(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq3)

]
≡ δ+,±1δ+,±2K

0
1 (Eq1 , Eq2 , Eq3).

lim
β→∞

K2(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) ch
[
β
2 (Eq3±2Eq2)

]
ch2
[
β
2Eq1

]
sh[βEq2 ] sh[βEq3 ]

= δ+,±1δ+,±2

[
Eq2 + Eq3

Eq1(Eq1+Eq2+Eq3)
−

− Eq3 − Eq2

Eq1(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq3)

]
≡ δ+,±1δ+,±2K

0
2 (Eq1 , Eq2 , Eq3).

lim
β→∞

K3(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) ch
[
β
2 (Eq3±2Eq2)

]
ch2
[
β
2Eq1

]
sh[βEq2 ] sh[βEq3 ]

= δ+,±1δ+,±2

[
2Eq1+Eq2+Eq3

Eq1(Eq1+Eq2+Eq3)
+

+
2Eq1 + Eq2 + Eq3

(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq3)

]
≡ δ+,±1δ+,±2K

0
3 (Eq1 , Eq2 , Eq3).

lim
β→∞

K4(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) ch
[
β
2 (Eq3±2Eq2)

]
ch2
[
β
2Eq1

]
sh[βEq2 ] sh[βEq3 ]

= δ+,±1δ+,±2

[
2Eq1 + Eq2 + Eq3

Eq1(Eq1+Eq2+Eq3)
−

− 2Eq1 + Eq2 + Eq3

(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq3)

]
≡ δ+,±1δ+,±2K

0
4 (Eq1 , Eq2 , Eq3).

lim
β→∞

I1(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3)

ch2
[
β
2Eq1

]
ch2

[
β
2Eq2

]
ch
[
β
2Eq3

] = lim
β→∞

I2(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3)

ch2
[
β
2Eq1

]
ch2

[
β
2Eq2

]
ch
[
β
2Eq3

] =

= δ+,±1δ+,±2

4Eq3

(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq2 + Eq3)
≡ δ+,±1δ+,±2I

0
1 (Eq1 , Eq2 , Eq3).

lim
β→∞

I3(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3)

ch2
[
β
2Eq1

]
ch2

[
β
2Eq2

]
ch
[
β
2Eq3

] = lim
β→∞

I4(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3)

ch2
[
β
2Eq1

]
ch2

[
β
2Eq2

]
ch
[
β
2Eq3

] =

= δ+,±1δ+,±2

8Eq1 + 8Eq2 + 4Eq3

(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq2 + Eq3)
≡ δ+,±1δ+,±2I

0
3 (Eq1 , Eq2 , Eq3).
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Äîäàòîê �

J1(Eq1 , Eq2) =
β→0

o(β4).

J2(Eq1 , Eq2) =
β→0

1

6
E2

q2β
3 + o(β3).

J3(Eq1 , Eq2) =
β→0

β +
1

12
(E2

q1 + E2
q2)β

3 + o(β3).

P1(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) =
β→0

1

12
Eq3(Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)β

3 + o(β3).

P2(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) =
β→0

o(β3).

K1(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) =
β→0

o(β3).

K2(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) =
β→0

o(β3).

K3(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) =
β→0

1

2
(Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)β

2 + o(β3).

K4(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) =
β→0

o(β3).

I1(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) =
β→0

1

12
Eq3(Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)β

3 + o(β3).

I2(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) =
β→0

o(β3).

I3(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) =
β→0

±1
1

6
Eq1(Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)β

3 + o(β3).

I4(±1Eq1 ,±2Eq2 , Eq3) =
β→0

±2
1

6
Eq2(Eq3 ±2 Eq2 ±1 Eq1)β

3 + o(β3). (�.1)
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PARTITION FUNCTION OF MANY-BOSON SYSTEM WITH
DIRECT THREE- AND FOUR-PARTICLE CORRELATIONS

TAKEN INTO ACCOUNT

I. Vakarchuk, O. Hryhorchak

Ivan Franko National University of Lviv

Drahomanov str., 12, 79005 Lviv, Ukraine

e-mail: G_Orest@rambler.ru

In this article we suggest a method for obtaining the partition function of
interacting Bose-particles with taking into account direct three- and four-
particle correlations. The method is valid for a wide temperature domain. The
calculation of the partition function is carried out on the basis of the density
matrix of interacting Bose-particles obtained in a previous work. The expressi-
on calculated for the partition function in the low-temperature limit is given
by e−E0/T , where T is the temperature of system and E0 the ground-state
energy in the approximation of �two sums over the wave vector�. For the high
temperatures, i.e. in the quasi-classical limit, the formula obtained by us coi-
ncides with the classical expression for the partition function in the random-
phase approximation. The results of this work can be applied when calculating
thermodynamic and structural functions of liquid 4He, in order to compare the
theoretical and experimental results quantitatively, especially in the region of
λ-transition.

Key words: liquid 4He, density matrix, partition function.
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Ëüâîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Èâàíà Ôðàíêî

óë. Äðàãîìàíîâà, 12, 79005 Ëüâîâ, Óêðàèíà

e-mail: G_Orest@rambler.ru

Ïðåäëîæåí ìåòîä ðàñ÷åòà ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû âçàèìîäåéñòâóþùèõ
áîçå-÷àñòèö äëÿ øèðîêîãî èíòåðâàëà òåìïåðàòóð ñ ó÷åòîì ïðÿìûõ òðeõ-
è ÷åòûðeõ÷àñòè÷íûõ êîððåëÿöèé. Ðàñ÷åò ïðîèçâîäèëñÿ íà îñíîâå íàéäåí-
íîé â ïðåäûäóùåé ðàáîòå ìàòðèöû ïëîòíîñòè âçàèìîäåéñòâóþùèõ áîçå-
÷àñòèö. Â ãðàíèöå íèçêèõ òåìïåðàòóð ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ ñòàòè-
ñòè÷åñêîé ñóììû èìååò îæèäàåìûé âèä E−E0/T , ãäå T � òåìïåðàòóðà ñè-
ñòåìû, E0 � ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â ïðèáëèæåíèè �äâóõ ñóìì ïî
âîëíîâîìó âåêòîðó�. Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðå-
äåëå ïîëó÷åííàÿ íàìè ôîðìóëà ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ ñòàòèñòè÷å-
ñêîé ñóììû â ïðèáëèæåíèè õàîòè÷åñêèõ ôàç. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò
áûòü ïðèìåíåíû äëÿ ðàñ÷åòà òåðìîäèíàìè÷åñêèõ è ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé
æèäêîãî 4He ñ öåëüþ êîëè÷åñòâåííîé ïðîâåðêè òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ, îñîáåííî â îáëàñòè λ-ïåðåõîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: æèäêèé 4He, ìàòðèöà ïëîòíîñòè, ñòàòèñòè÷åñêàÿ
ñóììà.
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